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dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 
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aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
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La  première  édition  de  ce  Traité  était  précédée  de 
Réflexions  sur  la  manière  d'enseigner  les  Mathéma- 
tiques ,  et  d'apprécier,  dans  les  examens ,  le  savoir  de 
ccax  qui  Ui  ont  étudiées;  on  ne  trompeta  point  l'ei  ces 
Réflexions ,  parce  qu'ayant  reçu  de  nouveaux  dévelop-' 
pemens,  eUes  /ont  partie  de  Poui^age  que  ^Auteur  a 
publié  sous  le  titre  J'Essais  sur  l'Enseignement  en  gé- 
néral ,  et  sur  celui  des  Mathématiques  en  particulier. 
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Tout  Exemplaire  du  présent  Traité  qui  ne  porte* 
teraitpas,  comme  ci^dessous ,  la  signature  de  VAu^ 
teur  et  celle  du  Libraire,  sera  contrefait.  Les  mesures 
nécessaires  seront  prises  pour  atteindre ,  conformément 
à  la  Loi,  lesfabricateurs  et  les  débitans  de  ces  Exem^ 
plaires. 
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CALCUL  DIFFÉRENTIEL 
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CALCUL  INTÉGRAL. 


PREMIÈRE  PARTIE. 

CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 

Notions  préliminaires  et  principes  de  la  diffé^ 
rentiation  des  fonctions  dune  seule  variable. 

I.  Dans  cette  partie  de  TAnalyse,  on  prend  pour 
sujet  le  passage  d'une  ou  plusieun  qniuitites  par 
difiSérens  états  de  grandeur,  et  les  changemens  qui  en 
résultent  dans  d'autres  quantités  dont  la  valeur  dépend 
de  œlle  des  premières  (*). 

a.  Pour  exprimer  qu'une  quantité  dëpeud  d'une 
ou  de  plusieurs  autres,  soit  par  des  opérations  quel* 


«■MM* 


(*)  L^ordre  et  la  brièret»  m'ont  paro  demander  qn^on  rëdaiitt  le 
plot  poçnbke  U»  uotioni  pt4l\mn»mêf  et^'on  idparât«eanoti«tt», 
poreBent  analytiques ,  des  applicationa  Këomitoi(|nea  f  raaia  le  lac- 
teor  qui  vendrait  prendre  d*abord  une  idée  de  roriginc  do  Calcnl 
dîfffretttiel  et  de  tes  naagea,  pourra  conralier,  ^  la  fiii  du  litre,  la 
noM  A,  formant  nne  sorte  d'introduction  à  ce  Traite'. 

Cale,  c/i/.,  5*  édition.  i 
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2  •     ru^lTi  il«ilIgHT^lKB 

conques ,  soit  même  par  des  relations  impossibles  à 
assigner  algébriquement,  mais  dont  Texistence  est  dé- 
terminée par  des  conditions  certaines,  ou  dit  que  la 
première,  e^tjboctioik  des  autres.  L'usage  de  ce  mot  en 
ëclaimta  la  signification. 

On  emploie  souvent  une  lettre  comme  signe  ou  cn- 
ractérisUque  du  mot  fonction  $  ainsi  les  symboles 

«=£(«),    v=F(x),    «=^(x) 

expriment  que  u,  vttz  sont  diverses  fonctions  de  Jt. 

3.  La  quantité  considérée  comme  changeant  de  gran- 
deur, ou  pouvant  en  ehatiger,  est  appelée  variable;  et 
Ton  donne  le  nom  de  constante  à  celle  qui  conserve 
toujours  la  map»#  tiilenr  àé$m  le  ^iNirs  du  calcul. 
On  voit  d'après  cela  que  c'est  la  nature  de  la  question 
proposée  qui  détormio^  quelles  sont  les  quantités 
qu'on  doit  regarder  comme  variables  ou  comme  coni^ 
tantes. 

4,  Pour  éclaircir  ceci,  jç  vais  donner  quelques 
exemples.  Soit  u=zax,  a  désignant  une  constante; 
u  est  une  fonction  de  x  ^  de  Tordre  le  plus  simple , 
puisque  c'est  une  quantité  proportionnelle  à  cette  va- 
riaUé.  Si  Ton  suppose  que  x  devienne  ^-f-A>  et  qu'on 
représente  par  te'  la  nouvelle  valeur  de  u^  on  aura, . . . 
ù*s^aT-^ah ,  dfoù  u' — 'u:=^ah  ;  et  en  divisant  les  denx 

membres  par  A ^  il  viendra -^j — ===0a  c'est-rà-dire 

que  le  rapport  de  l'accroiaMment  de  la  foilctiott  à  celui 
dfi  la  varLdde  est  indépendant  de  leur/aleur  particu* 
lière. 

Je  passe  à  la  fouclion  un  peu  plus  conïu!fi(|uée 
UTsrax^;  en  y  mettant  :r-^%  au  lieu  de  x,  il  vient 
u'  r=r  a  (  x*^  -f-  axX + A'  ) ,  et  en  retranchant  la  prenûèfe 


é<}uation  de  la  seconde,  li — if=isaxA-fi^^*;  divisait 

les  dev  membres  par  h^on  aura  — j —  =  aor  +  ûh. 

Ici  lanqpport  dtà  accraîasepliMia  de  la  feDctioo  «t  delà 
yaria}))^  ^t  composé  de  deux  parles  ;4'iiiie  ne  dépend 
point  de  la  Valeur  particulière  d^fl.aecnMsseraens  |.  et 
l'autre  est  aflisctée  de  A.  Si  Ton  conçoit  que  cette  der- 
nière quantité  aille  en  diminuant,  le  l'èsultat  s^appro- 
chem  s»  teaaa  de  eiM^,  et,  la'f  .aUeMn  ^^^  #«IV<>* 
sant  &SSO;  ep  sorte  que  suior  est  la  limite  du  rapport 


II'— Il  '     ^ 


7 — Ty  c*est- à-dire  la  valeur  vers  laquelle  ce  rapport 

femf  À  me^uiie  que  la  quantité  h  diminue ,  et  dont  il 
peut  approcher  autant  qi/on  le  vàitdha. 

Il  eat  aisé  dft  yoir  .que  k  dif^s^^n^e  ^'^  u  s'anéantit 
toujours  en  même  temps  que  h,  puisque  c'estJ'existence 
seule  de  cette  dernière  qtiantit^  qui  donne  fli  à  la  pre- 
mière ;  cependant  leur  rapport  ne  s'anéantit  pas  :  il  est 
de  l^spèee  'de  qwmtités  indijiYié^  daiis  le  ii**  7a  des 
Élémens  d^Alg^re,  1       . 

Lorsque  iissox^,  on  a,  par  la  substitution  de  x-f-^ 
au  lieu  de  x, .  «    . 

«  ssa  {x  +  hf  =  ax^  +  ^ax^h  -{^  Zaxh^+  aJfi  ; 

en  retranchant  la  première  équaliim  de  la  seconde  1  on 
triMMFe  u  -^jucat  iax^k  +  So^e^A*  -f'.aA?»  «t  inreeent  le 

rapport  dès  accroissémens,  — •s—^r^Zax^-^-'iaxh+ahK 

On  voiftenGere  kî  nu  <eme  indépendani  de  toutç  valeur 
pertienlîère  des  aoetfeisiemeu»  et  vei»  lequel  leur  rap- 
pott tend  saea eeise »  lemque&dûnâflMie^.eaaerte  que 
ee  M ppoil  a  aussi  mer  limite  qui  e8t.3«#^ 

Soit  encore   w  =  -  :  il  viendra  u'  =        ,  7  ,    puis 

'     X       '  ar.+  n  ^    ♦•    ^ 

I.. 


4  MAIvà  iubflKTAIlll 

i/— 11=  — — T-  —  -  = — r- ,  en  réduisant  au 

même  dénominateur  les  deux  termes  du  second  mem-* 
Jlre  ;-  on  trouve  ensuite  que  fae  ta^iort  desacoroiasendeBS 

—y — =-:^  1^  j.  .«t^*  valeur  qui  ne  s^évanouit  pas 

quapd  A  =:  o  y  mais  atteint  la  limite  — >  •*^. 

Qét  etimflè  ^ifffape  de»  pfécéAsns ,  eu  eeq«e  kU^ 
mite  —  —  ne  se  montre  point  à  part  de  l'exinnession 
générale  ;  mais  pour  isoler  celte  limitCi  il  suffit  d'ajôu- 
ter  et  de  retrancher  en  même  temps  —  —  au  second 
îneMibrè  dél^qÉtttlén  ci-d^ns,  qui  devient  alors 

et  de  réduire  les  deui  derniers  tèmes  au  même  déno* 
minateur  ;  car  on  obtient 

II'— «  a  ah 


valeur  compUte ,  dont  ïe  premier  terme  est  la  limite , 
et  dont  lé  second  s'évanduit  quand  h^o. 

Ce  premier  tefikiey  ou  cette  limite»  n*est  pas  paftkn-' 
lier  aux  fonctions  que  je  viens  d'examiner:  l'exposition 
des  procédés  par  lesquek  on  l'obtient  pour  toutes  les 
fonctions  elnplb jées  dans  les  élémens  de  llatiiémati«* 
ques ,  et  ensuite  la  considération  des  courbes  (  58  ^  5g^ 
montreront  évidemment  qu'il  se  rencontre  dans  toute 
fonction  en  général.  Ainsi  )  lorkqme  tes  mccroÙÊemens 
respectifs  dune  Jonction  et  de  sa  variable  s'évanoms'- 
ssntf  Unr  rapport  ne  s' é¥anouit  pas }  mais  il  atteint  une 
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limiêe  demi  U  è'éU  mpprêeképar  dhgiwfe/  1  ilûJt(He^ 
entre  eeUe  lùniêe  et  la  fonction  dont  elle  dérive ^  .une 
éêpendânœ  mutuelle  qui  détermine  Fune  p^  Fmtire, 

5.  Je  ferai  d'abord  connaître  les  rignes  par  lesquels 
on  exprime  les  nouvelles  relations  que  les  notions  pr^ 
cëdentes  établissent  entre  les  grandeurs/ Pour  en  mon- 
trer la  coorenance,  je  reprends  U  fonè^n  ii=tt:^, 

déjà  considère  dans  le  n*  4* 

En  y  mettant x+h,  ejx  lieu  ie x ,  et  retranchant  la 
quantité  4uc^  dû  résultat,  on  a  obtenu^  chnsT'expressibii 

Il'~lP=s^3fJWA  +  3iS*A»  +  oh\. 

k  développement  de  la  dijfêt^tneé  deè  deuot  éttel»  de  là 
Ibactiou  u,  orAonué  surrant les  puissances  def^corois- 
sèment  h  tphn  sqppose  à  la  TariaMe  .29;  et  la*  limite 
3ar*  du  hipport  des  accroissemens  m'— -m  et  fr,*  iM 
dépend  que  du  premier  terme  3«s^^  de  cette  diA^ 
rence  (4)*  ^  premier  terme,  qui  n'est  qu'Une  poi^ 
tion  dela£lli^ence,  slappeHe  dijfihenîieîle;  et  AU  le 
déngne  par  du,  en  se  servant  de  la  ktèred ,  initiale 
du.  nom ,  coDame  d'une  caractéristique  :  on  aura 
donc  y  dans  Fésemple  proposé,  dà:=:  BÔof^X. 
'  Pour  passer  de  K  à  3ajr^,  qui  est  la  limite  cherchée , 

il  faudra  diviser  par  & ,  et  Ton  obtiendra  -r-  =  3a;r»; 

mais  quand  il  s'agit  d'une  variable  simple ,  comme  la 
quantité  4r,  qui  se  change  en  x'aex-f  A,  on  ftV^  jcasdb; 
la  différence  et  la  différentielle  ne  sont  alors  qu'une 
même  chose  i  on  remplace  en  conséquence  la  qUMitité  h 
par  le  signe  dir,  afin  démettre  de  rnniformité  dans  les. 
calcidls,  et  il  vient 

dtt  =  3iwp'djr,  ^=:3iix*. 

uX 


6  vttMMité  AubuWYAias 

Lft  p^mièim  txpmÊkm  ê^fà  U  djfitroatidiQdb)  k  ou  de 
aafif  et  I»  wcokide,  qui  appartient  à  la  Umtla  du  rapport 
d«t  cfaangemeiu  simultanés  de  la  Amction  et  de  sa  tik 
rud>le»  pren4ra  le  nom  de  coefficient  différentiel^  parce 
que  la  giiantité  qu'elle  représente  n'est  autre  chose  que 
le  multipliciteur  de  la  différentielle  dr,  dans  Texpres^ 
sion  de  la  différentielle  du.  Il  suit  de  là  que  As  limite  dif 
rappcn  des  accroissenèens,  ou  le  çœjfficieni  différenùet, 
s*obtfçHdra  en  divisant  la  f^fférentieîle  de  la  Jonction 
par  celle  dt  la  variable^  et  réciproquementi  on  obtiens 
dra  la  différentielle,  en  multipliant  la  limite  du  rapport 
des  accroissefHens,  ou  fe  coeffiàiènt  différentiel,  par  la 
difflrtenUelk defavariaU^.  . 

Cetl«  jreinarque.  est  importante ,  papBe^  qu'il  y  f  .4c«^ 
fao^tiomi  dont  le  coeAfiioi^t  différentiel  se  tr^uyje  plua 
Im^il^D^ent  que  la  dî^rentielle,  Sn  effet,  po«r  par«» 
vep^r  iiwwiédie^tqment  à  cette  dernière ,  il  JSi^  écrire 
Z/4-,da,  ^tf  lie^  de  x,  dans  la  foncdaapr^posée^dé-^ 
vtligiq^er  le  rémUm  suivant  les  puissat^ae*  <fe  dx^  eif 
s\i^gnitant  uuMrmê^affscyi  de  la  premiitrej,  ei  i^êratth^^ 
cher  du  r^suUait,  V expression  priu^itive^.  On  voit  que 
cette  méthode  suppose  qit'oi^  sacha  développer  la 
fonction  propo4^«  ce  quîTpeut  demauder  des  secours 
étrangers^  dont  la  considération  des  limites  dispense  le 
plus  souvent. 

D'après  ces  notions^  on  peut  dire  que  h  Çakul  d(ffli-' 
rintiel  esîM  recherche  de  la  limite  du  nvforkâes  ac-^ 

crais^m^ns  simultanés  4  une  fonction,  et  de  la  variable 

> 

dûnt  eUe^  dépend* 

6u  U  faut  bien  se  gaf  der  de  confondre  en  général  la 
différentielle  Au  avec  la  différence  u -rr  u.  En  e|îet,  dau^ 
l'exemple  du  n°  4»  V^^à^.  est  3aa:»&  ,  et  l'autre 

3€u:^A  +  3axA'+tfA^ 
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màb  on  toit  q«c  lorsque  la  quantité  h  mt  M*  peiîM^  b 
difirentîelfe  3«r *&  fermB  la  partie  là  plus  ooluUUndilë 
d*  la  dififrencB  i/-**ii^  «t  qvetdla^  s'appTOtke  de  ^h» 
en  plus  de  la  différentielle,  à  mesure  que  h  dimiane. 
En  général ,  Ujr  a  ^auuau  moin»  d'erreur  à  prendre 
la  diffUremiJit  p0ur  la  ^fi^nfflce>  que  Von  êuppoàe 
plus  petite  la  valeur  de  taccroissemeni  de  la  iu^ 
noble.  ^    . 

La  jpAme  cpniéqiieBce  se  tire  aussi  de  la  considéra- 
tion des  limites  ;  car  si  le  rapport  des-'accroissemens  si* 
moltaaiés  u*  —  «  et  A  a  pour  limite  une  fonction  p^  et 
que  pour  une  valeur  quelconque  de  il ,  on  ait 

^P^ceqwremnla  — j— =/>+ ('P-TjP)f 


il  Attiéiu  que^k  quantité  P-«j?  diminueen  «léme  êenqla- 
que  A,  et  s'^hranouisse  qtta^  Asso  :  réquation. . i  #  « 

—^  ^=^P  sera  donc  d'autant  plus  exacte ,  que  Vac- 

croissement  A  sera  plus  petit ,  eL  dans  cette  hypothèse, 
on  peut  fidre  u'— -Htttt^  ('^'j^ 

De  là  r^ulte  la  forme  des  premiers  termes  du  déve- 
loppement du  second  état  u* .  En  effet,  la  quantité  P^-^p^ 
s'évanouissent  avec  A,  doit  nécessairement  avoir  cet  ac- 
croisseoient  au  noiUbrede  «es  facteufs  i  «t  ce  qu'en  jpeut 


i«M«^i«Mi*iBi4M 


(*)  C'est  Mir  CQ  principe  ^e  Lcibniu  a  fonJë  le  Calcul  diffé- 
rentiel;  en  regardant  les  dîffifrenticlles  <ioitame  des  di£fifrettces  iofi* 
aiment  petites;  mais  il  ne  fattl  pa»  fMst^è  ck  tue  qttè  l'ëqaatfon 
àwszpk^  fond^  rar  la  dëfinitîoo  de  la  différentielle  \p)^  esc  ton- 
}OofB  Traie,  qneile  qoe  soit  A,  qnantilë  arbitraire,  ddiit  p  est 
indépcoésaiy  «t  qui  reste  isd^isrminée,  tant  qn'il  ne  s\i§it  ipie 
dn  rapport  des  difîÊrentiellcs. 


Amdtplos  fjéiàénAf  «at  de  supposer  qœP-— ^&s  QA», 
respMMiit  #1  étant  positif,  maii  qailcoiiqiie  d'aillears, 


^t  Ç  ne  devenant  pas  infini  lonqne  Asbo  z  alors  l'é* 
qoation 

— ^  =^>  +  Çh^  donne  k'  =  «  +/;*  4.  Ç  ft^-»^ 

7.  H  est  aisé  de  voir  que  deux  fonctions  é^les  ont 
deiidiffëfentielles  égales;  tàr;  lorsque  deux  fonctions 
sont  égales  entré  elles  ^  quelle  que  soit  la  valeur  de  la 
Vaitable  dont  elles  dépendent ,  n  feint  que  lés  chan|^ 
mens  respecdfs  qu'elles  reçoivent  en  conséquence  de 
celui  qu'on  attribue  à  cette  variable,  soient  toujours 
égaux.  Si ,  par  exemple  ^  u  et  t^  désignât  des  fonclionîs 
de  9  telles  que  u  =  i^,  quel  que  soit  x,  et  que  quand  x 
*d0viebt  X'^àxy  Wwe  change  en  u' ^  v  en  v',  «a  aum 
encore  i^sst/  ;  retranchant  de  cette  équation: la  préot^ 
dente,  il  en  résultera 

*  r 

u'  —  tt  es  i/  —  i^; 

puis  divisant  par  dx ,  on  obtiendra 


u*— tt         u', V 


TîT"  ~     dx  / 

quek  que  soient  x  et  4ar.  Si  doocp  et  q,  désignent  les 
limites  respectives  des  rapports  ci*dessus,  les  valeurs 
générales  de  ces  rapports  pourront,  d'aprè»  ce  qui  pré^ 
cède,,  être  représentées  par  p-f  «,  q  +  0fpet  q  ne 
dépendant  pas  de  dr ,  tandis  que  «  et  ^8  déiiïroissent  et 
s'évanouissent  en  même  temps  que  àx  ;  et  Von  aura 

p+m^q-^fi,     d'ôu    p— jr  =  5— é. 

11  suit  de  là  que  p^=^q;  car^si  l'on  supposait. . . 
p  ^  ^  r=:  D,  il  en  résulterait  que  la  quantité  |8  —  «  ne 


s'étanoni  1 1  il  faut  donc  que  Z>s=  o  (*)  :  d»ne;pcLvsss^d« 
et  dtt^dt»  y  en  observant  que ,  d'après  le  n^  S ,  pdx  et 
^dr  sont  les  dîflKrentielles  des  fonctions  n  et  v. 

L'inverse  de  cette  proposition  a'est  pas gjnéwileiwgnt 
vraie^  ei  l'on  aurait  tort  d'affirmer  que  deujK  diffésen^ 
tieUes  égales  appar  Usinent  à  des .  fonctions  égjàlmr  Eo 
eiEet^si  l'on  4vait^4*6jr,/eASul»liUiant  x+d^A^v^cni 
obtiendrait  a+bx  +  bàx ,  .tt  eu*iietra9<^hftoM  -sM^ 
on  trouverait  bàx^  résultat  dans  lequel  il  ne  reste  au- 
cune trace  de  la  constante  a.  La  différentielle  bàx 
appartîaal  donc  égalemanl  ka  +  bx  'Oa  â  &x.,  et  jtlle 
convient  en  général  aux  différens  cas  que  présenta  la 
fonction  a^^bx^  loripqu'on  donne  à  a  toutes  les  valeurs 
poeéblw*  On  voitaâséBieot  par  là ,  que  bmqii'çoidiSar 
rentie  une  fonction  quelconque ,  toutes  les  constanM 
séparées  des  variables  par  les  signes  +  ^^  **  dispa- 
raissent ^  tandis  que  les  autres  restent  dans  la  diffé- 
rentielle. 

8.  Avant  4e  passer. à  la  recherche  desdiffiérentifillc» 
parletlimites^il&nt.zeaiairqncr.  . 

•  1**.  Ope  2a  UnUie  du  produit  de  dafXrquantùés,va^ 
nobles  en  même  temps ,  est  le  produit  de  leurs  limites 
correspondantes;  2^.  que  la  limite  du  quotient  des 
mêmes  qumâii4si  esê  .aussi  le  quotient  \de  leurs  U^ 
mues» 

Eu  effet t  soient  PtiQle* 4eo»  quantités  proposées , 
p  et(f  lenn  Umifcet  comspondl^Mes  ;  ks  premièresi 
conédérées  daas  leur  état  général  ^  peuvent  être  repré- 
sentées parp+«y  q  +  fit  en  dési(piant  par  «  et  ^  des 
quantités  susceptibles  de  s'évanouir  en  même  temps, 

(*)  C«ct  proave  que  lorsque  deux  qua^uUés  sont  la  limite^ 
d*une  même  gaantiié  variable ^  elles  sont  égnles  entre  elles. 


•pnès  at oir  puté  par  tons  ks  degrti  de  fêéiittm  (4)  t 
an  a«m  donc  €ti  f|énénd  9 

Le  Mccmd  membre  de  cette  ëquetiôii  se  réduit  àpf^ 
lenqne,  poiDitpfendre  les  limites,  on  bite=±e,|8=:o. 
On  Ttnt  d'sillenrs  qu'en  donnant  anx  <|ttantiités  a  et  ia 
des  Taleèrt  conrenaMea,  on  penft  rendre  aussi  petite 
qU^on  iNMidra  la  différence 

MainteBSnti  sî  Ton  fisit  PÇss  A,  êipqsÉtr^  r  seia 

la  limite  de  A;  mais  puisque  Q=s  «,.  et  f  ss  - ,  ils'en- 

suit q[ue  lu  Hmttedu  quatiast est  auMle quotieni dea 
lîadles«. 

9.  Au  moyen  des  remarques  prëcédenles  on  obtient 
te  coefficient  différentiel  d'unci  fonction  rapportée  s 
une  Tariable  dont  elle  ne  dépend  pas  immédiatement. 
Soient I  en  effet,  trois  quantités  v,  v,«,  telles  que 
la  première  soit  une  fonction  de  la  seconde ,  et  celle-^ 
d  une  fonction  de  b  troisième,  c'est^MUre  qu'on  ait 

i.  =  f(a),     iia=:ï(*); 

il  semble  d'abeid qu'il  Isudmit,  par  Téllminatlon  de», 
obtenir  l'expression  immédiate  de  v  en  x  ;  mais  on 
▼a  ¥oir  qu'il  n'en  est  pas  besoin.  Bu  effet,  si  ces 
quantités  passent  simultanément  A  un  nouvel  état  de 
grandeur,  repirésenté  par  ¥\  u\  at^  au  prennent  les 
accroissemens  respectifs 

V— i;,  u'  —  M,  X'  — Jf, 

an  aoia        -y——,  ss     ; X  ^ 
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et  Us  Umilet  des  Croîs  rttp|K>rt8  .  ... 


!*'—♦.         4.' 


étaàtreptàentées  par 

ji^       di'       du 

E»  as'  s» 

<Ni«oiMl««ée  1»  piwate  iMMuy>  ia  a»  ft<céitnt 

*'«'*•'  s^  *f  r*V 

Pour  bien  montrer  ie  sens  ^ de  cette  expression,  je 
Tais  l'appliquer  à  un  exemple ,  en  faisant 

On  trouve  dUx>rd^  par  les  n^^eiS, 

et  la  formule  ci-deasas  4onn4  ensuite  ^  =  60611*0:, 

résultat  où  l'on  peut  remplacer  ii*  par  sa  yaleur  o'j^ , 
et  qui liaviau  akm  6a?^^«.  Aiaiii  f  Qi»  a  9  dafia  oe  calcul  » 

transposé  l'élimination  de  u  après  la  diftireiiti^ou^ 

En  indiquant  cette  élimination  arec  les  symboles  gé-» 
néraux  employés  aa  commencement  de  cet  article» 

(*}  On  poomit  emin  d^abord  qae.ce.césiiluf  «tt  évident  psc 
imrmémey  n  Ton  tkt  faisait  pàa  attention  k  la  diffjrenoe  qnî  enate 
entre  le  du  divieevr  de  àv ,  et  1^  du  4^visé  par  dr.  Le  premier  est 
nn  aoeroissement  eimple,  complet  et  hidéptndftnt  dn  seoond ,  qnf 
n*est  qn*one  partie  de  raccroisMment  <|ne  reçoit  u  k  cause  de  ceini 
de  JT  (!Q  :  ce  nVst  qo*en  les  considérant  tons  deux  comme  in6oi- 
meoc  petits  qv'on  |koiinraii^s  pséndm  d«n«  la  iMsrie  «Sn^ti^n  ffi- 


on  aiwa  i^sf  [F.'(ar)], 

oe  qui  Teut  dife  que  i'  est  une  fonction  d'one  autre 
fonction  de  jt^  et ,  d'après  ee  qui  procède  ,•  le  cœffieieni 
diffirenUel  dune  fonction  de  fonctiçigL  s'obtiendra ,  ejn 
muliipliant  Vunpar  t  autre ,  les  coefficiens  différentiels 
de  ces  fonctions ,  rapportées  chacune  à  sa  variable  im^ 
\      médiate. 

. .  Lorsqi^  deuK  qnMtîlët  a  tl  jr.tont  liéei  par  une  dé* 
pendance  mutuelle  »  on  peut  dire  ëgalemeni  que  ii.ett 
fonction  de  x ,  ou  bien  que  4r  est  fonction  de  u ,  selon 
que  Ton  veut  regarder  m  comme  déif^nninë  par  jr ,  ou  x 
comme  déterminé  par  n .  Le  coefficient  difiérei^tiel  peut 
aussi  se  présenter  sous  chacun  de  ces  points  dé  \w\  ei 
comme 

u'  -^  u        1/  —  «  * 

il  suit  de  la  lecoude  remarque  dtt.ii*  précédent  »  que 

dx         I 
dtt^K* 

puisque  Ponilé  étant  une  quantité  eonslanie)  est  ettsK 

même  sa  limite. 

•      */-       - 
Soit,  par  ei^mplç,  «1=^,  d'où  x=  K  «==  «^  ^.«^ 

aura 

S  =  »*'.    et    ^--J^i. 

Yâlflur  qui  rsTient  à  .  — ^  =  — 5-^- 
Plus  généralement  encore,  lorsqu*on  suppose  ^ssi((M)y 
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x=T(u)f  c'est-à-dire  que-deux  des^vâriables  sont  ex- 
primées  par  la  troisième,  on  a  -t =  -7- — -  9  et  par 

d«^ 
dv  .^  du  ■ 
dx        d** 

10*  Je  Tfis  appliquer  naimanaat  ce  qpipvécèdeà  k 
recherche  des  différentielles  des  fonctions  qui  se  pié* 
sentent  dans  les  Élëmens  d'Algèbre ,  c'est-à-dire  des 
sommes ,  des  différences ,  des  produits ,  des  quotiens» 
des  puissances  et  des  racines. 

Premièremetft,  lorsque  plusieurs  quantités  dépen- 
dantes de  X,  et  dont  ta  tait  trouver  la  différentielle , 
sont  jointes,  ensemble  par  addition  sX  lonstraction 
comme  dans  II -f-^  —  ^^  si  la  substitution  dex-^-dx» 
au  lieu  de  x  ^  fidt  changer 

iienifH-'*»    (^eni^4-iS>    ti'enii^4-y» 
l'expression  11  ^^  1^  «^  w  dmendra 

Son  chuigement,  formé  des  ttrmes  «-f-iS^-yy  et  com- 
paré à  1  accroissement  dar  delà  Tariable  x ,  donnera 


xr  +  jt:  -^  •n» 


S  "^  K  *^3« 

quantité' doàl  la  limite  liera 

en  désignant  par/i ,  9 ,  r,  leshmites  respectiTes  des  rap- 


t4  vnàxri  icAMmAïas  > 

ports  particuliers-^,  j-,  -p;  et  si  Ton  multiplie  pariLr 

la  quanlité/i  -f  ^  .^  r,  le  fiësultat/ydx + qàx  —  rix  sera 
la  diffi^rtDtîeUe  de  la  fenetion  proposée  (5)  ;  mais  pdx , 
çdx  y  rdjT  I  sont  les  différentielles  propres  de  chacune 
des  fonctions  u,  v  etiv,  etonleaMpitésentepo^piydr, 
dn^  t  on  aura  donc 

d  (tf  4-  i'  —  wj  =1  dit  +  dt'  —  dtv, 

c'est-à-dire  que  la  différentielle  {fufteJàncUon  de  x , 
composée  de  plusieurs  ternies,  s'obtiendra  en  prenant 
Êà  dtffërenêieUe  de  chaque  terme  twec  le  êifne  Ami  ce 
terme  est  affecté. 

1 1 .  Secondement ,  si  dans  le  produit  des  deux  fono- 
Ctons  iceti',  u  se  change  en  u  +  m^  i^  en  i^'^fif  ce 
produit  devient 

et  son  accroissement 

u^  +  vm^+Mfi^  : 

comparé  à  dX|  donne  l'expression 

En  désignant  comme  d-Sessus ,  par/^  et  ; ,  1^  limites 

respecdves  des  rapports  ^,  -^^  puis  faisant  attention 

que  raccroissement  fi  s'éranouit  en  même  temps  que  d^r, 
dont  les  quantités  u  etv  sont  d'aiUenrs  indépendantes , 

onreconnaltquelalimite4si  t«rim7-#  est/9,Oy  pas 
conséquent  zéro  (8)  ^  et  qu^celle  des  deux  autres  est 

uf  ff-  i^p- 


On  coBcInl  de  U  (5)  que  la  différentielle  de  ««^  est      '   c 

uqdx  +.  vpâx  ; 

mais  gdx  et  pàx  sont  repréeentés  par  di»  et  du  t  done 
d.iff^=3s«d(^-f>pdii  (^). 

Laformale  d.Bf^es»df^-4'^i<9  nous  appread  qae 
pOHT  apoir  la  différcniielh  du  produit  dA  deux  Jonc^ 
iions,  iij!êut  multiplier  chacune  pêm  la  différentielle 
de  VaxOte  ,  et  ajouter  ensemble  les  deux  résultau, 

Qimdriui  iW£|ctei»n«iteQt»ttMt,^[itreieii»ple, 
on  a    du  ss  o ,  et  par  conséquent  d.  ui^  =  udif. 

Pour  obtenir  inmédîatemeiîrt  cette  dernière  formale, 
il  ne  Caat  que  ckanger  9  en  f^+ A  d^>ù  il  résulte  raccrois- 

0 

sèment  «#,  et  emuile  k  lapport  u  ^  dont  b  Iwîta 

ujj  :^  If  —,  et  par  caoa^kpMnt  d«uc  ;=:;  udv» 

Si  Pou  éirise  les  deux  membres  de  l'équation 

d.ift^  :^  vdv  -^  pdtt, 
par  la  fonction  primitive  tt^y  ou  trbuTeim 

à^mf  _  du       d^" 

ce  qui  conduira  £uttwieist  à  TeipiSMiîte  et  la  diffii- 
rêntielle.  d'un  produit  composé  d'autant  de  fiu:teurs 
qu'on  voudra.  Pour  7  parrenir,  ou  supposera  que 
i^sCf  ;  il  Tiendra 

V         u         I  **"  T' 


(*)  Lortqve  l'on  trooTe  mi  poîat  apr2f  1« c^iractrfriiCMae  décelé 
ipeoi  dîr»  qu'elle  porte  sur  tout  ce  (|Di  la  rail  imméaiateoient  { 
mmà  é^m^  eat  la  mêoie  cftoae  ffot  â{up) ,  et  d.  x*  îk  même  àftoae 

q««  di«»)-  * 


v6  nukivé;  iiJoiMHTAmi 

et  fÊT-QonaéqvbÊÊiL 

d.uU  *'**    1.  éî  j_  ^' 

on  trouyera  de  la  même;  manière  que 

â.uur^etc.        du     '  di   ,    ds    .   dr    . 

— : — : —  *—'♦-  —  +  —  -f  —  +  etc. 

utsr  etc.  u  i  s         r 


Si  Ton  fitit  ëy  noQir  les  dénomfaiatears  dans  l'éqiia- 
tion 

d.uts       du  _i    di        d* 
nu    ™^  "tt"  "'^  T  "*"  7* 

on  trouTera  d .  if&  =r  e#dtt  +  usai  «^  irfd# ,  et  l'on  Tenra 
aisément  que ,  quel  que  soit  le  nombre  des  facteurs,  la 
différentielle  de  leur  produit  sera  égale  à  la  somme  des 
produits  de  la  différentielle  de  chacun,  muliipUéepar 
tous  les  autres, 

la.  On  obtient  la  diiE^rentiells  de  -en fusant-  =  1 1 

car  il  vient  alors  us=w,  et  d^aptès  ce  qui  précède, 
du=%^t+tdv\  prenant  la  Taleur  de  dl,  et  substituant 

an1ieude<lafipaetîon -«onaoTadf^: —  —  ^^ — ,  ou. 

y  y  y^  i        ^ 

en  réduisant  au  même  dénominateur.    . 

*  iS  ' 

ydu  —  udy 
d/= , 

d'où  il  résulte  que  pour  trouver  la  diffèrenùelte  dune 

fraction ,  iljaut  multiplier  le  défunninateur  jutr  la  d^f^ 

fSrentiette  du  numérateur^  retrancher  de  ce  produit 

celui  du  numérateur  par  la  difféientielle  du  dénomina^ 

ieur,  et  diyiser  le  tout  par  le  quarré  du  dénominateur^ 
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Quand  le  numérateur  de  la  fraction  proposée  est 
constant,  u,  ne  dépendant  point  de  x,  n*a  point  de  dïffé- 
Kntielle,  c'cst-à  dire  que  dusso,  et  il  rient  seulement 


uàv 
di=— 


V' 


i3.  La  fonction  n"  désignant,  lorsque  n  est  un  nom- 
bre entier  positif,  le  produit  de  n  facteurs  égaux  à  u  , 
on  déduira  du  n*  ii, 

d.u"       d.Buifif.. . . 
II"  uuuu . . .  • 
dii       dii  ^^  dtt      du 

UUUU 

où  le  dernier  membre  renfermera  autant  de  fois  — 

({u'il  y  a  de  facteurs'  dans  «*,  c'est-à-dire  n  :  on  aura 
donc 

d.w*  nàu 

.d'où  l'on  conclura  d<tt"=  nai*~"du. 
*  Si  le  nombres  n  est  fraclioniiaire,  en  le  représentant 

par-|  on  fera  u^=sv,  d'où  ic'sW;  et  comme  les 

nombres  r  et  #  sont  supposés  entiers ,  on  aura,  d'après 
ce  qui  précède  (7) , 

U  l'on  tirera 

di'ss     ^  .du  =  ■"    ■  du. 

Cale.  dUf.,S««ditioii.  9 
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£n  rëdttîsant ,  on  trouve 


r     ' 


s 
ce  qui  revient  encore  à  d.i«*=rto£*"*d»,  n  étant  ëgaï 


Enfin  le  nombre  n  étant  négatif ,  on  a  u'^'r^— ^ 
d'où  Ton  tire ,  par  la  dernière  formule  du  n**  12  , 


d.«*"=d.  -îi  = 


w"  w*»     ' 


et  comme  y  d'après  ce  qui  précède,  d.tt"  =  iiii"~^dii, 
dans  tous  les  cas  où  n  est  positif ,  on  a  donc 

d.ii   •= — —rr =s  — nb  ■^dii. 

De  cette  énumération,  on  cofudut  tput  pour  différent 
tier  une  puissance  quelconque  dune  fonction,  il  faut 
la  multiplier  par  son  exposant^  diminuer  ensuite  cet 
exposant  dune  unité,  et  muli^Uet  le  résultat  par  la 


i4*  Les  règles  énoncées  dans  les  n~  10,  1 1^  19,  i3, 
suffisent  poiir  difKrentîer  toutes  les  fonctions  où  la  va^ 
fi^le  n'ejat  e^gagéç  que  par  Addition, iBoustiaotion, 
multiplication,  division,  élévatiQn  aux  puisyncps  en- 


^^ 


(*)  J'aoraif  pa  dëdaire  immëdiateiBent  da  dévejoppeqttQi  H^  hi» 
nome  (x+dâr)",  la  diffiSrentîelle  de  x",  pniaqae  ce  développemeni 
ëtant  z"+nx"'*'djr'f  tUt^  si  Tod  en  retrupche  x»,  le  pcemier  terme 
de  la  dîMreaoa  sera  nac^^'dx  ;  auii»  je  n*ai  pas  Toaln  supposer  la 
dëmoDStration  de  la  formnte  du  binôme,  parce  que  le  Gakal  diffif- 
rentiel  en  iboroil  one  très  générale  et  très  simple. 


I 

f 


DE  CALCtTL  DlVFtaBHTlKL.  tg 

tières  ou  fracUonnaires,  positives  ou  négatives ,  fonc- 
tions qui,  résultant  des  opérations  algébriques  «  se 
nomment  par  cette  raison  jbnciions  algébriques.  On 
n'a  besoin  que  de  se  rappeler  que  la  dlfféBentielle  de  la 
simple  variable  x  est  djr  (5)«  . 

D'abord  y  pour  la  fonction  monôme  ,  k  s=  âx*,  'dais 
laquelle  a  désigne  une  constante,  la  règle  des  pro- 
duits (il)  donne  dttssad.JB",  et  la  règle  des  pnil- 
sances  (i  3)  conduit  à  du  sss  iiax"~"dx. 

Passons  maintenant  aux  fonctions  complexes  ;  soit 

i<>.  iic3a-4-6t/jc— «-  ;  en    prenant  séparément  la 

m  W 

différentielle  de  chaque  terme  de  cette  fonction ,  le 
premier  disparaît  parce  qu'il  est  constant  (^);  le  second, 

mis  sous  la  forme  bx\  donne ,  par  l'application  de  la 

i— I  idx 

règlednn**i3,7frj:'        dx,  ott       .—  ;   le   troisième, 

— -  -,  conduit  à4*  ••— -  (12);  réunissant  ces  résultats  par- 
ûek  (10} ,  oft  trouf  era 

d«=r-^  +  ^)  ix  et  *1=:=J^4.£.^ 
Val/a:        W  Ar      tx^^x      x^ 

a*.  ii=a-i — |-— — . — |—  +  —  j^ en  écriyant  cette 
yx^       X  Ç^x 

fonction  comme  il  suit, 

u^ic^bx   ^*^cx       ^-f-cx^?. 


Tapplication  de  la  règle  du  n*'  i3  donnera 
.  abi^      ^cix        zeix 

X^  .  Jt' 


9.. 
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ce  qui  revient  à  to=2— rzi'^ â — "*~j?"' 

S<*.  tt3â5(a+^x"*}*;  cette  fonction  ne  peut  être  dé- 
composée  en  monômes,  sans  un  développement  préa- 
lable, nwîs  qui  n'est  pas  nécessaire  pour  sa  difFérentîa- 
tion,  parce  qu^en  fitisant  a-4'^'"=<»  elle  prend  la 
forme tnonome  ur=xz*^  et  en  y  appliquant  la  tègle  des 
puissances  (i3),  on  trouve 

dtta=nj6;«-»d«^n(a+*^)!~'d(a+ftar") 

=n(fl+ix*)'»-'Xwé^r""'dap=:ifiii*x*-'d«(tf+*«^)"^«. 

i5.  Comme  on  a  souvent  besoin  dç  différentierdcs 
radicaux  du^second  degré*,  on  aformé,  pour  ces  fonc- 
tions j  une  règle  à  part  qui  résulte  du  calcul  suivant. 

Soit  vss{/û^     d'où     vssli^i 

il  vient 


A9=\u^'^^'duzAiu'^dur=z 


du 


ik\/u  ' 


et  par  conséquent  la  dijffërerUieUe  dtun  radical  du 
second  degré ,  s* obtient  en  divisant  celle  de  la  quantité 
qui  se  trouve  sous  le  signe,  par  le  double  du  radical* 

i6.    La  règle   donnée   pour   différencier  les  pro- 
duits (il),  étant  appliquée  à  la  fonction 

^--  ^(a'+jr*)  l/a»  —  x%  conduit  à 
<|a=d*(fl'+^')  l/«'— «*  +jr  v/fl"— X»  .  d(a*  +  xQ 

+a:  (a* + JP*)d  l/a*  ~  xV 

Les  deux  dernier»  termes  de  cette  expression  renfer- 
ment des  opérations  qui  ne  sont  qu'Indiquées ,  mai» 
qui  s'efcctuent  luccessivement ,  en  observant  que 


<t  Toa  trooTe  ensuite  C 

védaisant  tous  les  termes  «a  mémedénomiiuiteiiC}  oa^t 
enfin 

dtfss^îiif^^zii^iif 

La  règle  concernant  la  différentiation  des  IracJtions, 
appliquée  à  la  fonction  u  a  ^^J^f^^ ,  donne  im- 
médiatement 

d'où  l'on  tire 

I 

^.,  _  — ax(2fl^4-aa«x*— 3:4)d^  ^ 
Je  terminerai  ces  exemples  par  hi,  fonction 

qui  renferme  plusieurs  opérations  algébriques  k  effec- 
tuer successivement.  Pour  en  faciliter  la  difiKrentia-v 
tion  f  on  peut  laire 


^2  TBAITi  iullCBIlTAIIUB 

et  l*on  aura 


#1  règlç  du  n""  i3  donnera 

dii=  i  (a  — jr  ^.  :j)^      d(a— j- + z> 

-^3cly+3dz 

on  trouvera  ensuite      * 


Ja=  d .  (c»— ar»)^  =  f  (C  —  x»)^  *"  '  d  (c>— x«) 


et  substituant  ces  valeurs  et  celles  de  jr  et  de  ;^y  dana 
l'expression  de  du^  il  viendra 


1 

3» 

4-p 

V      ... 

!_ 

|/c«— X» 

K 

4 

1/ 

a««* — 

.T*^» 

d»=  <         .    . r-^     ■  ^   .  >  d*. 


Des  diffèrentiatàons  successives. 

17.  Le  coefficient  différentiel  étant  une  nouvelle 
fonction  de  x^  peut  être  soumis  à  la  difiiérentiation ,  et 
donner,  par  la  limite  du  rapport  de  son  accroissenouent 
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ài  celui  de  la  variable  x,  son  propre  coefficient  diffé- 
rentiel f  qui  s^a  aom  une  fonction  de  x.  En  Cgdsant, 
ainsi  saccëder  des  difFféreatiations.les  f^ies  aux  autres» 
on  déduit  de  la  fonction  proposée  une  soite  de  limitea 
ou  de  coefficiens  dififêrentielB,.qve  l'on  distingue  eu 
ordres,  d'après  le  nombre  de  dil^rentialâona-qu'ila. 
fiillu  effectuer  pour  les  obtenir. 

Si  Ion  fait  ^  =/,,      ^«=y,       ^  =  r,  etc., 


p  jeprésentera  le  coefficient  différentiel  du  premier 
ordre  de  là  fonction  proposée,  q  celui  de  la  fonctiim/', 
on  le  coefficient  du.  second  ordre  de  la  fonction  pro- 
posée, r  celui  de  la  fonctidn  9»  on  le  coefficient  du 
troisième  ordre  de  la  fonctten  proposée ,  etc. 

Il  faut  dMerrer  d'abord  que  les  coefficiens  q^  r,  ete. 
te  tirent  des  différentielles  successives  de  du,  prises  en 
y  regardant  Taccroissement  dx  comme  une  constante. 
En  effet,  les  équations 

du  dp  Aq 

donneront 

dtt=j7dr,     d/7=jdx,     d;=:fdjr|.etc.; 

mais  si  Ton  difKrentie  pdjx  sans  y  fidre  varier  àx^  on 
aura  d/idx)  ezpreèsion  qui  devient  ^djr*  (*),  lorsqu'on 
j  met  pour  àp  sa  valeur  qàx^  et  qui\^i^t  de  diviser 
par  àa^  pour  en  tirer  celle  de  qé  Soient  donc 

d(dtt)  =s  ddtt  ^  d*u ,     d(d'ii)  =  d^ ,  etc. 


(*)  Il  faut  iMcn  prendre  garde  que  les  cxpreMÎoos  djr*,  djr'. . 
«ODt  êqaÎTaleiitet  \  (dx)*,  (dx)*. . .  et  non  pai  k  d.x*,  d.r^. . . 
(«fyyex  la  noie,  page  i5). 


L 
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Icf  symboles  des  difiiérentielles  soccessiyes  de  âu^  prises 
en  y  regardant  âx  comme  constant  ;  et  rappelons-nous 
toujours  que  l'Aposant  qui  affecte  la  caractéristique  d, 
indique  une  opération  répétée^  et  non  pas  une  puissance 
de  la  lettre  d,  qui  n'iest  jamais  considérée  comme  une 
quaiititéy  mais  seulement  comme  un  signe  d^opération  : 
nous  aurons  alors ,  au  moyen  des  valeurs  précédentes 
de  dp^  àq,  etc.  y  les  équations 

du  ssr  pdx ,     d*»  =  dpdx  =  qdx\ 
â?u  =  d^djf  =s  rix'^^  eu. 

dftsqueHes  nous  tirerons 

du  d'u  d^u 

48.  Si  la  fonction  proposée  était,  par  exemple,  ax*,, 
on  trouverait  d.ar«=:/kix"'"'dx  (i4);  les  facteurs  na 
et  dx  étant  regardés  comme  coastans  dans  la  difieren-^ 
tielle  première  nax^~'^dx ,  il  suffit,  pour  obtenir  la  dif- 
férentielle seconde,  de  différentier^r'^'**  et  de  multiplier 
le  résultat  par  nadx'y  mais  d,x*—'=:^(/i  —  i)ar"-"dj:  s 
on  aura  donc  d*,€tx*  ==  n(«  —  i)  ajp»"^dr*. 

On  trouvera  d'une  manière  semblable, 

d^0Z"a=3n(n  — i)(fi — 2)<w»-Mx', 
d^.ûx*  =5  n  (fi—  i)  (w— .  a)  (n—3)ax*-^dx^f 
etc. , 

m 

et  les  coefficiens  différentiels  auront  les  valeurs  sui- 
vantes :  ' 


d.flJt" 

— ; ssnax""*, 

dx 

d*  ax* 

— : — -5=  n  (n —  Oûx»"*. 
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=  n  (/i  —  i)  (»— a)  «:•"' , 

ssn  (n—- 1)  (n— a)  (n  —  3)  «:•"•*, 


dx» 
etc. 


On  remarquera  sans  peine  que  dans  le  cas  où  Tez- 
posant  n  est  an  nombre  entier  positif,  la  fonction  ox* 
n'a  qu'on  nombre  limité  de  diflfe'rentielles  dont  la  plus 
élevée  est  d*.flx*  =  /i(ii  —  i)(n— a).  •.*... i.aÂr*j 
expression  qui  n'est  plus  susceptible  de  différentiatioo, 
puisqu'elle  ne  contient  plus  de  variables  t  on  aura  donc 
alors  pour  le  dernier  coefficient  différentiel , 

d*.<up* 

j^,    =n(«— 0  (#1— a). . . .  I  .a, 

c'est-à-dire  une  quantité  constante. 

19.  Les  différentiations  manifestent  dans  les  fonctions 
des  propriétés  qui  en  facilitent  beaucoup  le  développe- 
ment. Rien  n'est  plus  aisé  que  de  déduire  de  ce  qui  pré- 
cède  un  développement  de  l'expression  (x+j*)*;  mais 
au  lieu  de  nous  arrêter  à  ce  cas  particulier,  nous  allons 
nous  occuper  d'une  fonction  quelconque  du  même  bi- 
nôme X  +jr.  .Nous  ferons  d'abord  remarquer  qu'une 
^Fiction  quelconque  du  binôme  x  +  y  donne  le  même 
coefficient  différentiel ,  quelle  que  soit  celle  des  deux 
quantités  x  ,  y  qu^on  prenne  pour  variable.  Si  par 
exemple  cette  fonction  est  (x-f-j*)*,  on  trouve ,  dans 
l'un  et  l'autre  cas,  n  {x  +j^)*  ""* .  En  général ,  si  l'on  fait 
X  ^j^sszx\  dans  une  fonction  quelconque  fC'-f-j*), 
elle  devient  f{x),  et  l'on  ^  àf{x)'=ip'àx\  le  coeffi- 
cient différentiel  p'  étant  une  fonction  de  x'  dans  la- 
quelle àxf  n'entre  pas,  et  qui  demeure  par  conséquent 
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la  ineiii€,  soit  qu'on  prenne  dx'  =  âx,  en  fakant  Ta* 
rier  x,  ou  dx'=aày,  en  faisant  yarler  jr. 

2o.  Cela  posé  y  si  Ton  fait 

{{X  +jr)  =  L  +  Mjr»+Nj^  +P^^  etc.  , 

L,M,N,  Pf  et€.  étant  des  fonctians. inconnues  de x^ 
sans  j-,  et  «,  iS,  y,  ett.   des  exfosans  indéterminés,, 
il  est  d'abord  évident  qu'aucun  de  ces  eipotaiMi  ne 

peut  être  négatif  j  car  un  tanne  de  la  forme  Mf^ 

M 
ou  —,  par  exemple,  devenant  infini  lorsque  j^=o,, 

rendrait  infini  le  second  membre  de  l'équation  ci^des- 
sus ,  tandis  que  le  premier  se  réduirait  à  {{x)  \  mais  si 
les  exposans  sont  tous  positifs ,  on  aura  alors  L=sf(x). . 
Formant  ensuite  le  coeffident  dijfférentiel  du  dévelop- 
pement de  f(x+^),  en  prenant  d'abord  x  pour  varia* 
ble,  on  trouvera 

AL  ,  dAf   .^dAT   *  .  dP   >,     , 
dl+dJ-^+di-^   +d5-^+^^> 

puis  prenant  jr  pour  variable^  au  lieu  de  :t ,  on  obtien^- 
dra  le  rnnltat 

mMj*-'+(^Nj^'  +yPy>-'+etc., 

qui  Sevra  être  identique  avec  le  précédent,  quel  que  soit 
j,  ce  qui  ne  peut  arriver  sans  que  les  exposans  des  puis- 
sances de  j"  et  leurs  coefficiens  ne  soient  les  mêmes  dans 
llin  et  dans  l'autre.  Or,  si  les  exposans  sont  rangés, 
par  ordre  de  grandeur  dans  le  premier,  ils  le  seront 
dans  le  second  :  il  faudra  donc  qu'on  ait 
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d'où 

•=51,  i»=a,  y=3,  etc.  ; 

et  la  compaiaison  des  cœficiens  donnera  les  équations 

„      dL        „      idJIf      a      idiV       ^ 


desquelles^  en 

f(4p)=:u     et     f(jp+jr)  =  ii% 

on  tirera 

r  «^     ïdtt    .,        I    d'tt    „  1      d'il     ^^ 

*  Ida?*  i.adar»'  i.a.Sda:^ 

'^="+dîi+dFS  +  3FirST  +  *^'- 

* 

Telle  est  la  fcormlile  appelée.  Théorème  de  T^njrlor^ 
da*nom  du  'géomitre  aoglais  qui  Ta  déconyerte  (*). 

SI.  Ce  dieorème  donne  tout  de  suite  le  développe-* 
ment  de  (x  +  J^?*  ;  car,  dans  ce  cas , 

du  d*tt  A 

Msssa:»,    ^=wc""S     j^s=»(ii— *)j:«-»fetc., 

d'où  l'on  conclut 


(*)  I4  d^moM Uatîm»  ci-dfMQ'  revient  pour  le  fond  ik  celle  que. 
Lagraogea  donnée  dans  les  Mémoires  de  V Académie  de  Berlin^ 
aanëe  1771»  page  187,  et  depais,  dans  la   Théorie  des  FonC' 
tiens  anafyti^ues  ;  mais  l'emploi  des  signes  différentiels  Tabrége 
t%  b  simplifie  beaucoup. 

Le  tbéorème  de  Taylor  ^tant  derenn  la  base  des  applications  du 
Caknl  difienntiel ,  on  en  a  donné  beaaconp  de  démonstrations  ;  j'en 
ai  rapporté  plnstears  dans  mon  Traité  du  Calcul  différentiel  et  du 
Calcul  intégral,  in-4*  :  voj^ea  la  a®  édition,  tome  I,  pages  160  et 
9177;  tome  lu,  pages  60»  3g6et3g9(note}. 
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i«a 


Les  règles  de  la  dUBrentîation  ayant  été  établies  ci» 
dessus,  sans  supposer  k  développement  de  la  pmssanee 
n  du  binôme  ^  on  doit  le  regarder  maintenant  comme 
prouvé  pour  tous  les  cas  où  Texposant  n  est  entier  ou 
fractionnaire  y  positif  ou  négatif. 

En  mettant  y  par  exemple,  les  expression» 

# 

\  /  — 


sous  la  forme 


a  +  x 


l/fl4-f  JP* 


on  en  obtient  le  développement,  suivant  le  procédé  in« 
diqué  dans  le  n^  i44  ^  Élémens  if  Algèbre/  mais  alors 
la  formule  ne  se  termine  plus  :  on  tombe  sur  une  série 
infinie ,  comme  celle  qu*on  a  fait  remarquer  dans  le 
n®  236  de  Touvrage  cité. .  * 

22.  Si  Ton  fait  ir=o ,  et  qu'on  désigne  par  C/,  U\ 
r/'^  U'y  etc.  les  valeurs  particulières  quç  prennent. 

du     d*tt     d'il 
"'dï*  S?'  dF*  "^^^ 
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dans  cette  tnppôtîtien ,  qui  cliange  f(x+jr)  en  f  Q), 


{(y)^V+  U'-^H-  l/*^  +  U^-sCj  +  etc.; 

^''^  l  1.2  1.2.3       ' 

maïs  cette  équation  ayant  lien  quel  que  soit  j^,  on  pourra 
écrire  x  an  lieu  de  jr^  ce  qui  ne  changera  rien  aux  quan-- 
titéa  £/,  U'f  IJ'^  U^y  e|c.,  qui  ne  contie&nent  point 
cette  lettre*  et  Ton  aura  alors  Im  fotuute 

f(j^  ou  «=i;+ 1/'-+  l/'— H-  U'-^  +  «te, 

^    '  '  I  1.2  1.2.3  ' 

qui  eipgknera  te  développement  de  f{x)  suivit  les 
puissances  atcendatUeê  de  x. 

En  faisant  ii  s(a-^âp)*,  d*où  il  résulte  d'abord 


du  d'il 

jj=ii(tf+x)»-',   j^=:n(n  — i)(4i  +  ar)— %  etc., 

valeurs  que  x  =5  o  change  en 

C/csso",     t/'a=mi*-S     t/^asnC/i— i)a«-%  etc., 
on  obtient  encore 

(fl+x)»=ir-|--<i»-^x+fiiîlll^  ii—x*  -f  etc.  (*). 

•  I  1.2  ^  ' 


(*)  M.  Peacock  a  fait  remarqner  qoe  le  dëreloppement  de  t{x) 
rapporte  ci-deMot,  et  lauaseincnt  atcrilmë  au  géomètre  anglait 
MadaniÎDi  avait  été  donné  die  1717,  par  ion  compatriote  Siiriing, 
^baa  aea  iÀnmm  lertii  orditm  Néwîonianm ,  Prop.  III.  La 
manière  dont  Siîrling  j  parvient  ne  diffh-e  de  la  «aivanie  que 

Soit 

«  =5  ^4-  Bx  -f.  Cx»  -I-  Hjt*  -f  £x4-t*  etc., 

AfBfC^DfE.tîc.  étant  des  coefficiens  eonatans  et  îndétrrmi- 
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!i3.  Le  théorème  de  Taylor  donne  aiuai  le  dévelop- 
pement du  second  état  d*une  fonction  quelconque 
uzsii{x)j  lorsque  x  devient  x  -f*  A,  puisqu'en  chan- 
geant j*en  Ay  on  a  f(x  +  A)y  ou 

, dttA       d*tt    A*         A^u     h^ 

"~        Ax  I        dr*  i.a        Ax^  i.a«3 

Il  suit  de  là  que  les  divers  coefficiens  difiRérentiels 
ont  encore  la  propriété  remarquable  de  former,  lors- 
qu'on les  divise  respectiyement  par  les  produits 

ly     i.a,.   i.2.3|     etc., 

les  multiplicateurs  des  puissances  de  Ifaccroissenient  A, 
dans  le  déyeloppement  comi^et  de  la  différence 

,  du  A  ,  Ahi  A»    .  d^n     A^       ,     .      ,^ 

ni»  j  â  Ton  passe  aux  coefficiens  diA^rantiels 

r^  =  J?  4-  ^Cx  -f-  SDx>  +  4£«*  -H  etc., 
dx 

^s  i.9.3D-fsu3.4£'^H-etc, 

etc., 

et  qo'oa  y  iîuM  x^o,  ainsi  qae  dans  u ,  en  daignant  par  U^ 
V\  UT^  U'^  etc.  les  Talenrs  qae  prennent  alors  cette  fonction  et  ses 
coefficiens  différentiels ,  soos  leur  forme  Qon  développée ,  on  aara 

Azs^U,     Bssiir,     Cr=iJ^U%    Z>=-L-I7^,    etc., 
'  I  1.9  I.9.J 

et  par  conséquent 

«=C7-M7'  î-f-Cr  — -MT»-^^.  etc. 
1  i.a  i.a.3  ^ 

(*)  On  voit  dans  celte  expression  denx  signes  différens ,  savoir, 
dx  et  A ,  qni  représentent  des  accroissemens  de  x  ;  mais  il  faut 
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Ce  déTeloppementy  lorsqu'on  y  cbange  htnix^  de- 
vient (17) 

,  du    ,   d^tt    ,     d^w 

» — a  = Ir  —  H 5  +  eic. , 

1     "   i.a       1.2.3  • 

formule  très  simple  j  qui  montre  comment  la  di£Eiérence 
de  u  j  eofreqM^ndanlé  à  Taecroissement  quelconque  djr, 
se  compose  ayec  les  ^bfférendelles  des  divers  ordres, 
relatives  au  même  accroissement. 

De  la  différentkUwn  des  fonctions 
transcendantes. 

24*  Les  fonctions  qui  ne  sont  pas  comprises  dans 
rënuraération  faite  an  n<^  149  se  nomment  transcen^ 
danies,  La  fonction  exponentielle  n  ==>  a*  est  la  plus 
simple  de  ce  genre.  Lorsqu'on  y  substitue  x-f-dx  au 
lieu  àeXj  on  trouve  le  rapport  des  aecroissemens 

.-.,.^...-......1.-.  =s  â*  * 

d*  d«        • 

pour  le  développeur  suivait  les  puissances  de  dj? ,  on  fait 
a=;i9f*&>  et  il  vient 


M  fapp^^  ^0|e  le  prioiitr  D?^aat  iotrodait  dam  le  calcul  ant 
pour  fonaer  1«  différçntieljtt  (5)»  «t  dit|MniMaat  par  la  ditisfon 
indiqua  pour  patMt  aax  coefficiens  différentîelfl ,  rvte  tonjoan 
îadétmniBtf  :  raccroistement  h ,  ao  oonrain,  déligne  ici  une  quan- 
tité qui  pent  être  déterminée  lorsqn*on  se  propoae  de  calcnler  le 
changement  eAptif  fat  «obit  k  fontttiott  u,  poor  on  ebangemeni 
aaaignélkx. 

Bien  ne  t^ôppoie  cependant  ^  ce  qne  Ton  éçri^  dx  an  lieu 
de  &  ;  maie  albn  let  oodBciens  diflRérentiels  te  cbangent  dans  lee 
difffrentîelke»  eottime  on  le  voit  plus  loin. 
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I  .a 


puis 


<|jp  I         i.a         ^^  1.2.3 

+  etc.  ; 

et  si  Ton  fait  d»=  o,  dans  le  second  membre  de 
cette  équation ,  il  restera,  pour  la  limite 

Remettant  pour  b  sa  valeur  â  — -i ,  il  en  résultera  (5) 

ainsi,  en  prenant 

a-i        (a-i)«        (d-i)» 

on  aura  d.a'=  kcFix.  Telle  est  1^  forme  de  la  diffé- 
rentielle de  la  fonction  proposée  ;  et  Ton  trouvera  bien- 
t6t  une  nouvelle  expression  du  nombre  constant  k, 

aS.  n  est  visible  que 

d*.tf»  SB  kàaA.oF  ss  k*aFAa*j 

d».««  =  *»4i'djF»; 
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et  il  suit  de  là  que 

Lorsque  jr=  o ,  4a  fonction  n  et  ses  coefficiens  différen 
tieis  deviennent 

l/=i,     1/'  =  *,     1/'  =  *%     t/*'s=:*S    etc.: 

on  obtiendra  donc  (aa) 

a*  =  1  +  —  +  —r  +  7-r-^  +  «te. 

a6.  Le  dëveloppement  de  la  loneiiono*,  trouvé  ci- 
dessos  y  servira  poiu  reconnaître  dé  quelle  quantité  la 
séné  représentée  par  k  »  tiré  son  origine* 

Si  Ton  suppose  xa  j»  il  viendra 

I 

a  =  I  -f-  -  +  —  4* ^  +  etc,  ; 

I  ^  i.a        i.a.S 

et  en  désignant  par  e  la  valeur  du  second  membre , 
dont  les  douxe  premiers  termes  convertis  en  décimales 
donnent 

e  as  2y 718^818, 

on  aura  l'équation 

a  z=zef      d'où  Ton  tirera      a=se.; 

prenant  alots  le  logarithme,  de  chaque  membre ,  on 
obtiendra 

la  z=z  k\e     et     2  =  •-*  ' 

le 

Cc/e.  €fi[f.  3 


r  ■ 


r 
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on  aura  donc  |>ar  là 

d.û*  =  Aa*dx  =;=  ,^  a^Ax  (*). 

le 

37.  L«  AQUiJsire  ^  se  présenUt  ibuv^Dt  dartii  Ips  'K-* 
chercbe&  analytiques  ;  on  le  prend  poilr  base  d'un  syà-- 
tèuie  logarithmique,  que  j^ai  appelé  A^(^^r/V/i^  du  nom 
de  Néper,'  inventeur  des  logaritbtnes,  et  que  je  repré* 
sente  par  la  caracte'ris tique  Y  {^)  i  on  a  aloira  Yé  l.  t , 

■  '      <.  r^     '        ■T'.'w  •Mil  I 

{*)  Élégant  ei.&ittiplc ,  le  pA>c4'lé  suivi -cinlessas  poar  parrenir  à 

ce  rdialiat ,  et  employé  par  La&range,  a  paru  défectueux  k  quelques 

^i^nknmi'k  aai«nq«a  la^sëBfo  Utnit^k ^hMfA  i^wt^k'X^y,  Â'eat     . 

çf^vc^^mc  c|u<rqQAQdAd49î^«.9fa  ^i^Y-vm^  A&itvmrt^qar.te 

prconcr  dcveloppemont  ne  tert  q¥t*À  obtenir  fa  foime  de  la  di^» 

rentielle  cherchée,  on  peut  toujours  partir  d^cne  exfionentieilc  dont 

la  base  soit  très  voisinç  4^.1'^°^^^.'  ^^'^^  ^^  >  pour  c^Jfi  que^baager 
I  f        •' 

a*  en  a"*      .  Posant  alors  a»:^aff  mx:^^^  onaurii  a'ssa'"  ^ 

en  donnant  k  m  une  valear  snffisaiy ment  ^ndej  on  ppnrra  rendre 

»»_         .     '         *      ^     -  ■■    - 

^a,  on  aff  aussi  ptfli  tfîfilfrentd6  limité  qu'on  le  voudra,  et  t*on 

en  conclura  • 

'.:  i-  -    '  !•  '    fa'         '•     J     ' 

*  I  i 

mais   la'  =  — ,    âx*  :^^t^x  j  donc  d.a'  ^  t—  a*da^,  quel  que 

soit  a. 

{**)  Ces  logarithmes  étaient  connos  sous  les  noms  fort  impropres 
de  logarithmes  naturels  on  hyperboliques.  Ils  ne  sont  pas  tont-à- 
fait  identiraes  avec  cens  que  Képcr  a  ealcnlés  en  premier  lieu ,  mais 
ils  n^en  dittbenrcflie  pat  TdHhrd  êb  leur  sdccessioh.  Us  l^nlteraient 

de  rëqnation  -^  ==  e    '^  {  A.iU^nt  lopooooo,  Cel  logari4i«)f».  ,so^<; 

décroissans  et  négatifs ,  le  log  u^  est  tëro.  (  F'oyez  dans  lé  Journal 
des  Savons  (i835i  f*'  sepicatre),  on  dans  la  Connaissance  des 
Tems  ponr  i838  (addition»,  p.  !l),  nn  méasolre  de  .M.  Biot,  snr  cr 
sniet. 


i 
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et  il  ▼ieut  •  ' 

^'  =  ^+--V^  +  -f¥^+1:y-+^^     (.5). 
Si  IW  faisait  a  :=:  ««  oa  aurait  seulement 

«?'  =  »  +  7 + 7-^ +  r"r-5  •*■***=•  ' 

1  1.2  I .2. J 

expression  où  il  n'entre  plaa  de  logarithmes. 
Si  l'on  prend  a  pour  base  d'un  système  de  loga* 

rithmes,  alors  la=i,  :r  =  l{i,  et  par  conséquent 

♦ 

série  qui  fait  connatl^e  le  lyb^bvef  u  "par  )m>ii  loga- 
rithme^ et.qui  6nit  tpûJQiirs  pâoécnoon vivante: 

En  effet ,  si  Ton  pose,  pQitr  «bn%er,  p  s=  3f ,    deux 

tenues  conatfciutifs,  prîsdaha  un  vang  qaelconqne,  étAtii 
représentés  pav; 

i,a»3t..n        t.2.3.'. .  n  (n+i)V 

M      ' 

sâroni^ans-fe  impart  de  f  à     '■•    •  ;  ttiaid le  nombre  n 


\  ' 


augmentant  avec  celui  des  termes  de  Ij^'.^^ie^.fitMm 
toujours  par  l'emporter  sur  M,  qui  ne  change  poin^t  de 
talMir,  et  ee$  termes  déVietidront  de  plus  en  plus 
décroiisans.  ^ —    

^Sw  On  ptttt  «iHeoffr  imailtiteHitnt  ta  différentielle  de 
la   fonction  logjiriihipiqiMl ,'  au  .tJt07#p    du  seeofiid 

théorème  au  numéro  9;  i;^f  ayam  trowve  rp  ^r-  ^*, 

3.. 
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lorsqu'on  regarde  u  comme  fonction  de  Xj  daDsTéqua- 
tion  II  ss  a*,  il  s'ensm  t  que  -p  =  p .  -^ ,  lorsqa*on  re- 
garde X  comme  fonction  de  u ,  ce  qui  répond  à  Tëqua- 
tion  JT  3=«-  ;  piais  alors  a  étant  la  basé  du  système , 
la  =  I ,  et  Ton  a  seulement 

d*        le         le 
sK  ""  ^  ~  *«' 

d'où  il  fésulte 

dÎK        le         *       ji         1   dw 
du.         u  u 

Pour  passer  du  système  dont  la  hase  serait  e  à  celui 
dont  la  base  serait  a  {Algèbre,  iSo) ,  en  désignant  ces 
systèmes  par  les  caractéristiques  ^  et  1 ,  on  aurait 


lif  :=:  le. Tu; 

et  comme  Fon  compare  tons  les  systèmes  de  logarithmes 
au  système  Népérien ,  on  appelle  module  le  nombre  k> 
par  lequel  il  îaut  niinltiplier  Vu ,  pour  obtenir  le  loga- 
rithme correspondant  dans  un  autre  système  :  on  dit  en 
conséquence  que  la  différendelle  du  logarithme ,  ou 
la  différeniieÛe  logarithmique ,  est  égale  aupfùduit  du 
module^  par  la  différentielle  du  nombre,  divisée  par  le 
nombre  mène  (*). 

29.  Si  Vt>n  voulait  passer  de  là  au  développement 


(*)  Borda  et  quelques  autree  gëomètiiM  premMot  poor  module 
rîiiTersep;  ils  poeent  luas^l'ii}  alon,  quand  wsza^  on  » 


I  YWL 

t  =  nâl^^î  «l^oii  iH  ss  K«,  et  entaite  bi  =  «- 


Yu 


■  9 

deTÎeiuieiit  î»fiiiîet parla  BuppMiioh  de  i*sbo,  et  l'on- 
en  condnniit  que'  le  loga^ithm  He  MNinût  se  déve- 
lopper dans  la  forme 

m 

,x  as  A  +  Bu  +  Cu*  +  Du>  +  etc. 

C'est  aufsi.  ce  qu'il  est  (adle  de  reconnaître  à  priori, 
en  observant  que  la  fonction  j:  devient  infinie  lorsque 
iisso  {Atg»  s5i)  y  ce  qui  ne  résulte  pas  de  la  série 
ei-desstts ,  qui  se  réduit  alors  à  x^sA* 

Il  Vetk  serait  pas  de  même  si  l'on  changeait  y  en 
I  -|-  M  ;  car  on  aurait 

du        l+M 

^s=-le(*  +  «V-,^  =  ale(i+i/rS  etc.; 


dar^ 
fusant  alors  iiiâ;Q.et  le=3  Jf,  on  obtiendrait 

{II*       uS^       iii       Ij5  > 


la 


(*)  On  aan  icmaïqaë  mos  donu  que  r^qostjpn  ik  =  p ,  dn 

I  a  3  4 

«onduit  à  ' 

«t  «B  faiwal  t=si-f-u,  on  letoaUM  «or.  le  d^(elopp«m«nl  ok' 


5 
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àêxûtku^  ofr  du  logcritlimey  «uivant  les  puissances  du  ^ 

aombrei  on  trouveraîi  que  les  quantités  * 

dx      d»x        . 
'   dtt      du' 


l 


^^  TUA  mi ,  iiiiMSMVâlRB 

3o.  I^  séjic  dnsi^mtti  ,iiieiiilN«  nfest  «m«k  conver- 
gente (Alg.  ^)  j/gi^f  ,Mr9  nïofiofée  m  calcul  é^ 
logariihines,  que  lorsque  ^  est  ui^e  fraction;  mau  on  a 
trouvé  des  moyenade  \a  tfam/orm^r  en  d*aatres  qui 
s'appliquent,  avec  plus  ou  moins  d'avantage,  aux  diffe- 
Jim^i  ças>  Jût9L  A  oba0Fffé:diÛ>ord^ii'en  êlkan^eaiii -f  u 


'  -f   • . 


et  rètraiicKant  cette  équation  dç  l^  précédentfi^  on  a 
trouvé  '  .  . .        .  • 


1w*         *  "•  »*i..'«  »cv. 


i(.+«)-i(,-t,)-i(i*?<)^iji//*4.^j4^u,.l; 


faisant  ensuite =st  +  -,  ce  qui  donne  u=-^-^^ — . 

et  observant  qipejr^t  4-^J=:ir^^ja^l(jt-f  x)  —  In^ 


■  :  ..J-V  ;|J.  Jx 


Lagrange  a  moorinc  qu'on  pontait  rendre  cène  série  convergaiiQL 


en  observant  qoe  la^^mlya,  d^où 


"^te      ■.  ■     .      *  m"    " 


1 .    1 


parce  qne  (/a  -^  i  décroïc  pins  rapidement  qne  m  n'an^ente.  Il 
!>uit  de  Ift  qu'en  prenant  m  ^ès  grand ,  pn  anri^ ,  de  pins  en  plps, 
çxacteneHi,  *       - 

M 


iXen^aitémlté  h   *  ''  ''^-^" 

d'où  Ton  a  conclu        ^  ;  '  .>  ^oïdî  ::i:  j. 

I  •  T  • 

Cette  série  «  qui  fkit  connaître  le  lo^'ritliaie  de. 
n-f-Zy  lorsqu'on  a  cdoi  Ae  n\  donne,  en  ▼  supppsant 
»=5i  et   z=ij 


paisqM.e  II  =  o.  Ette  est  déjà  très  conv/ergente  et  le  dê-^ 
vient  encore  plus  pour  un  nombre  plu^  grand.  Si  Ton 
prepd  4fp='9  <»^  trottveYitTszo^G^s^'jiéo.     *    '   '  '' 
Le  module  M  s'obtient  en  calculant  le  logarithme 
d'un  même  nombre  dans  le  système  qvk'o^  ve^  adoptet»  ' 
et  dans  le  système  népérien  ,  et  en  prenant  le  rapport 
des  deux  résultat»  (^8).  On  arriv#  hissez  promptement 
au  iHodHle  des  logâiît^pies  oralnàirès,  en  calculant 
d'abord  le,  l'ogarîtbme  Bepàriës'ndê  5  par  céluf  de  4> 
qu'on  déâiiit  de  celui  de  a,  puisque  14  =  ala  ;  puis' 
connaissant  Y  S  et  Ta,  on  a  rio::;ïl^4^Ta.  Oailisnnia 
amsi  . .         ' 

rià=2\3p2a^5o93i,  '    . 

■  **        ._  <  4  , 

et  divisant  par  ce  dernier  logarithme,  l'unité  qui  est  le 
logarithme  «rdinAune  jde;  lo^  o&  a,  ppof  k  module; 
cherché  y 

ilf=o,434a9448a. 

Tel  est  le  nombre  par  lequel  iFIaûC  multiplier  les  loga<« 
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rilhnies  népériens  pour  obtenir  les  logarilfamet  mêk" 
naires  (ou  de  Bri^). 

Réciproquement ,  pour  revenir  aux  loprilhines  né-^ 
périens,  iliaut  diviser  les  logarithmes  ordinaires  par 
ce  nombre  y  ou  les  multiplier  par 

3i.  Je  vais  donner  quelques  exemples  de  Tapplica- 
tion  des  règles  de -la  différentiation  des  (bnctioDS  lo-* 
garithmiques  i  mais  pour  phis  de  simplicité,  je  suppo- 
serai dorénavant  que  les  logarithmes  sont  népériens  ^ 
à  moins  que  je  n'avertisse  expresséntent  du  contraire. 

Soit  i*.tt=l(    y. );  en  faisant     .  =z» 

,     du       du  d«  .  .    j,  ,  ,        ds 
onaura  ussLa^  Si^^J'T"  (9) >**>^ <**'=''""»  puisipie 

-—=  -  (a6):  mais 
dx       z         ' 

,^ ^'djp 


V^a'+x*  «•dsr 

j;^—  ■  ■  I  sas  ■  'a    S 

**  +  *'  («'+*•)' 

donc  dj«=  ■  /^«  /  j;\' 


ce  oui  donnera 
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mais  on  a 

,  dx  ix  — dx     f-y— r—      -/t — 21 


aV^i— X* 
2.yi+x    aV/i— X    a^  I— ^x* 


a|/i— j?* 
d'où  Ton  tire 

d j-  '     ds  xdx         '         jràx 


— Cr*+«5dx 

aj"jB|/i-^x* 

et  en  obseirvant  que    j'  +  z*= 4  »     jrz  :=  ar , 

dx 
on  troQTera  enfin     da  =  -^  —7==:. 

xV<i  — X* 
Ce^  exemple  est .  remarquable  par  les  ntfductiona 
qa'éproare  la  différentielle  y  et  par  la  «implicite,  eu 
^ard  i  la  fonction  dont  elle  dérive;  il  aéra  fadle 
maintenant  d'effectuer  le  calcul  des  exemples  suiyans, 
dont  je  ne  rapporterai  que  les  résultats.. 

3*.ii=l{x+ï/7Hhïï"}f  ^"~Ï7Î ' 

4*.««-4=i{*»/=^+i/r:^},  d.i=    ^^ 


|/_i  V^i— X»' 


l 


Si  Toi)  avait  u=^(lx)'',  eu  faisant  Lr=z,  xm  troa^ 
verait  ^  . 

et  remettant  au  lien  de  ;^  et  de  dz,  leiffÉ  valeurs ,  il 
viendrait  ._  - 


•  --  f 


4.(l^s=/»(Lr)— •^. 


.  Soit  enfin  i/ssl.lx,  c'est-à-dire,  le  logatîlbme  du 
logarithme  Aex\  posant,  comme  ci-de55ircyl^=«,. 
on  aura  d'abord 

M=rls,  dii= — ,  djç  =  d.lJf=— , 

djf""    ""' 
d'où  l'#n  dcdufim  ensuite  du  sp  -^ . 

32.  La  considération^  des  logarithmes  facilite  beau- 
coup la  diffe'rentiation  des  formules  exponentielles,^ 
lorsqu'elles  sont  compliquées. 

i».  Soit,  par  exemple,  i|==*y,.;ç  et^  étant  deux  fpnc- 
tions  quelconques  de^or.;  en  prenant  le  logarithme  de 
chaque:  memUe,  on  ailto  lu  ssjrLi,  «jt^ffiérentiaitiÊ^- 

îtÇy^iiniaJitiiBndra'*  •    -^  ,  .'.  i  *  .     '."    -  .c.  j/^i   -/^  iJ, 


•^aniàjfi\z*l^r&i\z  (il,  a8)     «  : 
II 

=ari«+j^-7' 

etdeli  .  -.      J 


5i°.  Soit  u  =  fl*'  ;  on  fera  b*  ^Jt  et  l'on  attr^ 
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mais  df =dt6*  z=ilgf^]fi  ;  4ooc,^ 

3^.  Soit  u=z*%  9f  tel  s  étant  des  fonctions  de  x  i 
on  fera  ^=j^;  il  viendra 

et  par  €ôii8^ç[uent 

i(»  JWQTM  4^  ^i9.for«iiiles^,:  ^m  lirnivenk  fcdAettietit  fa 
4ÏA<f e»Mlik  ^^lUiio  loflicti^i,  «if^MMtieUe  qjidcMque, 

•  •  •  « 

33.  Xies'sinusj  les  cosïnus^Tes  tangentes  et  lés  autres 
lignes  trigonométriqi^és  ^  considérées  pair  rapport  à 
Tare  de  cercle  dont,  elles  ddpenÉunt,  sost  aawi  des 
fonctions  transcendantes  ;  on  les  nomme  assez  ordinai-n 
wviaeafk/anctions'cirûldaireé. 

Cherchons  d'abord  la  différentielle  de  sinor;  pour 
cela  prenons  les  éqiiaiions 

,    '    »•       '  •       .      •'  *  .  •   ''*-••.        *  ^ 
'^        il\-      sinaços6..-7T«fin6cosfl  .^  .  . 

x» 


1 1 


^t  retranchons  la  seconde  de  la  première,  pour  obtenir 
.   ,     ...        .      '    4,,       asin^cosa 
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au  moyen  de  quoi  nous  trouverons 

sin(ar+djr) — tiiix:s         '  p     ■         "» 

en  faisant 

a  +  6  ssx+dx  et  a—  bzszx. 

Passant  ensuite  au  jcapport  des  accroissemens  de  x  et 
de  sin  jt ,  nous  aurons 

sin  (x-f-d«)— sinx  ^^  asin  {  Ax  cos(jc+^  ^) 
.    *      dx  .    RAx 

siBtdac  cùs(x+\dx) 
^    {dx  R         ' 

en  divisant  par  a  le  numérateur  et  le  dénominateur  du 
second  membre.  Pour  passer  à  la  limite ,  il  faut  cher- 
cher ce  que  deviennent  les  deux  facteurs  lorsque  Vac* 
croissement  dx  s'évanouit  (8) ,  circonstance  qui  réduit 

d'abord  le  second  facteur  k  —s-. 
Quant  au  premier,  —  *     ■ ,  sa  limite  est  Tuniié}  car 

,  Asina  ,.,  .    sina      coen    - 

de  tang  a  := ,  on  déduit  — — =5-— — i  et  puis- 

^  cosa  tanga        R  *^ 

que  cos  aasA,  lorsque  naso,  le  ra|qport  «itre  le  si- 
nus et  la  tangente  a  donc  l'unité  pour  limite,  quand 
Tare  s'évanouit  ;  or,  farc  étant  moindre  que  la  tan- 

gente,  et  plus  grand  que  le  sinus,  le  rapport sera 

sina     ^         ^  . 

toujours  compris  entre       ■     et  i ,  et  aura  par  coqpch^ 

quent  aussi  i  pour  limite. 


On  aura  donc,  en  vertu  de  ces  remarques, 

d.sinar      cosx      ^   _    .  dx  cosx 

-^— =  — -,  etd.smx=— ^-.. 

34.  Cette  différentielle  obtenue ,  les  autres  s'en  dé- 
duisent sans  peine;  car 

I*.  ces  xs3sin(if— ar),  d.cosarasd.sin(if— x); 
mais  y  par  ce  qui  précède, 

d  .sin  (i^— a:)  =  -jd  (i*— x)  cos(i*— x) 

=— |rdj:cos(i*-^x), 

et  cos  (i*«-«  x)  =  un  X  :  donc 

,  .    dx  sin  X 

d.COfX= r-^ ; 

9 

s 

7?.  sin.Tersex=^A-^cosx:  donc 

j    .     ^ 1  dxsinx 

d.sm.versexaa— d»coixsg      ^      ; 

R      * 

^    ^  Asinx 

y,  tangxc= , 

^         cosx 

:■  . flcosxd.sinx  — flsinxd.cosx  ^    , 

(cosx* + sinx*)dx 

cosx^  * 

mais  cos  X*  +  BÎn  X*  =  A*  :  donc 

/l*dx 


d.tangxs 
4*.  cour; 


cosx»' 


tangx  ' 
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en  mettant  pour  taiîgx  sa  valeur; 

5**.  sécxss ^  ... 

cosx 

R*à.cosx      RdxBÏQX      dxtaLUUXSécx 

a»técjr=a— ■— — '-r— = — "  '  ,   '^=  "        'p«  "  '  .     > 

cosar»  cos:p'  A* 

Rsinx       ^              ^       /l*  , 

puisoue =  tang x    et    =  sec^t  ; 

'^^       ^  C03X  C08X 

R^ 

6®.  coséc  a:=-r- — y 

sina: 

JT*d.8inif        iîtocosx        djxotrcosécr 

d.cosec j:= : — r"=^ ^;^^»  ^^"*" »; • 

sinar*  «injr'  /(» 

Dans  l'usage  ordinaire  on  fait  le  rayon  R^=.i^ce  qui 
simplifie  les  formules  ci-deasos,  et.donne 

d.sinx^djrcosx,     d.cosx:^ — dj^sinor, 

dx  éx 

d.tanax  =  — ^ — ;,         d.cotx^ : -. 

^         cosx'  sin  ar* 

35.  Avec  ces  formulél^,  on  peut  trouver  la  différen- 
tielle de  toute  expression  renfenuant  des  sinus,  co- 
sinus y  tangentes ,  etc.  ;  il  faudra  pour  cela  diAlk'eriiier 
en  regardant  ces  quantités  comme  des  fonctions  parti- 
culières »  et  mettre  aâni6u.aê  leurs  diffëre&f^ides$  les 
résultats  ci-dessus  :  je  n'en  donnerai  qu*un  seul  exem- 
ple, savoir,  ii  =  cos^**t-ô»  fcf»- 

cos^rssz,         sinx=j", 
onaura  tt=:2X  et 

du =d  .»r~«y(4rU +'^V32) 

= dx  cos  .r*'"  *f  cos  xl .  cos  x  — Y 

\  cosx/ 
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36.  Après  avoir  traité  les  siDua,  <;^sinu5,  etc.  comuie 
des  fonctions  de  l'arc ,  il  convieait  de  re{^arder  l'arc 
suGcessivement  coiuidq  uue  fonction  de  son  sinus,  de 
son  cosinus,  etc.,  et  d'en  déterminer  la  différentielle 
sous  ces  divers  points  de  vue.  Pour  cela,  soit  x  la 
fonction  proposée,  et  k  la  variable  dont  cette  fonction 

dépend;  i®.  à  cause  de  sin  ar=ii  et  cos  x  =  V^/î' — i/', 

„,        .       ,    .           diçosV  \     '.    '  ilxV^h^-u' 
I  équation d . sin j? s= ll'  v\  oonxitw^ispi    <  »,ii^  ^vn. » 

et  par  ««^eat    dx ^^  Ço)  ,  tcHe  e«'  I. 

valeur  de  k  ditKmMielle  deV^^  expf  ii^é^  pwr  la  l^l^us 
et  par  sa  différentielle^ 

a^.  Si  l'on  voulait  exprima  la  âilfêrentielle  de  l'arc 
par  son  cosinus,  il  faudrait  partir  de  i'équatioii 

.                     dxsinx  .'t. 

d.cosarss— — , 

qui  donne ,  en  faisl^^t  cosxssu , 

d„-     ^^R"^   et   d*= ^L=.'    ' 

Pour  passer  de  là  aimpua^ttse^  on  ferait  u  :bR  t- j:, 
puisque  co6x=A  — MmVefseJ»;  on  aurait  par  consé- 
quent dadé—cfr  et  di=5  V  ^^j|yVj  .       :    '»  ; 


3*.  Soit  tangjrssii;    l'équation   d*%tangtr==- 

j  ,        B^dx     mL         di/cosarv. 

donne  ou^rr — -  et  tta?ap«'.i^  "^i^"^   ;  .ma^  comme 
cosx'  Tt'  '  .    . 

séc  X  = ,  on  a  cosar\=  -r — - ,    Mr  conséquent 

cosr  '  sécjr*  '    "^  ^^ 
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^      dJTss-- — ^t      et  à  cause  que 

8éc  x*= R*  +  tangx* = R^  +  «% 
il  vient  enfin 

En  faisant  /{ =  t ,  les  trois  expressions  de  dx  obte« 
nues  ci-dessus  en  du,  se  réduisent  à 

eue  ss  ■     ^_— ;j>      CUrss— •— r:==s«     CUfSS 


Je  terminerai  cet  article  par  l'exemple  suivant 
Soit  x  un  arc  ayant  pour  sinus  la  fonction  au  )/ 1  — u*; 


on  fera 


on  aura 


da:=: 


mais  dsrr ^  , 

V/i— M* 

et  |/i  — «■=»  I— 2M*  : 

donc  dxss  ' 

37.  On  peut,  par  le  moyen  des  expressions  différen- 
tielles obtenues  précédemment ,  former  les  développe- 
mens  des  principales  fonctions  circulaires. 

i\  Pour  sinx,  on  a 

du  d'u  d^tt 

_=cos*,  ^  =  — m.:,  5^  =  -.c^r, 

--— rsssinx.etc.  ; 
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fiûsant  jr=±3  0,  il  viendra,  par  le  n°  as,  Ussso  et 

t/'=l,    Zfszo,     rr=:— I,    t/'^rso,     etc., 

d'où  Ton  conclura 

I        i.a.3        1. a. 3. 4-5 
a^.  On  troavera  pour  cosx, 

du  d*tt  d^u 

dx  '    dx»  ^     dx^  * 

d^u 

g^=c08j:,    etc.; 

fiûsant  x=o,  il  en  résultera  C/=  i  et 

î/^=o,    r/'zzz— I,    U^sno,    U*"=3i,    etc., 
ce  qui  donnera 


jr* 


COSX=  I  — — + 5— >  —  ctc, 

i.a      i.a.3.4 

Ces  deux  formules  ,  dont  la  loi  est  très  évidente  et 
très  simple ,  offrent  une  des  méthodes  les  plus  exactes 
et  les  plus  expédîtives  pour  calculer  le  sinus  et  le  cosi*- 
nus  correspondant  à  un  arc  donnée  surtout  lorsque  cet 
arc  n'est  pas  très  grand.  On  en  trouvera  d'analogues 
pour  la  tangente  et  les  autres  lignes  trigonométriques  ; 
mais  la  loi  de  ces  dernières  formules  n*est  pas  aussi 
simple  que  celles  des  précédentes,  et  elles  sont  beau- 
coup moins  commodes  dans  Tapplication,  que  les  rela- 
tions qui  donnent  la  tangente,  la  sécante,  etc.,  par  le 
moyen  du  sinus  et  du  cosinus  ;  c'est  pourquoi  je  ne  m'y 
arrêterai  pas  ;  mais  je  ferai  remarquer  que  les  pre- 
mières, finissant  toujours  par  devenir  convergentes  (27), 
s'étendent  aux  arcs' surpassant  même  la  circonférence. 

Culc,  diff,y  5*  édition.  4 
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38.  Oa  pourrait  former  de  même  le  développement 
de  Tare,  soit  par  le  sinus,  soit  par  la  tangente  \  mais  dans 
ce  cas,  l'expression  des  coeffiçiens  diife'rentiels,  se  com-' 
pliquant  à  mesure  que  leur  ordre  s'élève,  laisserait 
difficilement  apercevoir  la  loi  qu'ils  suivent  ^inconvé- 
nient que  n'a  pas  le  procédé  ci-dessous. 

Le  coefficient  différentiel  de  l'arc  considéré  comme 
fonction  du  sinus ,  étant 

^  c;.  •-;==:  =3(1 -«•)"' (36), 

on  peut  le  développer  en  série  par  1à  fonnule  du  bi- 
nôme (ai)  ;  et  en  ne  faisant  aucune  réduction  aux  coef- 
fiçiens numériques  )  on  trouve 

dx  •'•.•ï-3.,   1.3,5-, 

dl/  2  .  2.4  2.4-0 

Ce  développement ,  ne  contenant  que  des  puissances 
paires  de  u,  montre  que  celui  de  x  n'en  doit  contenir 
que  d'impaires  -^et  il  faut  poser  en  conséquence 

X  =  ^u +•  ^m' +  Cm*  +  Du' -tr  etc. , 

sans  terme  indépendant  de  u,  afin  que  l'arc  x  s'éva- 
nouisse quand  tix=:<j  :  cela  fait,  en  différentiant,  on 
obtient 

du 

et  comparant  à  la  première  série ,  on  trouve 

..  ^      I         ».^        ï  .3         _      1 .3,5 
^=1,     3Z?  =  -,      5C=j-^,     70=^;-^.  etc., 

d'où 

u  .   I  tt^   .    1.3 «^   .    i.3.5u^  ,     ^ 

jc  =  -  +  --=-  H 7T  H 7-^  —  4- etc. 

I      2  3  ^a.45  ^a.4.67  ^ 
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CoBMue  ûB  ne  peuit  pas  prendre  i<  >  i  ^  on  voit  que 
la  Mfiie  ct-desmiis  ne  eaïuadt  donner  pour  x  \mt  Ta«> 
leur  plus  ffaïaàe  que  Is  quart  de  la  ctroonflp'rettce  ; 
cette  expreflftion  de  l'are  par  son  simif  est  donc  moins 
générale  que  celles  du  sinus  et  du  cosinus  par  Tare. 

Pour  exprimer  l'arc  par  la  Ungente,  il  faut  dévelop- 
per d'abord 

Jf=7:^-a+«')-(36), 

ce  qui  donne 

du 
et  posant 

xs^Au  +  ^«3^  Cic^-^-DW  +  etc. , 

« 

d'où  il  résulte 

dx 

r_  =  ^  4- 3i9tt»+ 5Cii4  +  7Dm«  +  etc. , 
du  •  .    / 

il  vient 

Ce  dernier  développement  donne  une  expression  re- 
marquable de  l'arc  0^,5,  dont  la  tangente  est,  comme 
l'on  sait  y  égale  à  i;  en  effet,  si  l'on  suppose  u=i, 
il  vient 

o%5=i— J  +  è-l  +  J-etc 

Cette  série  est  trop  peu  convergente  pour  être  em- 
ployée ;  mais  on  peut  calculer  le  même  arc  eb  plusieurs 
parties ,  dont  chacune ,  ayant  une  tangente  plus  petite 
que  Funité  »  sera  exprimée  par  une  série  très  conver- 

4.. 
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gente.  iLe  géomètre  anglais  Machia  a  trouvé  que  Tare 
de  of,5  est  égal  à  quatre  fois  celui  qui  a  pour  tan- 
gente 1 1  moins  Parc  dont  la  tangente  est^,  ce  dont  il 
est  aisé  de  s'assurer  en  observant  que  si  tanga=|y  il 
en  résulte  (Trig.  27.) 


'    2tanga  5 

tang2a:= 2 — -  =  — 

"  1— tança*      la 


tang 

tang4a=      ^tangaa  ^^120^ 
^^^      I  — (tang  2a)*       119 

Le  dernier  nombre,  un  peu  plus  fort  que  l'unité,  tan* 
gente  de  0^,5,  montre  que4A^  0^,5  :  faisant  donc 

on  a,  pour  la  différence  4^ —  o%5  ou  A — B^ 

'^^  ^      1+taûg^tang/?      239' 

et  posant    A'^B:=zbj  il  vient    o»,5  =  4fl— *. 
Or,  en  prenant  successivement  iisss  ^,    ù=:  — ~ ,   on 
trouve  les  valeurs  de  a  et  de  A ,  et  ensuite 


,^339      3(239)' -^  5(239) 


'    ~  ^~W  "*■  5(23q)S  -  ***'•)) 


"d'où  Ton  déduira  promptement  que  la  demi-circon- 
férence =  3,141592653. 
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De  la  différentiation  des  Jonctit^ns  de  deux  ou 
dtun  plus  grand  nombre  de  variables. 

39.  Soit  {{Xyjr)  une  fonction  quelconque  de  x  et 
de  j*  ;  en  supposant  d'abord  que  la  variable  2r  change 
seule  et  devienne  x  +  h^  il  faudra  regarder  jr  comme 
une  constante  y  et  traiter  la  fonction  proposée  de 
même  qu'une  fonction  de  x  seul  :  on  aura  donc 
par  le  théorème  du  n*  a3,  en  fiaisant  pour  abréger 

f(x+fc,^)=u+gj-+^.  — +jP^^^  +  etc. 

Pour  trouver  ce  que  devient  la  fonction  proposée» 
lorsque  jr  seul  prend  un  accroissement  k ,  on  regarde- 
rait X  comme  une  constante  ^  et  f  (x ,  j*) ,  ou  u ,  comme 
une  fonction  de  jr  seul  ;  par  là  on  aurait 

Dans  le  cas  où  les  quantités. j:  eij'  varient  en  même 
temps  et  deviennent  x^h  et  j-  ^^'k^  comme  on  n'a 
assigné  aucune  .forme  particulière  à  la  fonction  ((:J^ij')f 
il  n'est  pas  possible  d'y  faire  à  la  fois  les  deux  substi- 
tutions indiquées  ;  mais  il  est  aisé  de  voir  qu'on  par- 
viendra au  même  résultat  en  changeant  d'abord  x  en, 
X  -4-  ^  »  et  mettant  ensuite  jr  +  k  pour-^,  dans  le  dé- 
veloppement qu'on  aura  obtenu  par  la  première  opé- 
ration. 

On  a  déjà 


t 
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u  représentant  f(j?,^).  Pour  développer  les  coefficiens 
d«t  cUfféten#  teviaet  de  eeite  série ,  en  ayauit  égard  an 
changement  arrivé  &  jr^  j'observerai  d'abord  ^oe  dans 
cliaeun  d'eux ,  x  doit  être  regardé  comme  une  quantité 
constante  y  et  qu'on  doit  les  traiter  par  conséquent 
comme  des  fonctions  de  la  seule  variable  ^.  D'aprèei 
cela,  fC^f^j*),  ou  M,  deviendra 

"  + dri  "*"dy»  I .a +5^7:71  ■*" '^^• 

Si ,  dans  ce  développement ,  on  écrit  3- ,  au  lieu  deu , 
lorsque  jr  «e  change  en  j"  +  k;  c'est-à-dire, 

'd«' 


d 


Œ) 


où,  par  — -i ,  on  entend  qu'il  faut différentier  par 

rapport  aux  jr  qu  elle  contient ,  la  fooction  «p  1    et 

diviser  ensuite  le  résultat  par  djr.  On  voit  ainsi  qu'à 
partir  de  x/ ,  il  y  a  deux  diffërentiations  faites  succes- 
sivement, la  première,  en  ayant  égard  à  la  varia- 
bilité de  X  seule,  et  la  seconde  en  ne  considérant 
que   celle   de   j-.  On  donne  à  cette  expression  une 

d"w 
forme  plus  simple  en  l'écrivant  ainsi  :    ,-   .*.  Oa  rc* 

présente  de  même      >  ^      par  yrTZ  î  V**  ^^  genéiaî, 
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il  faut  entendre  par  .  -.-i  1,7  le  coefficient  diiFërentiel 

de  l'ordre  n,  déduit  de  la  fonction  -r-Si*  ^^  ^^1  ^^P' 

posant  que  jr  variable  y  tandis  que  cette  fonction  est 
elle-même  le  coefficient  différentiel  de  l'ordre  m  de  la 
fonction  proposée',  en  n'y  supposant  que  x  variable. 

Cela  posé  y  la  substitution  de  7--^^  aii  lieu  de  y 
changera 

'iu       du        d'il    k         d^u      k\         A^u        P  ^^^ 

dx       dx       4/^dx  T       èiy^dx  i.a"*"  i]x^dx  1.2. 3  *' 

dU£      d^ii        d^ii    k         d^u     k^  d^u         k\ 

dx*^"*d*»"^4rdar«7  +  4r?Afi.2'*'dpd]?  ï.n.3"^^^' 
d^      d^u        d<u    k         d^u      k^  d^u  P 

dx'^^dx^iXàx'i'^d^^ix'i.n'^  d^dx'  i.a.S"''        ' 
etc. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  le  développement 
dtt(^+kyjr) ,  et  en  ordonnant  de  manière  que  tous 
les  termes  dans  lesquels  les  exposans  de  A  et  de  ^  font 
une  même  somme ,  soient  placés  dans  une  même  co-  . 
tonne,  il  viendra 

diih  .     d*u    kh    ,     d^u      k*  h  . 
d:r  I       djrdx  1  i        qf'dx  1.21    ' 

+    X"a   '    +  J     j^  - f-  etc. 

dx"  1 . 2        d^dx*  I  1 . 2 

+  d^r:r3  +  '^" 

+  etc. 


•   ■  I 
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Pour  bien  entendre  cç  que  signifie  cette^formnle ,  il 
suffit  de  fkire  u= x"^",  et  d'en  déduire  le  dévelop- 
pement de  (x+  hy^ix  +  *)",  qu*U  est  aisé  de  former 
àpriorù 

4o,^Oa  a  obten]j  le  développement  précédent  en 
mettant  d'aborct^^  +  A  au  lieu  de  :r ,  et  ensuite  jr-^k 
au  lieu'de  jr  ;  mais  on  aurait  pu  procéder  dans  un  ordre 
inverse ,  et  commencer  par  la  substitution  relative  à  jr  : 
alors  ((Xjjr)  serait  devenue 

ou 

.   dtt/t  ,  d*M    A:»     ,  i^u      P       . 

La  substitution  de  x  +  h,  au  lieu  de  x,  dans  cette 
série,  aurait  d'abord  changé 

.  duh  ,  d'à    A»    ,  d'«(      P      ,     , 

«t  ensuite 
du       dxi    ,     d'K    A  ,     à^u      fe*  d<tt        y 

dj^*^''dj^»"''Ardj^7"*"dir*d/*i.2**"d*ïd^i.2.3"*'^^'* 
d«M       d^u  ,     d^g     &         d»tt     &*  d«c        ^3 

d;p^°4r'      d^dy  i"''d«*dj;^i.a"''dx3d^^i.2.3"*"^^**. 
etc.; 

on  aurait  eu  par  conséquent 
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+^Jî*  +  i!L**  +  J!îLil*  +  etc. 
4r  I      d*cly  1 1  ~  dx'dj' I .  â  I 

+  ^il  +  J!îi.*±-4.etc. 

4.  ^  _*l_  +  etc. 

>.      +  etc. 

f 

Il  est  évident  que  ce  second  développement  doit  être 
identique  av^cle  premier  ;  car  il  est  indifférent  de  chan- 
ger d'abord x  enar4-  A  et  ensuite  ^  en  j'+  *,  ou  de 
faire  les  mêmes  substitutions  dans  uu  ordre  inverse , 
puisque  d'une  manière  ou  de  Vautre  on  obtîent*égale*- 
ment  f(x  +  h^jr  +  k).' 

Si  l'on  compare,  dans  «es  deux  développe^ens,  les 
termes  qui  sont  affectés  des  mêmes  puissances  de  k  et 
de  À,  on  trouvera  cette  suite  d'équations, 

d'il  d*tt 


d^da: 
d»« 

d^dj^' 

d'K 

47"d^ 
d'x 

dx'4r' 
d'« 

dj^da: 

dxdj^' 

d"+*K 

a«+«B 

àjr*dx^        dx'^4;^  ' 
etc. 


Il  résulte  de  la  première ,  que  le  coefficient  différen- 
tiel  du  second  ordre  dune  fonction  de  deux  variables, 
pris  en  différentiant  par  rapport  à  Vune  délies  et 


ensuite  par  rapporta  Vautre ,  reste-le  même,  quelque 
soit  tordre  qu'on  ait  suividans  les  différentiaiions. 
Soit^par  exemple,  us=ur*"^;  si  l'on  différentie  d'aborden 

regardant  x  comme  seule  variable ,  on  a  3— =ciiMf*"-*j^*; 

ux 

diiFérentiant  ensuite  ce  résultat,  en  ne  &isant  varier 

,  .         d*M 
que  jTy  on  obtient  1    ^    =  mnx'""'*j^"~*  :  en  opérant 

dans  un  ordre  inverse ,  on  trouve 
du  A^u 

et  Ton  voit  que  le  dernier  résultat  est  le  niènie  dans  les 
deuK  oas.  Les  autres  équations  rapportées  ci-dessus  ne 
sont  que  des  conséquences  de  la  première. 

4i .  En  retranchant  f(x,^),  ou  ii,  de  f(^+^f  J'H*^)» 
rangeant  sur  une  même  ligte  les  termes  compris  dans 
chaque  colonne,  et  les  réduisant  au  même  dénomina- 
teur, on  trouve 


f(x+A.j.+*)-f(x,j^)=i(3|A+|*) 


-I (  -r-  ^'+  a-î—r-  «*+  t-  ^   )  / 

^t.Adx*     ^    Axàj      ^ Ay    Ji 

-|^  etCé 

Ici,  au  lieu  d'un  terme  dans  chaque  ordre,  comme 
lorsqu'il  s'agit  des  fonctions  d'une  seule  variable  (28)  ; 
il  y  en  a  deux  pour  le  pren&ier  ordre,  trois  pour  le 
second,  et  ainsi  de  suite;  et, si  l'on  change  h  tn  àx ,k 
en  dl^,  les  termes  du  premier  ordre  formeront  l'ex- 
pression 


du 
composée  de  deux  parties,  savoir,  7-d^y  ou  la  4iffe— 

dx 

r^lielle  prise  en  regardant  x  comme  seule  yariable ,  et 

j-  ij-f  on  la  djfférentieUe  prise  en  regardant  jr  comme 

seule  variable.  "La  somme  de  ces  différentielles  est 
nommée  différentieUe  totale,  et  se  représente  simple- 
ment par  àî{x^y)  ou  du,  en  sorte  que 

At{x,y)  =  Au=SAx^^àjr. 

Elle  s'obtiendra  au  moyen  des  règles  données  (10  et 
sttiv.)  pour  les  fonctions  d'une  seule  variable.  Dans  le 
cas  présent  on  diffèrentiera  la  fonction  proposée ,  d^a^ 
bord  par  rapport  à  l'une  des  variables,  et  ensuite  par 
rapport  à  t autre;  la  somme  des  deux  résultats  sera  la 
différentielle  totale  cherchée. 

fyi.  Je  ne  croîs  pas  qu'il  soit  nécessaire  de  donner 
beaucoup  d'exemples  relatifs  à  la  différentiation^es 
fonctions  de  deux  variables,  puisqu'elle  rentre  dans 
celle  dfit  fonctions  qut  n'en  coniiennent  qu'une  \  je  me 
bornerai  donc  aux  suivans. 

On  voit  snr-k-cbampi  d'après  la  règle cMkasus;,  que 

d(JC-f-^)  =?:  do:  +  d^, 
A.ay  ^jràst-^-xàjr, 

dx        dx       xàjr       jr^x  —  x(\jr 

Soit  encore  i*.  u  =si  xl^jr^  ;  on  a 

—  dx  =  wW'^yjx, 
du  « 
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donc 


dw  ,  ajrxdx 

grv 7 -3  • 

(a?*+j^)  '     («*+:r")  ' 

donc 


û^dj^ 


i  > 


et  en  rédaisant, 

—  axjrdx'\-ax''àjr 

* 

i^.^u  =  arc  [tang  ==  —\  expression  qui  est  celle 
d'an  arc  de  cercle  dont  le  rayon  est  i  ^  et  la  tangente  —  ; 

X 

pour  la  différentier  on  fera  »  =z=  z,  d'où  il  résultera 

djs 
u=arc  (tang  =  z) ,  et  du  = ^  (36)  ;  puis  mettant 

au  lieu  de  js  et  de  dz  leur  valeur,  on  trouvera 

•  ' 

jrix  —■  xdj 

du  =  ^  ^'      =  zÈf:zfÈJ:, 

,£  ^*  +  «' 
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43.  La  manière  dont  on  écrit  les  différentielles  des 
Tonctions  qai  dépendent  de  plusieurs  variables ,  donne 
lieu  à  des  remarques  iiâportantes.  lUne  faut  pas  con- 
fondre alors  *-  dx  avec  du,  comme  on  pourrait  le 
faire  si  u  ne  renfermait  que  la  seule  variable  x ,  parce 
qu*ici  lé  du  de  l'expression  ^,  ne  désigne  pas  la  dif- 
férentielle totale  de  la  fonction  n\  mais  seulejtnent  la 
partie  que  produit  la  variation  dex  (4i)  ;  et  comme  c'est 
le  diviseur  dx  qui  marque  cette  restriction  (89} ,  il  faïut 

le  conserver  pour  distinguer  ^  àx  de  la  dififérentielle 

totale  représentée  simplement  pandii  :  il  en  est  de  même 

de  -p  djr^  par  rapport  à  jr  (4i)- 

du     du  d*^"!/ 

Les  quantités  -p ,  3"  »  •  •  •  a^t^à    «    *^^*    appelées 

souvent  différences  partielles;  mais  ce  langage  n'est 
pas  exact  ;  car  les  formules  qu'on  désigne  ainsi  n'expri- 
ment point  la  différence  entre  deux  quantités. 
^  Les  vraies  différences  partielles  de  u  sont  d'abord 

la  première  étant  prise  en  n'ayant  égard  qu'au  chan- 
gement de  X ,  et  la  seconde  en  ne  supposant  que  celui 
de  jr.  Les  expressions 

du .       du  ,  du  -         du  . 

qui  ne  sont  que  les  premiers  termes  des  développemens 
de  ces  différences ,  doivent  être  nommées  différentielles 
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1^    du  dtt 
parnelles  (5)  ;  j-  j  t-  resteront  toujours  les  coejfflciens 

différcntieb  du  premier  ordre  d€  la  fonetion  proposée , 
et  ett  général,   v  ■;;■<    „  sera,  dans  Tordre  m-f-  n,  le 

coefficient  différentiel  pris  en  différenUant  m  fois  par 
rapport  à  jr,  et  n  fois  pas  rapport  à  jr\  mais  il  &ut 
remarquer  qu'une  fonction  dWe  seule  variable  n'a 
daaff  chaque  ordre  qu'an  coefieient  différentiel  (17), 
tandis  qa'one  fonction  de  deux  TariaUes  a  deux  coeffi*- 
cieos  différentiels  pour  le  premier  ordr^,  trois  pour  le 
second ,  quatre  pour  le  troisième ,  et  ainsi  de  suite. 

44*  Voici  comment  on  peut  trouver  ces  divers  coefB- 
ciens ,  en  partant  des  deux  premiers. 
On  a  d'abord 

,  Au  I    du- 

prenant  alors  la  différentielle  totale  des  coefficiens 

-T-  et  «r-  f  Qui  doivent  être  traités  comme  des  fonctions 

Ax     ày  ^ 

de  deux  variables,  et  dr,  dj- étant  des  constantes,  ij^ 
vient 

.au  d»M    j       ,      d*ii    j 

^35=  S?  ^'  +  djaî''-^' 

.Au  d'tt    j  d'il    j 

Désignant  ensuite  par  d'u  la  différentielle  totale 
de  du,  on  aura 

d*ii  =  dxd  j-  +  djrAj-j     d'où 
A*u  d'u  A^u 
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en  obserranl  que  les  coefficienB  différentiels  dont  les 
dénominateurs  ne  présentent  que  les  divers  arran- 
gemens  d'un  même  produit  en  dx  et  dy^  sont  identi- 
ques (4o). 

Si  l'on  différentie  les  coefficiens  différentiels  qui  se 
trouvent  dans  le  résultat  précédent,  il  viendra 

j   d*u  d'à    j       ,        d^u 

^  dî*    =     dï5  ^^  +    d^   ^^> 

**  dïdj  ~  dxM^'''^  "^  drdxiy  **'^' 
-   d?i/  d^M     ,       ,       à^u       - 

et  par  conséquent , 

On  continuera  facilement  cette  formation,  et  l'on  re- 
mar^quera  sans  dontç  l'analogie  d^  résultats  avec  les 
puissances  du  binôme. 

Il  faut  observer  que  ,  d'après  la  notation  précé^ 
dente,  la  série  du  n^  4'  rentre  dans  celle  du  n**  23 ^ 
lorsqu'on  substitue  dx  à  &,  et  djr  à  A  ;  eu  sorte  que  si 
l'on  désigne  f(x  +  dXfjr  +  dj-) ,  par  w',  on  a  encore 

dtt  ,  d»»    ,     d^      ,     ^ 
I        I .a       I .a*d 

formule  tout  aussi  générale  que  celle  du  n^  4n 
puisque  les  accroissemens  dx  et  d}-  sont  également 
arbitraires. 

4s.  Il  est  aisé  d'étendre  ces  conÂdérations  aux  fone* 
tioas  d'un  nombre  quelconque  de  variables,  et  de  s'as- 
surer  que  si  l'on  a 
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il  en  résulte 
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du      .   du,    .  du,      du 


=âr^+S*+^*+^'+''**^» 


d'où  Ton  conclura 


en  dés^nant  par 


du 
d?» 


du 
d«* 


du 


du 

di 


les  coefficiens  différentiels  de  la  fontion  u,  pris  en  y 
faisant  varier  seulement  /,  ou  ;r ,  ouj*,  ou  z. 

Cette  notation ,  due  à  FonUine,  est  la  pîus  simple  et 
la  plus  expressive  de  toutes  celles  qu'on  a  proposées  pour 
remplir  les  mêmes  indications.  Euler^dans  la  crainte  que 
Ton  ne  confonde ,  par  exemple ,  le  coefficient  différen* 

tiel  -rr  avec  le  rapport  de  la  dijSerentielle  totale  du  & 
la  différentielle  dt,  exprimé  par 

^àt  +  ^Ja:  +  ^djr  +  -dz 

désigne  ce  rapport  par  j-,    tandis  qu'il  indique  le 

coefficient  différentiel  par  (^  ]•  Le  sens  du  discours 

rend  presque  toujours  cette  distinction  superflue  ;  Fon- 
taine d'ailleurs  avait  pourvu  au  cas  où  elle  était  abso- 
lument nécessaire,  en  proposant  d'écrire  le  rapport 
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ainsi  :  -ï-  au  ;  et  comme  ce  rapport  est  employé  plus 

rarement  que  le  coefficient  différentiel ,  il  avait  affecté 
à  ce  dernier  le  signe  le  plus  simple ,  ce  qui  est  con- 
forme à  la  théorie  de  tontes  les  nomenclatures,  et 
précisément  le  contraire  de  ce  qu'a  fait  Euler. 

46.  Les  résultats  du  Calcul  différentiel  devant  tou- 
jours êtreindépendans  des  accroissemens  des  variables, 

le  rapport  -r-àu  ne  saurait  avoir  un  sens  déterminé, 

qu'autant  que  les  variables  x^j^z  sont ,  au  moins  im- 
plicitement, des  fonctions  de  /;  et  alors  du  exprime  la 
différentielle  d'une  fonction  composée  d'un  nombre 
quelconcpe  d'autres  fonctions  de  la  même  variable. 
Eu  effet ,  si  Von  suppose  que  les  variables  x^jr^z  dé- 
pendent de  la  variable  t,  et  que  Von  substitue  aux  ac- 
croissemens f^Ajkflf  des  expressions  de  la  forme 

dl,  pdt,  qii^ràty 

l'ensen^ble  des  termes  qui  ne  contiendront  dt  qu'à  l.i 
première  puissance ,  se  composera  de  ceux  où  les  ac- 
croissemens gyhjkfl  ne  passent  pas  cette  puissance, 
et  ne  se  multiplient  pas  entre  eux  2  on  aura  donc  encore 

,        du  ,     ,   du     .     ,   du    .     .    du    , 
ce  qui  revient  à 

■ 

,         du  du  ,    du         ,   ilu  , 

du  =  -7-  d/  +  3-  dx  +  3-  dr  +  --  dz, 

en  remplaçant  /k1/,  jrd/,  rd/,.par  les  différentielles 
dx,  d^,  dXf  que  ces  quantités  exprinîent. 

Ainsi  la  différentielle  d'une  fonction  renfermant  un 
nombre  quelconque  d autres  fonctions  iune  seule  va^ 

Cale.  âiff.,S*cà\X\on.  5 
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riabU  ,  est  la  somme  des  différentielies  partielles  re* 
latives  à  chacune  de  ces  fonctions. 

La  r^le  da  n**  ii  nW  quW  cas  particulier  de  cet 
«nonce  ;  car  si  l'on  prend  u  ss  txyz^  il  donnera 

De  même ,  quand  u  ±=  xx/  on  a 

et  par  conaëquent 

du  =  ^*y-di  +  trèjXz  =  zYd^lx  +^)  (32). 

47.  Je  dirai  ici  très  peu  de  chpse  sur  la  manière 
de  réduire  en  séries  les  fonctions  de  deux  Tariablea, 
parce  qu'il  arrive  le  plus  soufrent  qu'on  ne  les  développe 
que  par  rapport  à  Vune  des  variables ,  en  supposant 
à  Vautre' une  Valeur  constante,  et  qu'alors  ces  fonc^ 
tions  doivent  être  traitées  de  même  que  celles  d'une 
seule  variable.  Je  me  bornerai  à  fedre  voir  que  la  for- 
mule du  n*  4^  s'emploie  à  développer  les  fonctions  de 
deux  variables  I  comme  celle  du  n^  30  s'applique  aux 
fonctions  qui  n'en  renferment  qu'une  (la). 

Si  l'on  fait  xasso,  x=^o,  dans  la  formule  du  n^4w 
c'est-à-dire  dans  u  et  dans  chacun  de  ses  coeffidens 
différentiels,  elle  donnera  le  dé?eloppement  de  f  (A  9^)9 
ordonné  suivant  les  puissances  des  quantités  &  et  A  ; 
mais  on  pourra  écrire  x  au  lieu  de  A ,  et  j*  au  liea  de  A  ^ 
^t  il  en  résultera 

+r:;{d?'^  +  *dîd7'^'^+d7'^) 

+  etc., 
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«n  observant  de  faire  x  eijr  nuls ,  tant  dans  u  que  dans 
les  expressions  qu'on  obtiendra  pour  chacun  des  coef- 
ficiens  différentiels  (*). 

De  la  différéhtUUhn  des  équations  quelconques 

à  deux  variables. 

48.  Jusqu'ici  je  n'ai  différentié  que  des  équations 
séparées,  c'est-à-dire  dans  lesquelles  la  variable  se 
trouvait  seule  dans  un  membre ,  et  la  fonction  àdms 
l'autre  :  telles  sont  les  équations  de  la  forme  K=X, 
Fêtant  une  fonction  de  jr^  et  X  une  fonction  de  x  ;  mais 
le  plus  grand  nombre  des  équations  que  l'on  rencontre 
dans  les  recherches  analytiques  ne  se  présente  pas 
ainsi  i  la  variable  et  la  fonction  y  sont  souvent  mê- 
lées ou  combinées  entre  elles. 


s 


('*)  On  pourrait  encore  arriTer  au  developpeniefit  de  {(x^y), 
par  la  dîffe'reirtiation,  ainsi  qu'on  eat  parrenn  à  celni  de  f  (x),  dans 
la  note  de  la  page  19  ;  car  si  Ton  suppose. 

les  lettres  A  y  B,  C^etc.  désignant  des  qaantités  indépendantes 
de  ar  et  de  y,  et  qu'on  différentie  cette  équation  par  rappoil  à  a:  et 
par  rapport  à  y,  pinsienrs  fois  de  suite,  de  manière  à  former  les 
expressions  des  coefficiens  diififrentiels 

du         au         à*u  d*u      à*u 

on  aura,  en  égalant  à  zéro  x  et  y,  après  les  différentiatioùs, 

S"-^'  3^  =  ^' 

d««  y.       d*u  „       d»tt  _ 

-r-- sss  I .  xO,    5— 7— =  i.iJi,      •r*  ss  I .  xr ,  etc.  : 

djT"  dxd^  df  ' 

la  Talear  de  >4  se  tronvera  en  cherohant  celle  de  la^foocUon  u 
lorsque  x  ec  y  sont  nuls. 

5.. 
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Lorsqu'pu  a  une  équation  quelconque  f(j: ,  j-)  =  o^ 
entre  x  eljr,  son  effet  est  de  déterminer  jr  par  x,  ou  x 
par  ^y  en  sorte  que  l'une  de  ces  quantités  est  fonction 
de  l'autre  ;  et  si  Ton  change  x  en  x-f-  ti^etj-  en  ^-f  k , 
il  faut  encore  que  Ton  ait 

d'où 

équation  qiii ,  par  le  n®  4'  »  ^  développe  dans  la  forme 

7  W'^  +  dr  / 

+  etc. 

u  représentant  f  (x,^). 
Gela  posé ,  chercher  le  coefficient  différentiel  de  jr^ 

c'est  chercher  la  limite  du  rapport  t  (5)  ;  or^  si  dans 

« 

l'équation  ci-dessus ,  on  fedt  A  =  «-A,  tous  ses  termes 
deviennent  divisibles  par  &;  et  lorsqu'on  pose  ensuite 
A  a:  0,  pour  passer  à  la  limite  demandée,  il  ne  reste 

plus  que 

du    .    du 

—  -4"  ^  w  ==  o. 

dr 
où  w  doit  être  remplacé  par  sa  limite  -^  :    on    aura 

donc 

dtt    .    d»  d  r  <ï"  j      I   ^"  j 

_-|----:^=o,     ou     -r-dx+'s-Hr  =  o• 
d«  ^  dj^  dx         '  d.r      ^  4r  -^ 

Le  dernier  résultat,  se  confondant  avec  la  différen- 
tielle totale  de  la  fonction  «  (40  >  montre  que  peur 
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trouver  le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre 
dune  fonction  j ,  donnée  par  une  équation  uss  o, 
entre  deux  variables  x  et  y,  il  faut  différentier  le  pre^ 
mier  membre  de  cette  équation,  comme  si  les  varia-^ 
blés  étaient  indépendantes  tune  de  t autre,  égaler 

ensuite' à  %éro  le  résultat,  et  prendre  la  valeur  de  ^. 

Cela  fait,  si  Ton  obseire  que  la  valeur  de  ^ ,  que  j/e 

représenterai  par//,  ne  contenant  que  x  et^,  est,  en 
vertu  de  Te'quation  u  =  o ,  une  fonction  de  x  seul ,  on 
en  conclura  que  p  doit  éhanger  quand  on  fait  varier  or, 
et  prendre  un  accroissement  que  je  désignerai  par  /; 
uiaÎA  alors  on  peut  regarder  le  premier  membre  de 
l'équation 

du  '    Au 

comme  une  fonction  dex,  jr  etp ,  égalée  à  téro,  qui 
doit  toujours  rester  nulle  ;  et  si  on  k  représente  par  u', 
on  aura ,  par  la  formule  du  n^  4^^ 

dx      '  djr  àp     >  =  o. 

-h  etc.  ] 

Or,  .tous  les  termes  de  cette  expression' deviendront 
divisibles  par  A  ^  si  Ton  y  fait  Â  =  «rA,  l=fh;  et 
ceux  qui  ne  sont  pas  écrits,  contenant  les  quantités 
A ,  À  et  /^  à  des  puissances  plus  élevées  que  la?  pre- 
mière, s'évanouiront  lorsqu'on  fera  A=:o*,  poux 
passer  à  la  limite  où  Ton  doit  remplacer 

dj-    ^  dp 

•rpar-et^par^: 
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il  ne  restera  donc  que 

du'         du  iljr         du  dp  ^^ 
dx        djr  dj:         dp  dr  "*"     * 

ce  qui  revient  à 

-dx  +  ^d^4-^di»  =  o, 

et  8é  confond  avec  la  difiifrentielle  totale  de  la  fonclion» 
tt'.  Ainsi,  pour  former  réquaiion  qui  exprime  la  rc- 
lalion  entre  le  coefficient  différenUel  du  premier  ordre 
et  celui  du  second,  il  faut  différenUer  téquaiion  qui 
détermine  le  premier  de  ces  coqfficiens,  en  le  regar- 
dant lui-même  comme  une  nouvelle  variable,  puis 
diviser  le  résultat  par  d% . 

Faisant  ensuite  ^s^q^  Téquation  qu'on  Tienrt  d'ob- 

tenir  pourra  être  considérée  comme  une  fonction  u"  de 
Xj  jr^  p  etq^  épiée  à  zéro ,  et  donnera  une  équation 
équivalente  à  du'  sss  o  ,  qui  déterminera  le  coefficient 
différentiel  r  de  la  fonction  ;,  c*e9t-à*dire  le  coefficient 
différentiel  du  3*  ordre  de  jr,  par  les  précédens. 

On  voit  par  là  que  les  équations  qui  expriment  les 
relations  des  coejfficiens  différentiels  dune  fonction 
donnée  par  une  équation  entre  deux  variables,  se  dé" 
duisent  les  unes  des  autres ,  par  des  différenliations 
successives,  en  trait€uit  chacun  de  ces  coefficiens  comme 
une  nouvelle  variable. 

49.  L'exemple  suivant  édaircira  tout  ce  qui  précède. 
Soit  l'équation 

jr^  —  %mxjr  +  ^*  —  û'  =  o; 

la  fonction  u  est  ici  jr*'-^2mxjr  +  jc*  —  fl'  :  si  on  la 
différentie ,  en  y  faisant  varier  x  et  jr,  et  qu'on  égale 
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le  résulut  à  xéro,  on  trouvera. 

ou       J^—  »«a:4/—  mfàx+  xAxssso      (i), 
en  supprimant  le  fiicteur  commun  2;  et  Ton  en  tirera 

* 

Pour  avoir  ^ ,  en  :t  seul  »  il  faudra  substituer  dans 


cette  expression  la  valeur  de  j-^  qui ,  dans  l'équation 
proposée  9  est 

et  il  vieudra 

dx  ±.\/ù* — jt»  +  m»x* 


m 


|/i^— «•+iffj:»' 


résultat  semblable  k  celui  qu'on  déduirait  immédiate- 
ment de  l'expression. 

jr  =  mx  db^/a*— x^+m*?  ^ 

obtenue  en  résolvant  Véquation  proposée. 

Maintenant,  si  Von  &it  ^  stsp,    d'où  il  résulte 
èjrsspdXf  l'équation  (i)  se  change  en 

(jr  —  mx)p  —  mr  +  a?  =  o; 

et  si  on  la  différentie  de  nouveau ,  en  considérant  que 
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y  etj}  sont  des  fanctious  de  x,  on  arrive  à, 

(j  —  nix)dp'\-p{iij  —  mdx)  —  mdjr  +  dj:  =  o  ; 

mettant  ensuite  pdx  pour  djr ,  qdx  poar  dp  ,  et 
re'duisant,  il  vient  , 

^'^mx)q  ^p^  —  ^mp  +  i  =  o , 

équation  qui  donne  la  relation  que  le  coefficient  diffé- 
rentiel du  second  ordre  ^  doit  avoir  avec  celai  du  pre- 
mier ordre  j7,  et  avec  les  variables  x  et  jr^ 

£n  continuant  de  différentier  de  la  même  manière^ 
on  formerait  l'équation  de  laquelle  dépend  le  coeffi^ 
cjent  différentiel  du  troisième  ordre ,  et  ainsi  de  suite. 

5o.  Si  dans  l'équation 

{jr  —  mx)  q  +  p*^  —  am/?  +1  =  0^ 
ou  remplace /7'et  ^,  par  leurs  symboles  différentiels 

et  chassant  le  dénominateur,  on  obtient 

{jr  —  mx)  d*^  +  df — 2mdard^+  d^'  ==  <>  •  •  •  (^)  r 

• 

résultat  que  l'on  tirerait  immédiatement  de  l'équa- 
tion (i),  en  y  faisant  varier  djr  aussi  bien  que  jr  et  x. 
En  général, faire  varier  les  quantités  p ,  ^,  etc.  comme 
des  fonctions  de  x,  c'est  prendre  les  différentielles  des 

expressions  équivalentes  j^,   ^,  différentielles  qui 

d«jr     d^j 
sont  respeciivemeut  représentées  par  j^,  J]^»®**^'* 


I  '  J" 
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c'est  enfin  regarder  le$  qaantités  dj^,  d'j-,  etc.  comme 
des  fonctions  de  x. 

LVqnation*  (i)  est  la  différetUieUe  première  de  la 
proposée;  l'équation  (2)  en  est  la  différentielle  se^ 
conde,  etc.;  et,  d'après  la  remarque  ci-dessus ,  les 
différentielles  dune  équation  primitive  proposée  te 
déduisent  '  les  unes  des  autres  par  la  différentiation , 
en  regardant  y,  dj,  if'y  ,  etc.  comme  des  Jonctions 
deXf  ce  qui  rentre  dans  la  règle  du  n^  ^6, 

On  pass^  aux  équations  qui  donnent  les  coefficiens 
différentiels,  en  observant  que  ces  coefficiens  sont  re- 
présentés par 

dr      d' r 

ou  en  faisant 

àj-  ^piXf         d*jr  =  qdx^y    etc. 

Par  ces  dernières  substitutions,  les  différentielles 
disparaissent ,  et  il  ne  reste  dans  les  résultats  que  les 
fonctions/»,^,  etc.,  absolument  indépendantes  de  la 
valeur  de  l'accroissement  dx. 

5i.  L'équation  proposée, 

jr^  —  ^mxjr  +  or^  —  û'  SES  o, , 

étant  du  second  degré,  donne  pour ^  deux  valeurs,  par 
le  moyen  desquelles  l'équation 

(j^  —  mx)djr—  {mjr—x)dxz=io  (i), 

d'où  l'on  tire 

jj^_iwj^ — X 
dx       jr^^mx^ 

donne  au^si  pour  le  coefficient  différentiel  -f-  j    <lcux 

cur 

valeurs  correspondantes  à  celles  de  la  fonction  y. 
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Si,  au  Uea ée  résoudre  Véquatâou  proposée  |  pous 
eu  tirer  la  valeur  de  jr^  ou  éliminait  cette  variable, 
au  moyen  de  Téquation  diffiA^eutielle  (i.),  ou  amrait 
d'abord ,  en  rertu  de  celle-ci , 

jr(mdr— di) 


substituant  dans  la  première,  il  tiendimit,  apiès  les 
réductions , 

+  (ar*  -^  m*x* — a*m?)djc*  s=  o. 

Cette  dernière  étant  résolue  par  rapport  à  d^,  donne-* 
rait  les  mêmes  résultats  que  oeux  qu'on  obtient  eU; 
différentiant  les  Valeurs  de^(49>;  ^^  après  Favoir  di- 
visée par  dx\  on  en  tirerait  immédiatement  celles  du 
coefficient  différentiel.  On  aurait  al<»v 

(x»— «»—  !«•«»)  j^  —  (awMC»  —  amo*— awV)  g^ 

et  en  d^ageant  la  seconde  puissance  du  coefficient  dif^ 

dr' 
férentiel,  exprimée  par  ^k^  ,  on  arriverait  à 

Ajr^  ày  ,  g*  —  m*x*  — *  g^to* 

dx*  "^       dx        jc*— a*-«m***    ""    ' 

Sa.  n  est  fiicile  d'appliquer  ce  qui  précède  à  des 
exemples  plus  compliqués,  et  dans  lesquels  les  va- 
riables montent  à  un  degré  plus  élevé.  Soit  encore 
Téquation 

la  différaitiation  donnera 

ij-^ij-  —  3iixJ^  —  iajrdx  -f.  3r'dJr  ;œ  o, 


/ 
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on,  en  suppriniânt  le  facteur  commun  3, 

jr^djT'-^Mxdx  —  ayàx  +  x*àxszo        (i), 
et  par  conséquent         -^  zsz    , 

La  fonction  jr^  dans  cet  exemple ,  étant  donnée  par 
une  équation*du  troisième  degré,  doit  avoir  trois  va- 
leurs ;  et  ea  les  substituant  successitement  dans  Tez- 

dr 
pression  de  j^ ,  on  obtiendra  un  pareil  nombre  de 

valeurs  pour  le  coefficient  différentiel.  On  nit  en  gé- 
néral que  ce  coeffidant  aura  toujours  un  nombre  de 
valeurs  égal  à  celui  dont  la  fonction  jr  est  susceptible 
dans  l'équation  proposée  :  il  en  sera  de  même  à  Tégard 
de  la  différentielle. 
Si  l'on  éliminait  jr  entre  les  deux  équations 

j^— 3«r^-f-ar^=ftro, 
jr^àjr  —  tucùjr  —  ajràx  +  oi^àx  sa  o         (  i  ) , 

on  aurait  pour  résultat  une  équation  du  troisième  degré 
par  mpport  à  d  j*,  et  qui  renfermerait  les  trois  valeurs 
dont  cette  différentielle  est  susceptible. 

dr 
Ayant  trouvé  Texpression  de  d^  ou  celle  de  -p  ,  on 

d'f 
parviendra  à  celles  de  à'j-  et  de  -~  y  en  différentiant 

par  rapport  à  Aj^  kyetkx,  suivant  la  règle  établie 
n*  So ,  Téquation  (i)  »  différentielle  première  de  la  pro- 
posée. En  opérant  ainsi  et  réduisant>  on  aura 

^'d'j- — axà^jr  +  axàjr^  —  ^aàxix  +  aord*' = o , 
ou  bien 
(jr* — ax)à^jr  +  a j-d^»—  %aàxijr  +  axdx'  =0    (a)  : 


76  TBAiri   ÛhiatBSTAlKK 

voilà  la  différentielle  seconde  de  Téquation  propo8é«u 
Si  on  la  combine  avec  la  différentielle  première  y  on» 
pourra  éliminer  dj-^  et  le  résulta^  donnera  Feicpi^ewion 
de  d'^  en Xy  Ax  et  jr  i  on  chassera,  si  Ton  veut ,  la 
fonction  jr^  au  moyen  de  l'équation  proposée. 

En  divisant  l'équation  (2)  par  dx^j  elle  prend  la 
forme 

d' r   ,         d  r*  dr 

et  ne  renferqfie  plus  que  les   coefficiens  différentiels 

d*  r     dr   ..  i-      j    4r  1        û  r  —  ^ 

T-=r  et  -7^ .  Mettant  au  lieu  de  -p-  sa  valeur    \;  > 

dx*      dar  dx      •  jr*-^  ax 

tirée  de  (t),  il  viendra 

et  en  réduisant  au  même  dénominateur, 

d'r* 
(jr* —  axy  j^  +  ax^*—  6ax' j^*+  aa:*^- + ^a^xjrsz  oç 

mais  la  quantité 

TLXjr^  —  6ax  ^jr*  +  ^^^^J" 
n'est  autre  chose  que 

^Xjr{jr^ —  Soxj*  +  ^)  •  ' 

elle  est  donc  nulle  en  vertu  de  Téquation  proposée,  et 
par  conséquent  on  a 

(y—axy^  +  ^xjr  =  0, 


l      / 
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En  différentiantréquatton  (a)  par  rapporta  d^,  dj-, 
j-  et  X ,  on  formera  la  différentielle  troisième  de  l'é- 
quation proposée ,  et  l'on  en  tirera  la  valeur  de  d^^, 
lorsqu'on  aura  éliminé  d*^  et  àjr  à  Taide  des  équa- 
tions (i)  et  (2)  ;  divisant  le  résultat  par  djr^,  on  aura 

d^r 
l'expression  du  coefficient  j~ .  En  continuant  ainsi  Ton 

parviendra  aux  coefficiens  différentiels  ultérieurs. 

53.  La  remarque  du  n^  7,  sur  les  constantes  qui 
disparaissent  par  la  différentiation  des  fonctions ,  s'ap- 
plique également  aux  équations.  Si  l'on  avait ,  par 
exempte ,  j*'  ss  or  -{-  6 ,  la  différentielle  ^jràj-^szaàx , 
étant  indépendante  de  6,  appartiendrait  à  chacuue^des 
équations  particulières  qui  résultent  de  la  proposée,  eu 
donnant  à  b  toutes  les  valeurs  possibles. 

Mais  l'on  peut  aussi  parvenir,  dans  le»  cas  actuel,  à 
une  équation  indépendante  de  a,  quoique  la  différen- 
tiation n'ait  point  fait  dispat^itre  cette  constante  :  il 
suffit  pour  cela  d'éliminer  a  entre  les  deux  équations 

^'  =  ûa:  -J-  b,       ^J'àj-  =  adx; 

et  l'on  trouvera 

jr*dx  =  ixydjf  +  bàx.    . 

Quoique  cette  dernière  équation  ne  soit.pas  la  diffé- 
rentielle immédiate  de  la  proposée ,  elle  en  dérive  ce- 
pendant de  manière  qu'étant  divisée  par  dor,  elle  ex- 
prime la  relation  qui  doit  exister  entre  la  variable  x, 

dr 
la  fonction./'  et  le  coefficient  -p,  quel  que  soit  a. 

Si  la  constante  qu'on  élimine  n'est  pas  au  premier 
degré  dans  l'équation  proposée ,  le  résultat  qu'on  ob- 
tient renferme  des  pubsances  de  à  y  et  de  àx  su- 
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périeures  à  la  première  :  je  prendrai  pour  exemple  9 

y^  —  j.ay  +  ^'  ^^  ^*- 
En  di£fërentiant  on  trouyera 

d'où  a^y^y^*^; 

et  substituant  dans  la  proposée  y  il  viendra ,  après  avoir 
ordonné  par  rapport  à  ày  et  divisé  par  dr*| 

Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  la  variable  x^ 
la  fonction  y  et  son  coefficient  différentiel  V^,  indé- 
pendamment d'aucune  valeur  particulière  de  la  cons- 
tante a. 
En  résolvant  Técpiation 

^«  — .  aajr  +  X»  =  tf % 
par  rapport  à  a ,  on  en  aurait  tiré 

et  a  étant  alors  dégagé  des  variables  x  et  y^  la  dif- 
férentiation^  seuk  Je  fiût  dispajrattie  i  ou  aurait 
trouvé 

'-4y±  ^ /  =0. 


En  faisant  évanouir  le  radical ,  on  s'assurera  que  cette 
équation  est  la  même  que  celle  qui  résulte  de  Téli* 
mination. 

54.  On  peut  faire  disparaître  autant  de  constantes 


TfitaTakar  —  ^^~|    9  tirée  de  Téqua* 
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qu'on  TOttdca,  en  différentiant  un  nombre  de  fois  égal 
à  celui  de  ces  constantes.  Soit 

on  aura  d'abord 

jrdjr  =  —  mxâx  ; 

différentiant  de  nouveau ,  on  trouvera 

jrè^jr  +  èjr*  =  —  mdJi*  ; 

-i:^,  ti 
xdx 

lion  précédente ,  et  divisant  par  d:r*,  il  viendra 

d*  r   .      d  r»  d  r 

résultat  indépendant  des  constantes  m  et  a. 

55.  Ladifférentîation,  combinée  avec  Véliminatiouy 
fournit  le  moyen  de  Ikire  disparaître  les  exposans.  Soit 
par  exemple 

P-  «  Q, 

Pet  Q  étant  des  fonctions  quelconques  de  x  et  de  j*  ;  en 
prenant  la  difCérentielle  de  cette  équ^Ltieui  il  viendra 

nP^»dP=sdÇ,      ou      ftP»dPsPdQ» 

en  multipliant  les  deux  membres  par  P  ;  et  si  Ton  met 
pour  P*  sa  valeur^  on  obtiendra 

nQclP  =  PdÇ, 

équation  dans  laquelle  la  quantité  P  est  délivrée  de 
l'exposant  n. 

On  parvient  au  même  résultat,  en  prenant  le  loga- 
rithme de  chaque  membre  deTéquation  proposée;  on 


\ 


ê 
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a  successivement 

et  pai-  conséquent    nQdP  =  PàQ. 

Cette  remarque  sert  à  développer,  suivant  les  puis- 
sances de  a:,  la  fonction 

{a  +  bx  +  car*  +  dx^  +  ez^  +  etc.)" , 

quel  que  soit  l'exposant  n.  On  pose  pour  cela, 

(a  ^  bx  +  cx^  +  da^  +  ex*  +  etc.)* 
=  A+Bx  +Ca:»  +Doc^  +Ex^  +  etc.  ; 

en  passant  aux  logarithmes ,  il  vient 

n\[a  +  bx  +  cx^  +  da?  +  ex^  +  etc.) 
=  \{A  +  Bx  +  Cx^+  Dx^  +  Ex^  +  etc.)  ; 

différentiant  ensuite  ^  on  obtient 

n{b  +  2CJr  4-  3rfy'  +  4<=^^  +  etcQdj? 
a  -|-  ^x  -f.  co:»  +  €te'  -+*  ^^  +  ^^- 
_  {B  +  iiCx  +  3Dx*  +  4^3f^+  etc.)dar 
""  ^+i5x+Ca:*+£>x»+jB:x*+etc.'' 

supprimant  le  facteur  commun  dx,  faisant  disparaître 
les  dénominateurs  ,  développant  et^rdonant ,  par  rap- 
port aux  puissances  de  j:  ,  oji  a  Téquation 

nbA  +  ^ncJx  +  ZndAx'  +  ^neAx^  -+•  etc. 

+     nbBx  -H   o^ncBx^  +  SndBx^  -H  ctc- 

+     wéCx'  +    incCx^  +  etc. 

4-     nADx*'  -h  etc. 

ûiî  +     o^aCx  +     ZaDx*  +  ^aEx^  +  etc. 

-f       A^x  -H      2*Cx*  +  SADo:^  H-  etc. 

4-        cBx^  +  2cCa?^  +  etc. 

+  dBx^  -h  etc. 


mai  doil  être  identique  quelque  valéor  qu'ait  x  :  il 
&ut  doue  que  les  coeffineue  de  ebacuue  dès  puitoAuceï 
de  eette  questitë  soitoiit  le»  mèmei  dans  lés  deur 
membres  :  de  là  résultent  les  équations 

2ncA  -I-    ïibÈ  =  aaC  +  hB^' 

ZndA  +  !^m0  +  tAC  aa  MD  +  itbC  +  cB^ 

etc.  y 

dont  on  tirera  les  valeurs  des  coefficiens  ByC^Dl  etc. 
Le  coefficient  A  setnble  demeurer  indéterminé  , 
mais  on  en  trouve  la  valeur  en  CBÛsant  xss  o,  dans 
l'équation  t. 

(a  •+  hx  +  etc.)*  =  ^  4-  9x  +  etc. , 

qui  9  par  cette  hypothèse,  se  réduit  à 

€^  =.  A. 

Substituant  cette  expression  dans  les  équations  précé- 
dentes ^  on  éb  conclut 


i.i  i.ja,3 

ctt. , 

-'■.-.•••.  "  -  • 

dVù  (a  +  hx  +.  ex*  +  dx^  yf-  etc.)*  es 

I  r*i.  ^        1.2.3  J 

C(a/«.  diS,^  5*  édition.  6 


8a  a'ftAiri  àvkwxvnMnx 

56.  Oj0.piîuf  faire  diapaïaUre  aussi  les  transcendantes 
d'une  e'quaiiou ,  en  .la  eonal>inant  avec  ses  difléuen» 
tielles.  li'une  des  plus  simples 'da  ces  fonctions  est 

1  (a  4-  6x  -f-  ex*  +  dx'^  -+•  etc.)  ; 
si  Ton  représente  son  développement  par 

^  +  i?x  +  Cr»  4-  Dx^  +  etc. , 
et  qu'on  prenne  la  différentielle  de  l'équation 
]ia+ùx^cx*+dx^+eic.)t^A+Bx+Cx''+Dx^+eiCy 
on  trouvera 

^+2car-f-3^j:'+etc.  ^   .     ^     .  o»^      » 

— ^-X- —    \  .  JfT  . =^+2Cx+3Dx'+etc., 

et  l'on  déterminerÀ  les  coefBciens  A^  B^  C^  D^  etc. 
comme  à  l'ordinaire. 

Soit  encore  pour  exemple 

sîn  {a  "\-bx  -\-  cx^  +  àx^  +  etc.).  ..  -, 
^  .     .      ^A-^Bx  +  Cx^-^r  Dx^  +  Ex^  +  etc.  ; 

en  faisant,  pour  abréger, 

û  +  éx  4-  ex*  +  lix'  -(-  etc.  =  u, 
^  +  ^jp  +Cr'  +JDar^  +  etc.  «s  j-, 

il  en  résultera  ysssinii  ;  et  en  difiérentiant  «  il  Tiendra 
Ajr  =  dic  cosv.  On  pourrait  éliminer  cos  u  au  moyen  de 

sa  valeur  V^i— sinii%  qui  donne  cos  ussV^i  —  j^,  et 

Von  aurait  alors  ijr  =  dw  V^i — jr""  ;  mais  il  resterait 
encore  à  faire  disparaîtra  le  radical. 

Pour  éviter  cet  inconvénient,  on  différentiera  une 
seconde  fois  Téquation  àjr'=iAueo^u\  en  se  rappe*^ 
lant  que  u  est  une  fonction  de  x ,  aussi  bien  que  y  ; 
et  il  viendra    A*jr  =  d'u  cos  u  -—  du'  sin  u  ;    mettant 


dr 
pour  sîn  u  et  cos  u ,  leurs  valeurs  ^  «^  t"  »  ®^  •>'*'^ 

d»j-s=32Id«ii-.^aw%  ou  diid*^— d^d*ii+j^ai/^  =  o. 
dii 


Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  de  substîJLii^rà  ^> 

Aj-,  à* J'y  au ,  d'il ,  du',  leurs  yaleurs  j  or 

»     '. 

j'  =  A'\-  Bx^Cx^  +  Dx^'\'  etc. 
donne  \      - 

dj^  =  (5  +  aCx  +    3Dj:»  -f.  etcOdx,     • 
d*j^  =  X^C   +  a.  ZDx  +  etc.) dx* ;  ' 

-et  pour  ne  pas  mf engager  dms  de  trop  longs  calculs, 
je^  jrédoicai  la.  fonotlon  proposée  â  sin  (a  -f-  bx  +  ex*)  y 
^Q  iaisant  djC^  etc.  =  o  :  dafns  ce  cas  particulier/ 

du  =  (6  -f*  iicx)àXy  ..'*'' 

d*ii  =  2cdx', 

dtt«  =  (»'  +  65 Vx  +  1 2fc«a:"  4-  8c V)  dx^. 

Au  moyen  de  ces  valeurs ,  l'équation 

dtfd"j^  —  djrd*w  +  J^du^  =5  o, 

devient  divisible  par  dx^  ;  et^^  TordoniMint  par  rapport 
à  Xy  elle  prend  la  forme  suivante  : 

^bC  +     6bDx  +  i^bEx^  +  etc. 

+     ^cCx  +  i2cJDa?»;+  etc. 

+  h^A  +  6b*cAx  4-  ia6c»^«'  +  etc. 

+       b^Bx  +  6ft»c^:r»  +  etc. 

+  b^Cx^  +  etc. 

—  :kcB  —      4^(7â?  —  6cDjp*  —  etc. 

En  égalant  à  xéro  les  cdefficiens  de  chaque  puissance 
de  Xy  on  .obtiendra  les  équations  qui  d^rminent  (7, 

6.. 


o» 
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Dy  Ej  etc.;  mais  pour  ^  et  5,  il  faut  recourir  aux 

ëquations 

^  =3  sin  1/     et     djr  =  du  cos  ii. 

Lorsque  x  =s  o ,  H  vient 
.  utitAy      y^=^A^      dii  =  ft<îx,      dyT^Bàx\ 
et  il  résulte  de  ces  valeurs, 

^=sina,       ^=:^GOsa. 

1 

57.  Le  cakul  diflFérentiel,  do^  nous  n'avons  encore 
fait  usagé  que  pour  le  développement  des  fonctions, 
p^ut  aussi  être  utile  daw  la  résolution  des  équations 
algébriques;  mais  ici  nous  nous  bernerons  à  montrer 
comment  la  remi^rq^e  d^  u»  18  conduit^  la  défermi- 
nation  des  racines  ^ales. 

Soit  f'  =  o ,  une  équation  ayant  un  nombre  n  de 
racines  égales  ii  a  ;  son  premier  membre  F  sera  néces- 
sairemeht  de  là  fdrme 

1 

X  contenant  les  facteurs  inégaux  \  et  si  l'on  dififé- 
rm^y  en  o#<iiiil«içan^  par  le  facteur  (a:  — a)%  on 
trouvera 

Cl»*» 

etc. , 

ce  qui  suffit  pour  faire  voir  que  le  facteur  x—a  de- 
rae^ver«.  coaanrtm  à  tou»  les  terme*  dés  codBciens 
difiiireotiels  d«  V,  tant  que  IWposattt  «le  leur  ordre 
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aei»  <<  n*  Cet  codiiciww  t'ifttnotiiroiit  donc  jiuqn'à 
Tordre  n  ezclasiyeinent ,  ^uand  on  y  fera  x  rs  a  ;  et  leA 
équations 

-^         df^         d^r  d— *r 


?:=  o 


auront  lieu  en  même  temps  ^  au  moy^  d'un  di^i^^w 

commun  :  pour  la  première  et  la  seconde  >  ce  diviseur 

sera  (x — a)""*'. 

df^ 
On  reconnaîtra  sans  peine  que  les  équations  ^  sq:  o , 

^—  =s:  o ,  etc.  sont  piëcisément  oeUes  que  ro&*a  dé* 

signées  par  ^  =  o^  B  b=  o ,  etc.  ^  dans  le  n^  3o5  des 
ÉlémemdAtgkbre. 

Ces  considérations  s'appliqueront  aisément  au  cas  où 
la  proposée  renfermera  plusieurs  espaces  de  racines 
égales,  c'est-à-dire ,  ser^de  la  forme 

X(«~a)-(jr^*)Fxto; 

car  en  dififérentiant  le  premier  meml>re,  suivant  la  règle 
du  n*  1 1 1  on  trouvera 

nXisÊ-^d^^'ix-^by  +pX(x^ay  (x— *)P-' 
AX 

quaoJité  qui  s'évanouit  aussi  loriqu'on  fait  xzsz  a  on, 
x'aszlf^  et  dont  le  diviseur  commun  avec  le  premier 
membm  d)b  régualmi  proposée ,  eat  évidemment 

On  peut  opérer  de  mènie ,  quel  que  soit  le  nombre 
des  iacteurs  {x  —  a)»,  (jr  —  A)',  (x  —  c)*,  etc. ,  et  Von 


trouvera  toujours  que  le  iiiviseur  commun  aux  fonc^ 

lions  V,  ^,  doit  contenir  les  facteurs  égaux  élevés 

chacun  à  une  puissance  moindre  dune  unité,  que  dans 
r équation  proposée  V  =  c. 

AppUcation  du  Caîcul  différentiel  à  la  théorie 

des  courbes. 

S8.  Les  considërutions  gëomëlriques  pix>uvent  d'une 
manière  bien  évidente  que   le  rapport  des  accrois** 
seineos  d'une  fonction  et  de  sa  variable  est  en  général 
.' .  susceptible  de  limite. 
.     ^oute  fonction  dune  seule  variable  peut  être  repré^ 
sejjaèé'b^r  V ordonnée  dune  courbe  dont  celte  variable 
est  rfAscisse  (Trig.  86);  et  le  rapport  de  F  ordonnée  de 
là  coiirbe  a\fec  la  soutangente  correspond  au  coefficient 
différentiel  de  la  fonction.  Entffety  si,  dans  une  courbe 
Fie.  I.  quelconque  CU^fig.  i,  on  mène,  par  deux  points  Af  et 
M' ,  une  sécante  MM'  prolongée  j usqu'à  ce  qu'elle  ren- 
contre en  S  y  l'axe  dès  abscisses  AB ,  et  par  Je  premier 
point  une  tangente  MT\  qu'on  tire  les  deux  ordonnées 
PM,  P'M'  et  la  dcoite  Mq ,  parallèle  ^  AB  ^  les 
triangles  senai)lables  M^QMex,  MPS  montreront  que 

M'Q     PM  ^  ,,  .     . 

les  rapports -^=^  et -=^  sont  toujours  égaux.  Mais  si 

l'on  conçoit  que  le  point  M'  se  rapproche  suis  cesse  du 
point  M  y  le  point  S  se  rapprochera  aussi  du  point  T  r 
la  ligne  PS  tendra  donc  à  deveiiir' égale  à  la  sou- 
tangente PT";  le  rapport  -^^  s'approchera  de  même 

PM 
durapport  -^^  qu'il  aura  pour  limite,  et  qui  sera çat 
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coaséquc^t  aussi  celle  du  rapport  des  accroisseinens 
MQ  eiM'Q^  que  reçoivent  simalunément  l'abscisse 
j^P  et  TordonDée  PM. 

PM 

Il  suit  delà,  que  lorsque  l'expression  du  rapport  .^— , 

sera  couiue,  elle  fournira  le  coefficient  difPérentiel 
de  la  fonction  correspondante  à  l'ordonnëie  (7),  et  que, 
réciproquement,  si  cette  fonction  est  connue,  son 
coefficient  différentiel  déteitninera  la  soutangente  PT*, 
puisqu'on  désignant  jPA/par  j-,  et  son  coefficient  dtf- 

férentiel  par  /? ,  on  aura  p  =  ^„  d'où  PTjsJ^^ 

valeur  au  moyen  de  laquelle  on  mènera  la  tangj^te 
au  point  ilf. 

59.  On  voit  donc  que ,  par  san  principe  fondamen- 
tal ,  le  Calcol  différentiel  résout  directement  le  /?/v- 
blènêe  des  tangentes,  pour  les  éourbes  dont  on  a  l'é- 
quation; aussi  est-ce  en  cherchant  la  solution  de  ce 
problème ,  que  les  géoiftètres  sont  parvenus  au  Calcul 
différentiel,  qu'on  a  présenté  depuis  sous  des  pbints 
de  vue  très  variés  j  m«9  quelle  que  soit  Torigine  qu'on 
loi  assigne,  il  reposera  toujours  immédiatement  sur 
un  fait  analytique  antérieui»  à  toute  hypothèse ,  comme 
la  chute  des  corps  graves  vers  la  surface  de  (a  terre , 
est  antérieure  aux  diverses  explications  qu'on  en  a 
données  :  et  ce  iaU  est  préciiémeat  la  propriété  dont 
jouissent  toutes  les  fonctions,  d'admettre  une  limite 
dans  te  rapport  que  leurs  apcroiasemens  ont  avise  ceux 
de  la  variable  dont  elles  dépendent.  .Cette  Hmice, 
diflerente  pour  chaque  fonction  ,  et  toujoutv  indépen- 
dante des  valeurs  absolues  des  accroisseincnii ,  carac- 
térise d'une  manière  qui  lui  est  propre,  la  marche  de 
la  fouction  dans  les  divers  éUU  par  lesquels  elle  peut 
passer.  En  effet ,  plus  les  accroissemens  de  la  variable 
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indépeiiidaiite  sont  petits,  plus  les  valeurs  sUccessÎTes 
de  la  fonction  aoDt  resserrées ,  plus  enfin  cette  fonction 
approche  d'être  soumise  à  la  loi  de  continuité  dans  ses 
dbangemens ,  et  plus  leur  rapport  à  ceux  de  la  va- 
riable indépendante  approche  d'être  égal  à  la  limite 
assignée  par  le  calcul.  On  doit  entendre  par  la  lot 
de  continuité  ^  celle  qui  s'observe  dans  la  descrip- 
tion des  lignes  par  le  mouvement  ^  et  d'après  laquelle 
les  points  consécutifs  d'une  même  ligne  se  succèdent 
sans  aucun  intervalle.  La  manière  d'envisager  les  gran*^ 
deurs  dans  le  calcul ,  ne  parait  pas  d'abord  admettre 
cette  loi  y  puisqu'on  suppose  toujours  un  intervalle 
entJ^  deux  valeurs  consécutîres  de  la  même  variable  \ 
mais  en  le  faisant  évanouir,  pour  passer  à  la  limite,, 
on  exprime  qu'il  y  a  (;ontinui^é» 

n  me  parait  maintenant  très  évident  que  )a  tnéta-* 
physique  précédente  renCtrme  l'expKcation  phiioso^ 
phique  des  propriétés  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul 
intégral,  soit  pa|:  rapport  aux  r^berchessurlescourbesî 
soit  par  rapport  à  celles  qui  concernent  le  mouvement* 
I^a  difficulté  des  unes  etxLes  autres  ne  vient  que  de  «t 
qu'il  y.  a  continuité  dans  Iqs  chaugemens  des  lignes  ou 
dans  ceux  des  vitesses  \  et  la  considération  àe»  limites 
(ou  tQUte  autre  équivalente),  fournit  le  moyen  d'ëtablir 
cette  continuité  d^pa^  1er  Calcul  (^). 

60.  liOEsque  1*0 A  demie  >à  l'abscisse  des  Valeurs  suc- 
cessives, les  ordonnées  qui  répondent  à'  ces  valeurâ, 
déterminent  sur  la  coiurbe ,  des  points  que  Ton  peut 
regarder  comme  les  sommets  des  angles  d'un  polygone 
inscrit  k  cette  courbe. 


(*)  C«axq[iii  dësirenient  pins  de  développement,  dans  ces  con-^ 
McUrations  gënécalts,  powront  coataher  la  noie  A,  plae^  k  la  fin 
doTOuvrpf^e. 
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^î  Ton  prend,  par  exemple»  WLf  l'axe  des  abscisse*, 
les  points  P ,  P',  P*,  etc. ,  Jîg.  2 ,  distans  entre  enx  pio.  \, 
d'une  même  quantité  &,  on  aura 

JPssx,     -rfP'=j:  +  A,     ^P*s=ar+aA,    etc.; 

q«'oii  ëlèTe  les  ordonnées  correspondantes  Pilf,  fHfy 
P'ilf^ etc., et qiie l'on joigneles points ilf^Jlf,  JV^etc. , 
par  des  cordes  ^  on  formera  le  polygone  MînfM'  etc.  ; 
qui  différera  d'anlant  moias  de  la  conrbe  proposée,  que 
les  points  Jtf*,  M\M^^  etc.  sefajqproclieront  da^- 
▼antage;  m&is  en  même  temps  le  nombre  de  ses  côtés 
augmentera  de  plus  en  plus ,  puisque  la  distance  PP 
sera  eontenue  un  nombre  de  fois  de  plus  en  plus  grand 
dans  une  abscisse  déterminée  AB.  La  courbe  CD  sera 
éTidamment  la  limite  de  tous  ces  polygones ,  et  par 
conséquent  lés  propriétés  qui  conviendront  à  cette  li- 
mita 9  cosHriendroht  aussi  à  Iff  courbe  proposée  (*). 

Cela  posé,  sU'on  mène  MQ  et  M' Q'  parallèles  à  Vaxe 
AB^M'Q  sera  la  dilEérenee  des  deux  ordonnées  con- 
sécutives PMtXP'M\  M"  Ç' celle  des  ordonnées  P'M' 
et  P^M'*  -Sn  prolongeant  la  droite  Jlf  if  jusqu'en  iV', 

(*)  LA\itàu  â  roaîotm  cavitaf^  U  Galcal  diflîhvntiel  sons  un 
point  de  vii«  à  peu  près  semUabfo. 

«  Scntio  aatem  et  hfnc  et  alÎM  (metfaodoft)  hacienns  adhibius, 
s  omnes  dedoci  posse  ex  generali  qaodani  meo  dimeùeadoram 
9  carvifineomm  principid,  quod  figura  curuitinea  ceruenda  sit 
m  4»fuipolUrû  pùlygona  ûtfinitorum  laterum;  nnde  seqnitar, 
»  qnicqnid  de  uU  poly||OQO  demousirari  potest,  sireita,  ut  noUas 
»  htbeatnr  ad  nnmeram  laterom  respectas,  sÎTe  iu,  ut  iaat6 
»  magis  verificetor,  qaaDlô  major  samitar  lateram  numerus,  .ita, 
»  ut  enror  laodem  fiât  quotts  dato  minor;  id  de  ciinra  posse  pro- 
9  nnmian.»  {Acia  ErudUorum,  ann,  1684  '  Wi^  ^^0 

II  est  évident  qne  celte  meiaphysiqac  est  aussi  tris  laminease,  et 
ne  dillêre  de  celle  que  j*ai  présentée  ci-dessas  qne  parce  que  la 
limité  y  est  désignée  comme  un  polygone  d*nn  nombre  infini  de 
çété»  tofinincnt  iietits. 


go  ,  TRAiri  àLàxSSTAIMS. 

on  formera  lès  triangles  égaux  MàtÇ,  hfN"Q'  y  qui 
donneront  M'Q=^  N''Q*  ;  il  en  résultera 

et  par  conséquent  M''Q' — M'Q  =  qi  /IfN''  selon  que 
la  courbe  est  concave  ou  convexe  vers  Taxe  des  tibs«* 
âsses  :  Bf^N'  sera  donc  la  différence  des  lignes  M'Q 

et  M'Q'. 

Le  calcul  différentiel  donne  l'expression  de  ces  di- 
verses droites  ;  car  Ton  a  successivement  (^^3) 

PM    =    j-, 

P-M'^.  r  +1^:2!^+^^  +  etc.., 
iyM^^PM=MQ  =gA+g  ^^  +  etc., 
P''M''^FM':=.M^Q^  ^%hJtjf.  Ç:  +  etc., 

d'où  il  suit  que  si  l'on  change  h  en  dx,  la  valeur  de  M' Q 
approchera  de  plus  en  plus  de  la  différentielle  pre* 
mière  àjTy  celle  de  M^N'^  de  la  différentielle  seconde 
d^y  à  mesure  que  l'on  prendra  dx  plus  petit.  En  con- 
sidérant un  quatrième  point  du  polygone ,  00  trouve- 
rait de  même  la  ligne  correspondante  à  la  différentielle 
troisième. 

61.  Les  lignes  PM^  M'Q,  M^N"  ont,  par  rapport 
au  calcul  des  limites  ,  une  subordination  marquée  par 
l'exposant  dont  l'accroissement  h  est  affecté  dans  leur 
premier  terme,  exposant  qui  est  le  même  que  celui  de 
Tordre  de  la  différentielle  ù  laquelle  ils  correspondent. 
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On  voit  en  effet  que  le  rapport  de  If 'Q  à  PM  diminue  * 

sans  cesse  et  finit  par  s'ëvànouir,  lorsque*  &  sar  o,  qu'il  en 

est  de  même  du  rapport  de  M' N'a  M'Q;  mais  que  si 

Ton  comparait  la  première  de  celles-ci  au  quarré  de  la 

seconde  y  et  qu'on  supprimât  d'abord  le  £Bicteur  h*^ 

commun  aux  deux  termes  du  rapport,  ce  rapport  aurait 

d*r  dr* 
alors  une  limite  assignable  qui  serait  celui  de  -t-^  à  -p^ 

ou  de  d^j  à  djr'  (♦). 
62.  On  voit  en  mente  temps ,  par  ce  qui  précède ,  que 

;        '  àr 

le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  -p  ,  expri- 

PM 
mant  le  rapport -^Tj,,  ^^.  I y  donne  la  tangente  tri-Fic.  i. 

gonométrique  de  l'angle  MTPy  que  fait ,  avec  l'axe  des 
abscisses  jiB^  la  droite  qui  tqucbe  la  courbe  au  point 
If,  et  caractérise  la  marche  de  la  courbe  aux  envi- 
rons du  point  M;  car  si  AB  désigne  le  cAté  positif  de 
l'axe  des  abscisses ,  l'angle  MTP  et  sa  tangente  seront 
positifs  9  quand  les  ordonnées  iront  en  croissant  comme 
dans  la  figure  i ,  et  négatifs  dans  le  cas  contraire. 
Gela  peut  se  conclure  aussi  de  l'expression  de  M'Q^ 

^mÊÊ^mmmm^mm^        ■ .     ■■  .1         i        ■       i»  Il  .        .  1  1    1  |         11 

(*}  Ceci  fournit  une  explication  bien  simple  des  diffërens  ordres 
d^iofiniment  petits  <(iie  Leibnîtz  admettait.  11^  regardait  la  difiif- 
rentielle  première  comme  infiniment  petite  à  IVgard  de  Tordonnée, 
la  difiTe'reDtielle  seconde  comme  infiniment  petite  &  Tcgard  de  la 
diffifrenti^ie  première,  et  ainsi  de  suite.  D'après  ce  principe,  il 
négligeait  les  nues  par  rapport  anx  antres;  et  c'est  en  effet  ce  qa'îl 
faut  faire  lorsV|ue  Ton  fent  passer  aux  limites,  puisqu'il  ne  peut 
rester  dans  l'expression  de  la  limite  du  rapport  des  séries  ci- 
dcssns ,  que  les  tegues  oh  h  est  au  degr^  le  plus  bas,  et  que  la  dif- 
ISifrentieUe  d'an  ordre  quelconque  m,  ëtant  nécessairement  de  la 
forme  à»x-=.  Mjt"*  (17} ,  est  comparable  seulement  aux  expressions 
difiWrentielles  homogènes,  ou  du  même  degré,  par  rapport  h  l'ac- 
croissement dr. 


9^  TRAlTi  iljEMXHTJklEB 

différence  des  ordonnées  consécutives  PM  et  P'JIH',  en 
obeerrant  qu'il*  est  toujours  possible  de  prendre  ^aa^- 
croisaement  h  assez  petit  pour  que  le  premier  terme  ^ 

àr  . 

■YT  A  y  surpassant  la  somme  de  tous  les  autres,  déter- 
mine alors  le  signe  du  résultat  de  la  série.  En  effet  une 
expression  de  la  forme 

^^•-l-iA^  +  CA^  +  etc., 

dans  laquelle  les  exposans  «»/8>>i  etc.  sont  tous  positifs 
et  vont  çn  croissant  y  peut  être  mise  sous  cette  autre , 

A-  {a  +  Bh^^  +  CA>""*  4-  etc.) , 

parlaquel(eonvoitquelapartiei9ft     *4-^&        +  etc. 

du  second  iacteur,  décroissant  ju9qu'i  téiQ^  lorsque  h 

djminue  jusqu'à  s'évanouir,  doit,  avant  d'arriver  à  ce 

terme,  deveniirplqs  petite  que  la  quantité  ^qui  e«t 

indépendante  de  h  (^),  Sans  cet  état  de  choses  ^  <'eet.  le 

signe  de  A  qui  détermine  celai  de  toute  l'expression, 

qui  sera  donc  positive  si  A  est  positif,  et  négative 

dans  le  cas  contraire. 

11  suit  de  U  que  la  fgnction  jr  sera  croissante  ou  dé- 

dr 
croissante,  selon  que  ^  sera  positif  ou  négatif. 

De  plus,  si  Ton  fait  attention  que  lorsque  l'ordonnée 
riG.  a.  est  positive,  la  différence  M'Q* — M'Q^  Jig,  a,  est 
négative  ou  positive  selon  que  la  courbe  est  concave  pu 
convexe  vers  l'axe  des  abscisses  j  et  que  cette  circon»^ 
tance  doit  avoir  lieu  quelque  près  qu'on  suppose  les 
points  P,  P',  P*^,  ou  quelque  petite  que  soit  A,  on 


{*)  Oa  cronTera  à  la  fia  de  ce  Traic^  an  procëdé  pour  assigner 
les  Taleari  de  h  qui  remplifseot  cette  condition  dans  la  scrie  do 
•  Taylor. 
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en  conclura  qne  le  terme  -r-^  h^^   <}ui  commence  le 

déreloppement  de  M'Q^  -^  M^Q ,  et  qui  peut  être 

rendu  le  plus  considérable ,  doit  avoir  le  même  signe 

que  la  différence  M'Q'  — -  M'Q  ;  or,  la  quantité  ft* 

étant  essentiellenunt  positive  9  il  suit  de  et  qui  pré- 

d*r 
cède  que  -r^  cêt  négatif  quand  \û  courbe  est  concave 

vers  Taxe  des.abidflie»,  et  positif  dans  la  cas  con^ 

traire. 

L'inspection  des  courbes  cd  placées  an-de^sons  de 

d'r 
Taie  des  abscisses ,  montre  que  les  signes  de  V^ 

doivent  être  pris  dans  nn  ordre  inverse  quand  l'or-*   ' 
donnée  est  négative  »  et  que  par  conséquent  une  courbe 
est  ùoneave  ou,  convexe  vers  Fuxe  des  abscisses ,  selon 
que  f  ordonnée  et  son  coejfftcient  différentiel  du  second 
ordre  sont  de  signes  contraires  ou  de  mente  signe, 

63.  On  suppose  ordinairement  comme  une  chose 
évidente ,  qa^un  petit  are  de  courbe  peut  être  pris  pour 
sa  corde  ^  c'est-À-dire  que  le  rapport  de  Varc  et  de  sa 
corde  a  pour  limite  l'unité  :  cette  proposition ,  très 
importante ,  a  néanmoins  besoin  d'être  déihontrëe,  et 
peut  Pétre  comme  il  suit. 

Le  triangjle  rectaiigle  MM'  Q ,  \fig.  3 ,  donne  fig.  3. 


mm':=aVmq*+mq] 

on  a  de  plus  (60)^ 

^         '  ^      An       dx*i4a   ' 

On  peut  mettre  ée  dévelop|Wl^nt  son»  la  forme 

ph  +  Ph\ 


94  TRAItA,  héitâESTAlRS 

en  taisant 

on  obtiendra 

MM'  =  »/ A>  +  {ph  +  Ph')^  =  A^/7+(j5+^&)''. 
Menant  enéuite  la  tangente  ilfiV,  oa  trouvera 

ATÇ  c=  ilf  Ç  tungNMQ  =^  A =/iA  {62) , 

ISM'^NQ—  M'Q  =  _  ^  -^! etc.  =  —  W'  ; 

et  Ton  conclura  de  là 

MN+NM'      h\/TJhp^Ph^        l/ï+T^— PA 


A^^'         h\/i^{p+Phf     v/i-f.(p+PAy 

rapport  qui  a  pour  limite ^ 


l/'  + 


MaisFarc  MOM'  eât  toujours  compris  entre  la  corde 
MM'  et  la  ligne  brisée  MN+NM'  :  donc,  à  plus  forte 

,  ^  ifefOAf'  ,..„.. 

raison,  le  rapport  ■  j^nf,  a  pour  limite  l  unité. 

64*  Il  est  évident  que  Tare  d'une  courbe  est  une 
fonction  de  l'abscisse  ;  et  pour  avoir  le  coefficient  dif- 
férentiel de  cette  fonction ,  il  £eiut  chercher  la  limite 

,  MOM' 
du  rapport     ^^z    ;  or, 

MOM'  _  MM^       MOM' 
PP    ~  PP'  ^    MM'  ' 
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pi;ii8  =  V^  1+  {p  +  Phy ,    dont  la  limite  est 

V^i4-p»,  tandis  que  celle  de     ^^,  est runité; celle 
MOM' 


I  ^^  --^p^    sera  par  conséquent  |/ 1 ^-p*  (8). 

Sî  donc  on  nomme  z  Tare  CM ,  on  aura  pour  cette 
fonction  de  X, 

Le  cercle  dont  Tëquation  est 

a*  -(-  j^'  ==  fl*, 
donnant 

jtdx+rdr  =  o,      et     dj^=  —  —  , 


on  trouve 

* 

/             *M^*       rf:*? 

adx           aâx 

• 

y         Va*—x'' 

résultat  qui  rentre  dans  celui  du  u^  36,  lorsqu'on  sup- 
pose a=  A. 

65.  La  difFérentielle  de  Taire  du  segment  ACMP  ^ 

fis*  4  y  ^^^^  courbe ,  s'obtient  en  observant  que  le  »to.  4- 

rapport  des  rectangles  PP'QM  et  PP'M'Nj  qui  ont 

P'M' 
même  basePP'»  estëgalè    p^  ,  et  que  sa  limite  est  par 

conséquent  l'unité.  Mais  le  trapèze  curviligne  PP'àfMj 
qui  représente  l'accroissement  que  reçoit  le  segment 
ACMPy  lorsque  l'abseissè  augmente  de  PP^,  étant  {ou- 


i 
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jours  compris  entre  les  deux  rectangles  dont  on  "vient 
de  p&rler,  son  rapport  avec  Vun  quelconque  de  ces 
rectangles  a  aussi  pour  limite  L'unité.  Cela  posé,  il 
est  visible  que 

PP'M'M     PP'QM  PPM' M       „,^  PP^M'U 

et,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  la  limite  de  la  der«- 
nière  expression  ci-dessus  est  PM  X  i  ou  PM.  En 
nommant  donc  s  la  fonction  de  x ,  corres|^ndante  à 
Taire  ACMP,  son  coefficient  différentiel  (8)  sera  " 

-=-  =  ^,     d'où     d*  =  jràx\ 

ilX 

Dans  le  cercle , 

ainsi  y  quoiqu'on  ne  puisse  pas  assigner  rexpression 
algébrique  du  segment  circulaire ,  on  parvient  à  celle 
de  sa  di£férentielle ,  par  la  considératioif  dès  limites  ; 
et  l'on  en*  aurait  le  développement  en  série,  au  moyen 
du  théorème  du  n^  22 ,  ou  par  un  procédé  semblable 
à  celui  du  n^  38. 

66.  Connaissant ,  par  le  coefficient  ~ ,  Vangle  "MTP^ 

rien  n'est  plus  aisé  que  de  coBstmire  la  tangente  MT^ 
FI6.  ufig'  i;  mais  on  se  sert  plus  ordinairement  de  la  sau* 
tangente  PT^  qui  se  calcule  en  observant  quç  ,  • 


*      M. 


mit  »*  I       1     !■  I  I 


(*J  Ob  fait  ici  abstraction  dn  signe  qne  doit  aToir  la  ligne  PT^ 
pÊt  tBpp&n  k  VêhécliteAP,  hoïbmt  oti  le  terra  pltu  loin. 


La  considération  des  triangles  semblables  PMT  et 
Pilf/i  (  Trig.  i6i)  9  donne  la  sounarmale 

■ 

Le  triangle  Piftf iR ,  rectangle  en  Py  donne  la  nor- 
male 


MR 


( 


67.  Voici  maintenant  quelques  applications  de  ces 
formules. 

L'équation  générale  des  lignes  du  second  degré 
étant 

'^*  =  mx  +  nx^  {Trig,  167)  ,. 
on  a 

«t  oa  tire  de  là 

nrr^ yàx       2{mx  +  ruf) 

dx        -  31 


^ 
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.  Dans  le  cas  où  71  ^=  o  y  la  «ourbe  derieot  un«  para** 
bole  {Trig.  160),  et  alors  on  a  seulement 

PRzs-,        MR~^mx  +  ln^. 

On  déduirait  de  ces  valeurs,  les  résultats  et  les  cons- 
tructions indiquées  dans  ^AppUcalian  de  V  Algèbre  à 
la  Géométrie,  pour  les  lignes  du  second  degré. 

Dans  la  courbe  représentée  par  l'équation 

a:^— 3flfjcj^  + ^-'  =  6, 


t)na 


dx        jr*  — 


t>n  trouvera 


pjy  _  z!_nf?^  _  ^^^  ~  ^^ 


%    ' 


en  mettant  pour  jr^  sa  valeur  ;  et  lorsqu'on  aura 
assigné  celle  dé  x  et  déterminé  celle  de  x^  Texpression 
de  P  7^  se  construira  facilement  (Trig.  68). 

68.  Il  est  souvent  pins  commode ,  et  surtout  plus 
éléf^ant,  de  considérer  la  tangente  et  la  normale  par 
leur  équation  (Trig.  157).  Pour  obtenir  celle  de  la 
tangente ,  je  vais  chercher  en  général  les  relations  qui 
doivent  avoir  lieu  lorsque  deux  lignés  se  touchent.  En 
considérant  d'abord  ces  lignes  comme  ayant  deux 
ne.  I.  points  communs  y  MtiM'y  Jig.  ly  il  est  évident  que 
leurs  équations  doivent  donner  les  mêmes  valeurs  de 
l'ordonnée  PU  et  de  la  différence  M*Q,  correspon- 
dantes à  l'abscisse  jéP  et  à  son  accroissement  PP', 
Si  donc  l'on  entend  par  x,  Xf  1^^  coordonnées  parti-/ 
culières  au  point  il/ dans  la  courbe  pi*oposée,  et  qu'on 
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par  x%  y  y  cellefl  des  points  qiielcosqiM»d6  k 
ligne  qui  la  coupe  >%&  M  et«n  M',  on  âupt,  pour  fts 
deux  points, 

La  seconde  équation  est  diiisiUe  par  A,  et  lorsqu'on 
passe  à  la  limite,  en  supposant  & =09  elle  se  réduit  à 

mais  dans  cette  hypothèse ,  les  deui  points  d'inter^ 
section  se  Réunissent  en  un  seul  y  qui  devient  un  point 
de  contact  pour  les  lignes  proposées^  puisqu'elles 
n'ont  plus  que  celuî^à  de  commun.  Il  suit  de.  là  que 
lorsque  deux  lignes  se  touchent,  on  a,  pour  le  point 
de  contact  seulement  y  . 

Lorsqu'il  s'agit  de  la  ligne  droite,  dont  l'équation  est 
de  la  forme 

/  =  ^j/  +  /?(7>ï-^.87),  etdonne  ^  —  A, 

les  conditions  du  contact  de  cette  droite  avec  la  courbe 
proposée ,  sont 

d'où  l'on  conclut 

''  Ax  "^       Ax     ^"^  dx  ' 

ou  y— r—jf  (*'—*)• 


1 


^rpittdkiiMM  à  la  tm^Ui  éi  ^  {mmm  fàr  U  pM«i 
J/,  sera 

En  Cakani^' dans  ce»  é«taaitkniaf  jr'scd  ^  pHir  dé* 
termiiîer  rînlèHectîoii  dr  la  draile  ayee  Fàxcf  ies  jc, 
on  en  tire 

X  —  *  Si  — •     ,■"'      et    *  —  ap  :=  '  u  *^ , 

d^  dx 

La  prenièia  de  ces  valeurs^  rëpoadaDl  à  AT — jiPt 
•tt  édla  de  la  s^tttaiifeiite  PT  priée  nëgatÎTement, 
parce  quto  le  point  T  eel  ea  amèrtf  du  point  P  ;  la 
secondé  yaleur^  étant  eelle  de  jéR  «r-  APf  donne  b 
sonnonnale  PA  positivement ,  parée  4|iie  le  point  R 
est  att-*delà  du  point  P. 

69.  Pour  le  cercle  doiii  l^équMîon  cf»t 

on  trouve 

d^^_  jr 

l'éqaatidn  de  sa  tangente  sera  pat  cemsrfqoefii; 

y^jr  =  —  ^(x'—xl,    eu   jry+xx^=zjr^+x% 

ou  enfin  ^rf  +arx'  =  «% 

puisque  ^*  +  x»  =  «'. 

L'dquation  de  la  Aormale  devient 


€t  se  réduit  à  ,  ,      . 

ce  qui  fait  voir  que  le$  normaleé  du  cercle  passent 

(  7>7^..  33)^etf;^.(pû  4oiJ  ^^  qjiciflfei  »  puUcp^i  JasiMT- 
lUAle^  d'w  ig^jrçle  d^  «oui  aufre  4«>s«  f|^  m»  i^P  W- 

ar^  w  8«:p^  ^  j^ aia  o; 
celle  de  sa  tangente  sera 

eu 

^•jr'—  oxy^^y^ + 41XJTS,  aj-x'—  jr»ar'  —  ax^  +  jr^ 

Si  rQu^uf^l  ppifr  /-^  8ia  yal^ur^  (et  qu'on  r^4tûse>  on 
pbtifn^ 

70.  K  Ton  se  proposait  4e  mener,  par  un  point  donné 
pris  hora  d'une  coiiii>e,  et  dont  «  serait  l'abscisse  et  ^ 
IVdWMM^Cf  WM^.t^fflPte  à  (cette  conrbe,  il e^i  évident 
qif 'U  1^4X9^ t  ^qfi^timer  «  au  )je|gi  4e  4/  »  ^t J8  au  lieu  dey , 
dans  l'équation  de  k  MDjB^nto ,  dw  4eTPie«djr4^t  alo^s 

^-^  =  55  (-^')^ 

et  servirait,  conjoii^temeut  avec  l'équation  de  la  courbe 
proposée,  à  déterminer  les  coordonnées  x  et  j^  du 
point  de  contact. 
Je  prends  le  cercle  pour  premier  exeinple  ;  l'équation 
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de  sa  tangente  étant 

j.y  +  x*'=ii»(69) 
#n  aura 

Cette  équation  coiÀbinée  arec  celle  da  cercle  ,  dëier-r 
minera  les  coordonnées  x  et  jr  des  points  de  contact^ 
ou,  ce  qui  revient  au  inême,  ces  points  seront  à  la  ren* 
contre  du  cercle  avec  la  droite  exprimée  par  Téquation 

fij:  4.  «ur  ==  a^  (  lYif. ,  io5). 

Dans  la  courbe  correspondi^nte  i^réquatio^ 

a:'— 3ar^  +  ^^  Œs  o, 

le  point  de  contact  se  trouyen^i  t  en  cherchant  l'intersec- 
tion de  cette  courbe,  avec  la  ligne  du  second  degré  r<^ 
sultante  de  Téquatiçn 

fi(jr*  —  ax)  +  m(x* —  ajr)  ==  axjr. 

71.  Pour  mener  une  droite  qui  touche  une  courbe 

donnée ,  et  qui  soit  en  même .  temps  parallèle  à  une 

droite  donnée  de  positio|^,  ou  qui  fasse,  ayec  Taxe  dea 

abscisses ,  un  angle  dont  la  tangente  soit  représentée 

d  y 
par  n,  il  suffira  de  poser  -p  ss  a  (  Tng.,  89)  ;  combi,- 

nanl  cette  équation  avec  celle  de  la  courbe  proposée, 
on  déterminera  les  valeurs  dé  or  et  de  j^  qui  convien- 
nent au  point  de  contact  demanda. 

Dans  le  cas  où  la  courbe  proposée  serait  la  parabole^ 
çrdinaire ,  on  aurait 

àr       m 
•^     '  ^    dx       ^jr 

ce  qui  donnerait 
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7%.  Dans  ce  qui  précède ,  les  cooviéAaëes  x  et  ^ 
ont  été  rappoeées  à  m^  drait;  meis  il  eit  mêé^  de 
Toir  que  si  elles  fidsaient  on  angle  quekonqnev  le 
rapport  de  M'Q  à  il/Q,  aurait  encore  pour  limite 
celui  de  PJUkPT^  et  Téquatioii  de  la  tangente  ne 
changerait  pas  de  forme.  Les  triangles  MPT  et 
MPR  ne  seraient  plus  rectangles ,  mais  on  connaîtrait 
dans  le  premier,  les  côtés  JlàPj  PTet  Tangle  compris 
MPT^  et  dans  le  second ,  le  cAté  MP  avec  les  angles 
MPReiPMR,  ce  dernier  éUnt  complément  de  TlUP. 

73.  En  cherchant  les  positions  que  prend  là  fangiente 
«ffUM  CQurbe  proposée,  lorsque  le  point  de  tontact 
a'doig^  de  pins  en  pins  de  l^brigine  des  coordonnées , 
on  peut  reconnaître  si  cette  courbe  a ,  comme  Thyper* 
bofe,  des  lignes  droites  pour  asymptotes  (  Trig.  i63)> 
et  déterminer  leur  posidon.  # 

On  Toit  en  effet  que  dans  une, courbe  JfX^  ^g.  S,  fig.  5. 
qui  a  une  asymptote  RSy  à  mesure  que  le  point Jl/ 
s'éloigne  de  l'origine ,  la  tangente  MT  s'approche  de 
l'asymptote ,  et  les  points  Tel  D  marchent  respective- 
ment vers  les  points  A  et  £,  en  sorte  que  uéR  et  jiE 
sont  des  limites  que  les  valeurs  de  jiT  et  de  j4D  ne 
sauraient  franchir,  ni  même  atteindre ,  mais  dont  elles 
peuvent  approcher  aussi  près  qu'on  voudra.  Il  suit  de 
là  que  pour  trouver  si  une  courbe  a  des  asymptotes, 
il  but  chercher  si  las  élzpressions  de  AT  et  de  AD^ 
relatives  à  cette  courbe ,  sont  susceptibles  de  limites  ; 
et  lorsque  cela  arrirera ,  ces  limites  étant  construites-, 
donneront  les  deux  points  /{ et  £,  par  lesquels  on 
mènera  la  droite  RS,  qui  sera  l'asymptote  demandée. 

Les  expressions  de  AT  et  de  AD  se  tirent  de  celle  de 
PT;  la  première,  en  observant  que  AT=:AP — PT; 
la  seconde,  par  le  moyen  des  triangles  semblables  ADT 


foi  99AVfà  ilàUMVTàAM^     * 

^  ça;  i>  (  7>i^:  187).  Qn  tsomara 

St^  Vnm  des  quan^ii^  ^R  ou  y^£;  n^Mn^  Aiv^» 
l'autre  devenait  inf  aie^  jl  eo^t.iévidfijit  queTa^yoïplo^ 
$^ajlt  parallèle  à  l'axe  lur  liaquel  se  Ironve  ci^ipe 
deiçaière. 

Pour  ne  manquer  aucune  des  asymptotes  que  doit 
aAToijr  la  courbe  prppos^a  ^  bûat  fam'WOoeadveflient 
fc  et  j  u^finis,  et  s«))»tî^er  dans  le»  eapvetMku 
de  ^T  et  de  4D  \  d&a^vta  des  jr^siiltali  diffémpfi  ^ 
doiment  Tune  et  l'^o^e  Jbf  pojtfaèse^  I^ofaque^/fiTi^ 
u^i?  serofit  infinies  en..mw^  temp*»  o»  en  a^ndUffà 
que  la  courbe  proposée  n'a  pas  4'asyni^toi(e. 

Si  Ton  fait  attention  que  AD  =  —  AT  j^  ,     on 

verra  que  ces  deux  H^es  4erienii6nt  oulks  en  Ménie 

temps,  excepté  le  cas  où  ~  serait  nul  ou  infini.  Quand 

Qjr 

elles  s'évanouiasent ,  l'asymptote  passe  par  Toiégiiie^des 

iioordonnées  ;  mais  comme  ce  n'est  encore  qu'a»  |miit 

de  cette  asymptote ,  il  faut ,  pour  en  déterminer  la  dîr 

dr. 
rection ,  chercher  la  limite  de.rexpression  ~-  qui  re- 
présente  la  tangente  de  l'angle  MTP  (62)  »  et  Ton 
xxbtient  la  tangente  de  l'angle  SRB.  . 

I 

74.  Ce  cpii  précède  étant  appliqué  à  l'équation 

jr^  =r  mx  +  /LT*, 


(*)  Il  fout  remarqaer  que  ^ans  k  fi^rr,  la Hgiic  AT&i «égalive. 


•■ 


*  DE  CXhCOU.  Oli^ JWUrTlEL.  9Qi 

1 «^    % 


—  mx 


j^y-tt  a:  *«*      <■  TYi -sa     li."  :   LI-'-^i       '*! 


m  4-  anx         .  'w  +  ^'^ 


Les  derniers  membres  ^  ces  éq^ationf  ponvi^nt  éir*^ 
mb  sous  les  formes 


leurs  limities  respectives,  dans  le  cas  où  l'pn  suppose  x 
infini  9  sont 

•^^=AR    et     J!L^  =  AE.^ 
%n  %  yn 

« 

Si  n  était  null^ ,  les  expressions  àt  AT  et  à»  AVf 
devieodraiept  infinies  en  même  temp^  qu0  4:»  fi|.}ft 
coarbe  proposée  n'aurait  point  d'asygiptotes.;  eU^  o'«n 
aura  pas  non  plus ,  lorsque  n  sera  ni^tive ,  pf^cct: 
qu'alors  son  équation  n'admettra  point  pour  x  uo^ 
valeur  infinie. 

Dans  la  courbe  ^représentée  par  l'équation 

jt^— a^xj- +  j^  ==:  o, 
ona 

et  pour  trouver  la  limite  vers  laquelle  teudfut  <^ 
expressions^  à  mesure  qiie  jr,  au^onente^  il  faudrait 
le  remplacer  par  sa  limite ,  et  connaître  par  consé- 
queiit  sa  valenr  en  x;  mais  Ton  peut  suppléer  a 
cette  valeur,  dans  l'exemple  présent  ^  par  un  artifice 
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analytique  fort  simple.  Si  Ton  Tait  ^  ==  (x,  Téqùatioa 

proposée  deTÎeBtdirâîMe  parx'  ;  on  en  tire  x  ss         %  ; 

I  •^  t 

et  il  est  iiiàle  de  voir  alors  que  la  supposition  de 

<=  — ly   rendra  x  infinie,  et  donnera    ^  =  — x. 

En  changeant  j^  en  -—  a:  dans  les  expressions  de  AT 

et  de  AD^  puis  prenant  les  limites ,  on  aura 

ARz=^  —  a  =  AE', 

riG.  6.  ^^  menant  par  les  points  R  et  j?,  fig.  6,  constmita 
avec  les  valeurs,  prudentes,  la  droite  /}£,  elle  sera 
Tasymptote  des  branches  AY  et  AZ. 

s 

Des  courbes  osculatrices. 

75.  La  tangente  d'une  courbe  étant  la  limite  de  toutea 
les  droites  qui  rencontrent  cette  courbe  en  deux  points , 
on  peut,  par  analogie,  chercher  en  général  parmi  toutes 
les  lignes  d'une  espèce  donnée ,  la  limite  de  celles  qui 
ooupettt  la  courbe  proposée  en  un  nombre  donné  de 
points.  On  sait,  par  exemple,  qu'il  faut  trois  points  pour 
déterminer  un  cercle  ;  on  peut  supposer  que  ces  trois 
points  soient  pri^  sur  la  courbé  proposée ,  et  chercher 
à  quel  cercle  en  particulier  l'on  arrivera,  si  les  trois 
points  viennent  à  coïncider.  Ce  cercle ,  qui  se  nomme' 
le  cercle  osculateur^  sera  la  limite  de  tous  les  autres, 
comme  la  tangente  est  celle  de  toutes  les  sécantes  ;  mais 
le  earactère  que  je  vieps  delui  assigner,  quoique  suffi- 
sant pour  le  déterminer,  n'offrant  rien  qui  puisse,  à 
l'œil,  le  distinguer  des  cercles  simplement  tangens, 
j'y  substituerai  les  considérations  suivantes  (^)« 

{*)  On  peat  TQÎr  dam  le  Traité  d»  Calcul  différentiel  et  du 
Calcul  intégral,  in^**»  1. 1,  n*  299,  et  c  III,  n«  299  a ,  page 638, 
le  calcul  fondé  sur  cctie  rëonion  d^interteclionB,  qni  mérite  d*£tre 
ofaterfée  comme  un  fait  remarquable  de  la  théorie  des  limites. 


On  a  VQy  dans  les  Èlémens  de  Géométrie,'^  ip^ttiU^ 
im  cgrde  61  ta  tangaite ,  il  ne  poaTaît  {MMMr  auemie 
amtie  droite,  mais  qii*il  y  passait  une  infinité  de  cerdes. 
De  même  entre  une  courbe  quelconqae  et  sa  tanj^ente, 
on  ne  peut  faire  passer  aucune  autre  droite ,  mais  Ton 
peut  y  iaire  passer  une  iiiflnitë  de  cercles  de  rayons 
différens ,  ayant  la  même  tangente  que  la  courbe  y  et 
parmi  lesquels  il  doit  s'en  trouTer  un  qui  ^  dans  les  en- 
yirons  du  point  de  contact ,  s'approche  plus  4e  la 
courbe  proposée,  que  tous  les  autres. 

Pour  exprimer  ces  considératiotts  analytiqueinent, 
soient  xetjr^  a/^i  jr\  x"  et  y  les  coordonnées  de  trois 
courbes  diverses  ayant  un  point  commun,  c'est-à-dire, 
nottr  lequel  on  ait 

X  =  J<  =  ar',  jrsay  =  y.. 

Si  Ton  prend  d'abord  la  différence  des  séries. 
d^A      d*jr  A'     ,   dV     h^      , 

^  ,  àyh    dy  A'     dy  h' 

qm^xpriment  les  ordonnées  des  points  correspondans 
à  l'absdsse  ^+h ,  dans  les  deux  premières  courbes ,  on 
trouyera  en  général 


%' 


pour  l'expression  de  la  distance  fTNt  fig-  7,  de  ces  ris.  7. 
courbes  diuis  le  sensdes  ordonnées;  et,  en  remplaçant^' 
ç^  ses  coefftciens  différentiels  par  jr"  et  ses  coefficiens 


AMfÊrv^i^h ,  m.  aura;  r«ftpMMi#i»  de  k  distmi»  XfN 
laifefinu» 

>•->?•+ if  il  +  C^  + etc. 

.  Cda  posé,  dans  la  comparaison  des  séries  précé- 
dentes, on  pourra  supprimer  le  facteur  ft,  cominun 
à  tous  leurs  termes;  et  pour  que  i^^^',  c^est-^-dire, 
quie  fat  seconde Oourbe  s'approchepitts  de  la  première 
t]ue  la  troisième ,  il  faudra  qtié 

A'+Bf^  +  C'  -^-hetc.<^'+^'*+  ^-^4-  etc. 

Cette  condition,  devi^it  avoir  )ifu  ^elque petite  qfie 
soit  h  y  dépendra  des  valeurs  relatives  des  premiers 
termes  jf  et  A"  (jSs)^  mais  ^i  Ton  posait  ^  =  o, 
elle  deviendrait 

a  a. 5  ^  a  a. 3 

«t  le  iHriHnier  ramnbre  de  «tta  in^alitë,  ffé^nmom^ 
«autkimitteAiaK^o^Aejqnfi  ue£Mtpaalaa«PMid,  ternit 
nécessairement  plus  petit  que  celin-ci  ^  du  «Muispaur 
une  valeur  de  h  très  petite ,  tant  que  A'  ne  serait  pas 
nul  :  ainsi  la  seconde  couibe  a'approcberait  toi^^^urs 
plus  de  la  première  que  la  troisième. 

.  Id^pf  si  l'on  avait  en  même  teipps  A'^sm^  la  condi- 
tion à  rempËr,  dans  la  situation  respective  assignée 
jagix  îxoxs  cpurbes,  serait 

If  *  +  tril  +  elc.  <  ^-+ C-^+elc.  ; 
a  a.o  .  a  a. a 
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K 

en  y  suppriinant  le  facteur  commun  -  ,  elle   devjievE^ 
dmli 

B' 4*  cj  +  etc.  <  5'+ ^  ^  +  etc., 

et  si  Ton  posait  B'antMf  fUtf  itarsit  Ktffe  tiMf  ^U^iT 
ne  serait  «pas  nul. 
t  Cet  exâmeoTY  qo^oi»  psot  pottiéer  aussi  tùiii^  jqu'o4 
Toudra ,  fait  voir  que  si  l'expression  de  /'  commence 
par  Un  tcnHë  où  rexposnrt  de  A  snl^ptiBè  cëittî  ijfu(» 
porte  cette  lettre  dans  l'expression  de  /'$  on  aura  tOtt^ 
jours  J^'  <  ^' ,  A  étant  trè9  petite. 

Quand  la  secotide  courbe  est  tdle,  qti'au  point  il/, 
on  a  les  n  équations 

_    d/_djr  dy_d!f'     d»-y _ à^^f 

les  n  — I  premiers  termes  de  l'expression  de  t' s'éva- 
nouissent, et  elle  commence  alors  par  le  terme  affecté 
de  A*.  Si  donc  la  troîstène  eourbe  n'établissait  l'égalité 
entre  j-'yj^  etleurs  toefi^iens  dîfféftiitiéls,  que  jusqu'à 
l'ordre  n  — a  inclusivement,  l'expression  de  i"  com- 
mencerait au  terme  affecté  de  A**'  ;  on  alirait  y^i"*  ^ 
et  par  conséquent  la  seconde  courbe  s'approcherait 
plus  de  la  première  que  U  troisième. 

76.  Suf^sons  maintenant  que  la  seconde  courbe 
soit  seulénkctet  donnée  d'espèce  v  e'edt->è^iiie ,  <}tte  hm 
eonstiiftieiÉ  qid  entrent  datis  sot»  équatita,  soient  théé^ 
terminées  ;  on  pduyv ,  plu*  le  hioyen  de  ees  ciOnattnte»; 
satisfsire  à  un  pareil  nombre  des  oonditions  indiquées 
ci-dessus,  et  k  courbe  déterminée  de  cette  manière, 
sera  telle,  qu'aucune  des  courbes  qui  ne  remplissent 
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pcs  autant  de  c^  conditions ,  ne  pourra  passer  entre 
éUe  et  la  première  courbe. 

Soit|  pour  premier  exemple ,  récpiatîon  générale  de 
la  ligne  droite      ^ 

yssmi^  +  i^^     qui  donne    ^=m; 

ea  changeant  x'  tnx^leê  éipiations 

y=s^,gj=5j^deviendKMit  jrssmx  +  fi.^^m, 

desquelles  Ton  tirera  les  valeurs  de  «  et  de /S,  et  l'on 
aura 

pour  l'e'quation  de  la  tangente,  comme  dans  le  n®  68. 
Si  la  courbe  MN'  est  le  cercle  représenté  par  Té- 
quation 

(X --)»+(/.-«•  =  y*  (Tri^.  94), 
en  la  différentiant  deux  ibia  de  suite ,  il  en  résultera 
(»'  — «)d*' +  cr'— /»)dy  =  o, 

et  il  faudra  qu'en  changeant  a/  en  or,  dans  ces  trois 
équations,  elles  donnent 

ou,  ce  qm  revient  au  même,  qu'elles  soient  satis£ûtes 
par  les  valeurs  de  a: ,  j-,  djr,  d*j^,  relatives  au  point  M 
dans  la  première  courbe  :  on  aura  donc 

(ar  —  i«)dar  +  tr  —  W  dr  =  o. 
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taiftis  tomme  les  qnantitës  dériTëes  de  la  courbe  ptv- 
poêée  sont  déterminées,  puisqu'elles  apfmrticiiiieKt  à 
un  point  perticnSer  Jf ,  il  &adrk  qoe  les  quantité  «, 
0et  y  reçoivent  des  yaleors  propres  à  Térifier  les  éqiia- 
%ons  ci-dessus. 

En  tirant  des  denx  dernières  équations,  les  valeurs 
de  jr-^ê  et  de  x  —  «,  pour  les  substituer  dans  la 
première,  on  trouvera 

•-    à^\  d'^   > 

_^(dJ*  +  d^')' 

77.  Toutes  les  courbes  qui  ont  un  point  commun,  et 
dont  les  ordonnées  ont  à  ce  point  le  même  coefficient 
difiiéreniiel ,  y  ont  une  tangente  commune  et.  se  tou- 
dbentpar  conséquent  ;  mais  elles  peuvent  se  distinguer 
les  unes  des  autres,* comme  le  cercle  qu'on  vient  de 
déterminer,  se  distingue  de  tous  ceux  qui  n'approchent 
pas  aussi  près  de  la  courbe  proposée.  Cest  pour  cela 
que  les  contacts  se  divisent  en  ordres,  suivant  le 
nombre  des  coefficiens  différentiels  consécutifs  qui  re- 
çoivent la  même  valeur  dans  chaque  courbe. 

Le  contact  le  plus  élevé  de  ceux  que  puisse  avoir  en 
général,  avec  la  courbe  proposée,  une  courbe  donnée 
seulement  d'espèce,  se  nomme  osculaiion;  son  ordre  est 
marqué  par  le  nombre  de  constantes  moins  une,  que 
renferme  l'équation  de  cette  courbe.  Ainsi ,  la  tan- 
gente, qui  ne  peut  avoir  en  général  qu'un  contact 
simple  ou  du  premier  ordre,  avec  une  courbe  donnée, 
est  une^sculatrîce  du  premier  ordre»  Le  cercle,  dont 
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l'ëqtiftlion  tenlerme  tro»  coniCante»,  pëot  «toir,  ou 
«n  coBtect  da  preniîér  otdre ,  te  on  çonuet  du  se-^ 
cMtA  ;  onds  ee  deeskr,  éiatit  k  pl«i  ékté|  ^refid  k 
iioq»  d'oflcttlAtion ,  et  dUvtiiigiie  le  cerclé. o»cmbapeeur  de 
touB  les  cercles  simplement  tangens. 

'  Une  piÉrtknkrite  fenavquaible  du  cetcle  ^scula- 
tiur  iXMN'j  c'eut  «fa'en  géoëiml,  il  coiipj&  là  cotirlM 
proposée  en  même  temps  qu'il  la  tcmdie;  Cela  se  r&tt 
par  la  forme  de  Texpression  de  ^\  dont  le  premier 
terme  étant  afFecté  de  h\  puissance  impaire,  change 
de  signe  avec  h ,  et  montre  par  conséquent  que  sur 
les  abscisses  âr  — A  et  \r-(-  A,  le  cercle  osculateur  est 
placé  dans  deux  sens  différens,  relativement  à  la 
eourbe  proposée  et  à  l'axe  des  abscisses ,  c'est-à-dire, 
au-dessous  de  la  première  d'un  côté  du  point  de 
contact  y  et  de  l'autre  au-dessus;  ce  qui  n'a  pas  lieu 
pour  lu  tangente  et  tes  cerelea  simplemesc  tang<ms, 
puisque  Vexpression  de  ^  commence  alofs  par  le 
terme  aflscttf  de  h*: 

Là  asème  «tonsîdératîon  int  Tohr  que  si  le  'Contint 
de  deux  combes  eat  d'un  ordre  pair,  il  doit  y  avoir  en 
même  temps  intersectioii. 

^.  le  nombre  des  cercles  simplement  tangens  est 
infini  pour  chaque  point  d'tme  courbe  quelconque;  car 
siFon  niène  par  ce  point  une  normale,  tons  les  cercles 
qui  ont  leur  centre  sur  cette  normale ,  et  qm  passent 
par  \è  point  pris  smr  la  courbe  proposée ,  ont  la  même 
tangente  que  cette  courbe ,  et  la  touchent  par  consé* 
quent;  mats  ce  qu'il  faut  lÀëfA  remarquer,  c'est  que 
les  uns  la  toudkent  en  dedans ,  les  autres  en  dehors 
ou  Vembrassent,  et  tptt  le  cercle  oftcnlàteur  sépare  les 
premiers  des  seconds. 

En  effet,  si  Ton  Affecte  les  coordonnées  x',yêwx 
cerdes  «ttnplement  tattgens ,  cosntiie  ils  ne  rempKront 
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*"  que  les  conditions 


on  aura 


^  ~^'     Aaf  -di' 


expression  dont  le  signe  dépend  de  celui  de 

ff—^j'  _  j'y 

m 

en  sorte  que  le  cçrcle  tangent  sera  aii-^e8sou$  de  la 

courbe ,  par  rapport  à  Taxe  des  Jt,  si  ^^  <  4!:?   -i 

au-dessus  dans  le  cas  contraire  ;  mais  entre  les  valeurs 
dfe  « ,  5 ,  y,  qui  conviennent  à  l'un  ou  à  Taulre  de  ces 
cas,  se.  trouvent  celles  qui  répondent  à 

dtr"*         dJ*  ' . 

et  qui,  d'après  ce  qu^on  a  vu  (96),  donnent  le  cercle 
osculateur. 

Cette  manière  de  le  déterminer,  rend  pour  ainsi  dire 
sensible  à  l'ceil,  la  relation  de  sa  courbui^  avec  celle  de 
la  courbe  donnée,  puisque  la  courlmre  dé  cettq  der- 
nière est  évidemment  moindre  que  celle  des  cercles 
qui  la  touchent  en  dedans ,  et  plus  grande  que  celle  des 
cercles  qui  la  touchent  en  dehors.  Aussi  prend-on >pour 
mesurer  la  courbure  de  la  courbe  proposée ,  dans  un 
point  quelconque,  celle  du  cercle  osculateur  à  ce 
point  ;  et  son  rayon  se  nomme  en  conséquence  rayon 
de  courbure. 

Voici  maintenant  comment  on  compare  les  cercle» 
par  rapport  à  leur  courbure.    • 
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79.  On  prend ,  en  général,  pour  la  courbure  de  Tare 
PIC.  8.  AEB^fign  8,  d'une  courbe  quelconque,  l'angle DC^ 
formé  par  les  deux  tangentes  menées  aux  extrémités 
de  cet  arc.  Dans  le  cercle,  l'angle  DCB  est  égal  à 
l'angle  ^Oi9,  formé  par  les  rayons  OA  et  OBy  menés 
aux  extrémités  de  l'arc ,  et  par  conséquent  le  même 
pour  tous  les  arcs  égaux ,  pris  dans  le  même  cercle. 
C'est  ainsi  qu'il  faut  entendre  que  la  courbure  du 
cercle  est  uniforme. 

Cela  posé ,  si  l'on  compare  deux  arcs  de  même  lon- 
gueur dans  deux  cercles  différens,  en  nommant  a 
Cette  longueur,  r  et  /les  rayons  des  cercles,  «-  le  rap* 
port  de  la  cirçonCéreuce  au  dian^ètre,  on  aura  pour  le 
nombre  de  degrés  centésimaux  de  l'arc  dont  la  Ion* 
gueur  est  a ,  sur  chacun  de  ces  cercles ,  les  expressions 

4oo*.  a       4<>^*-  ^ 


2jrr     *       "aîrr     * 


qui  sont  dans  le  rapport  de  -à  -;^»  ou  i:  /  :  r,  c'est- 
à-dire,  en  raison  inverse  des  rayons  des  cercles  dont 
l'arc  proposé  fait  partie. 

Quant  aux  di£Eérens  arcs  du  même  cercle ,  leur  cour- 
bure est  évidemment  en  raison  de  leur  longueur  ;  et  si 
Von  prenait  pour  unité  de  courbure  celle  de  l'arc  de 
même  longueur  que  le  rayon ,  dans  le  cercle  dont  le 
rayon  est  i,  la  courbure  de  l'arc  a,  dans  le  cercle  dont 

le  rayon  est  r,  serait  mesurée  par  -. 

80.  Les  Coordonnées  «  et  /S  du  centre  du  cercle  os- 

'oulateur,  étant,  ainsi  que  son  rayon  y,  des  fonctions 

de  X,  varient  à  chaque  point  de  la  courbe  proposée; 

l'ensemble  de  toutes  les  positions  de  ce  centre ,  forme 

riG.  f).   une  courbe  FZ^  fig.  9,*  dont  les  coordonnées  sont  m 
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et  /S,  et  qui  jouit  de  plusieinspropriétés  remarquables , , 
qu'on  déduit  aisément  des  équations 

(x  —  my      +(^^#)»        =V (1), 

(x  —  m)dx  +   (jr^g^dj-  =  O (a), 

-dx»  +  dj-»+  (^— J8)d»^=  o,... (3),    . 

froH vécs  «lan»  le  n**' 76.       •         ' 

I®.  La  relation  entre  m  etjS^'ou  Inéquation- tAft* la 
courbe  FZ^  s'obtient  tn  éliminailt  x  et  j^'^  entre 
réqoatioh  de  la  courbe  proposée  et  les  ëquÂtio^s  (2) 
et  (3),  après  qu'on  a  mi»  dans  celles-  ci  les  valeurs  de  dy 
et  de  d' r,  • 

2^.  La  deuxième  équation ,  donnant 

est  celle  de  la  normale  menée  du  point  dont  les  coor- 
données sont  t$  et  /?  (68)9  c'est-à-dire  y  du  point  0 
de  la  courbe  FZy  au  point  ilf  dé  la  courbe  propo- 
sée DX. 

3*.  En  différentiant  les  deux  premières  équations 
non-seulement  par  rapport  k  x^jr^  mais  encore  par 
rapport  aux  quantités  «,  /S  et  y,  en  tant  que  ces  der- 
nières'sont  des  fonctions  de  or,  on  aura 


•  •'.' 


{x^m)Ax  ^{j^)àx  -  (aî-^)d*-  (r-rtd(8  =t  vdy , 

Les  équations  (a)  et  (3)  réduisent  cellesrci  à 

—  (X  — •)d— (J-  — »d/8=rydy (4),        • 

—  dndar— djSd^  ==:o (5);     » 


»  •  '   î 


la  dernière  donne -p = — -r- ,  expression  qui  change 


' 


8.. 
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ds 
réquatîon      jS  —  ^  sss— j-  («  —  «), 

3  àfi,  X 

d'où  lisait  qae.  la  nortifiale  MO  y  est  tangente  à  la 
coarbe  dont  les  coordonnées  sont  «et  fi  (9  et  68)^  c'est^^ 
à*di«^,  à  llL courbe FZ. 

4^.  Si  Ton  met  4:ette  d^oièretalettr  àe  jr^^/it 
dans  les  équations  (i)  et  (4),  et  qu'on  élimine  en- 
suite X  *^  fi ,  on  aura 

dy«  =  di^  +  d#%  et  £  =  \/  i+£^, 

coefficient  différentiel  de  y,  par  rapport  à  la  va- 
riable m;  or,  cette  expression  est  aussi  celle  du 
eoeffident  différentiel  de  Tare  de  la  courbe  dont  les 
coordonnées  sont  «  et  /S  (64)  ;  et  il  résulte  de  cette 
identité,  que  le  rayon  du  cerde  osculateur  varie  par  les 
mêmes  différences  que  Tare  de  la  courbe  FZ  (aS) , 
propriété  qui  mérite  la  plus  grande  attention.^ 

En  effet,  le  rayon  MO  du  cercle. osculateur  au  point 
Jf ,  étant  tangent  à  la  courbe  FZ,  a  nécessairement 
la  même  direction  que  celle  que  prendrait  vm  fil  en- 
veloppé autour  de  la  convexité  de  cette  courbe ,  lors- 
qu'eu  le  développant ,  on  serait  parvenu  au  point  O, 
On  remarquera  qu'en  poursuivant  le  ^évdoppement 
de  O  en  ex,  ce  fil  s'allongerait  d'une  quantité  égale  i, 
Tare  00'  de  la  courbe  FZ;  et  comme,  par  ce  qui 
précède,  la  différence  des  rayons  OM  et  O^M'  est  aussi 
égale  au  même  arc  00\  il  s'ensuit  que  le  bout  M  du 
fil  se  trouverait  encore  en  M'  sur  la  courbe  proposée^ 
qu'il  n'aurait  pas  quittée  dans  le  développement  ef- 
fectué depuis  l'un  de  ces  points  jusqu'à  l'autre  :  on 


peat  donc  regarder  la  courbe  DX  comme  engendrée 
par  le  d^veloniement  de  l^r  courbe  FZ, 

Ce  procédé  a  uue  grande  analogie  afec  la  detcriptiçiif 
du  cercle  :  c'est  la  courbe  FZ  t|ui  fait  Tofficis  de  cenArfi|; 
et  le  rayoïi  MO ,  au  lieu  d'êlre  constant, ,  vam  pour 
chaque  point.  La  courbe  FZ  «'appelle  )a  déve^ppée, 
la  courbe  DX^  la  développante^  et  le  rayon  du  eercle 
Mculateur»  rayon  de.  la  développée  {*). 

11  eet  4  propos  de  remar^  ue^  aussi  gue  la  développé^ 
est  la  UmUe  des  inteifec^Oiis  des  normales  de  la  .courbe 
proposée  «  prises  deux  à  deux  consj^ut^venfenl  ^  pub- 
que  le  point  K ,  intersection  des  deux .  payons  MO  et 
M'Of  ^  qui  sont  perpendiculaires  à  la  courbe  Da,  en  M 
et  M\  s'approche  d'autant  plus  de  la  courbe  FZ^  que 
les  poipts  M  et  M'  sout  plus  voisins  l'un  de  l'autre. 

On  déduirait  de  cette  dernière  considération  ^^  toute 
la  tliéorie  précédenU;. 

81.  Je  ne  m'étendrai  pas  beaucoup  sur  l'application 
des  formules 

^  (dx*  +  d  j")^ 
^  dxd'j- 

d'jr 

parce  qu'elle  n'a  aucune  difficulté^  lorsqu'on  possède 
bien  le  mécanisme  du  Calcul  difiërentieL 

(*)  CVsl  par  cette  dernière  considéraiion ,  qu'Haygeiu  a  dcter- 
miikf  le  cercle  oecaJatenr,  qu*il  a  remarqua  le  premier}  et  elle  peut 
conduire  avifi  ans  formulei  du  n*  'fi;  maie  ce  point  de  vu4, 
Wparant  la  recherche  du  cercle  oacularcnr  de  la  ihésrie  gdnéralc  des 
côntacU  des  cofifbes  «  dont  elle  doit  faire  partie ,  cet  trop  horne  pont 
iVtat  actuel  de  la  science. 
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La  valeur  de  y  étant  susceptible  du  double  signe  db , 

on  peut  demander  lequel  des  deux  il  faut  employer; 

bar  il' est  bien  visible  quVn  général ,  à  chaque  point 

de  la  courbe,  il  n'y  à  qu'un  seul  rayon  de  courbure  ,•*  et 

ce 'rayon  y  n'étant  pas  dirigé  suivant  l'ordonnée  ou 

l'abscisse  y 'excepté  dans  quelques  points  particuliers , 

n'a  pas  j  à  proprement  parler,  dé  signe  par  rappon  à 

ces  lignes.  La  détermination  de  celui  dont  ott  l'affecte 

ordinairement,  dépend  de  la  conveution  qu'on  a  éta- 

l)lie  sur  le  sens  de  la  courbure  par  rapport  à  JU 

normale.  Si  l'on  veut  que  le  rayon  de  courbure  soit 

positif  poulr  les  courbes  dont  la  concavité  est  tournée 

d'y 
vers  l'axe  des  abscisses,  conune  La  videur  de  -7^  est 

alors  négative  (62) ,  il  faut  affecter  l'expression  de  y  du 
signe  —  ;  et  dans  ce  cas,  le  raytyn  de  courbure  de- 
viendra négatif  si  la  concavité  de  la  courbe  passe  du 

côté  opposé  y  parce  qu'il  change  de  signa  avec  -r-^. 

Pour  se  conformer  à  cette  convention ,  on  pourra  sup- 
poser, dans  les  applications, 

^      {dx^  +  drr 
L'équation  générale  des  lignes  du  second  degré, 

conduisant  à       ' 

(,m+2nx)dx  [4y'-Km+2>Mf)'3d»' 

4r  =      -y — '  d**+dj'*= ^jr« » 

turrdx*—{m-\-anx)dxijr    [4«r'-r(»»4.2i«)»]d*» 

^y= jjr. = 747 » 
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il  en  résultera 

2  i^njr^ —  (m  -f-  2/ix)*]* 

Si  l'on  remplace  jr*  par  aa  valeur ,  on  aura 

1 
[4(mjp  -4-  nx')  +  (m  +  aitr)*]* 

y  ^-  • 

Telle  est  Texpression  générale  du  rayon  de  courbure 
dans  les  lignes  du  second  degré  ;  on  la  particularisera 
en  donnant  à  m  et  à  n  les  valeurs  qui  conviennent  à 
chaque  espèce  de  ces  lignes  (  Trig.  iS'j).  ^ 

Cette  expression  se  réduit  à  ^  m ,  lorsque  jr  :;s^  p  :  I^ 
courbure  des  lignes  proposées  est  donc,  à  leur  sommet, 
la  même  que  celle  du  cercle  décrit  d'un  rayon  égal  au 
demi-paramètre  {Trig.  i38). 

En  rapprochant  la  valeur  de  y  de  celle  qu'on  a 
trouvée  dans  le  n*^  67'pour  la  'ttormale ,  on  verra  que 

ys= >!  on  qiie  le  rajronde  courbure,  datfsfcs  lignes 

4  ' 
du  second  degré,  e4t  égal  au  cube  de  la  normale  diitiié 

par  le  quarré  du  denUrparamktre, 

Dans  la  paxabok  où  n:s^Ot  on  a seulenieni       ' 

s 
(m*  ^^mxy 

'  ai»* 

* 

On  appliquerait  de  même  les  expressions  générales 
de  ar  —  m  et  de  y  —  fi^  et  mettant  pour  y  sa  valeur  » 
on  aurait  deux  équations  en  or,  m  et  jS>  desquelles, 
éliminant  x,  on  déduirait  Téquation  en«et^,  appar- 
tenante à  la  développée.  Je  n'efiectuerai  ce  calcul,  que 
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pour  la  parabole.  On  a  dans  ce  cas 
et  il  vient 

on  conclut  de  là 

mettant,  dans  cbacuœ  de  ces  ^qaations-,  pour  x  ^^ 

X    J. 

▼alettr  m^j^,  on  arrive  à 


/n 


-è=^- 


5  * 


prenaat  «oawte  la  valeur  de  x  dans  le  second  résultat , 
pour  la  substituer  dans  le  premier,  on  obtient 

la  demîke  de  ces  équations  appartient  à  la  développée 

de  la  parabole. 

Si  Vota  y  change  •—  ^  mené/,  ce  qui  porterori- 

Fto.  lo.  6^^^  àes  abscisses  en  Z>,  fig.  lo,  on  aura  cette  équa- 

ïétP 
tion  très  simple ,  /9>=-..^— ,  qui  montre  que  la  courbe 

DFeBt  une  des  paraboles  du  troisième  degré  (*) ,  corn- 

'  (*)  L*«iquation  jr*  =  mx  étant  généralisée  ainsi  :  ^f  =  mjr^, 

représente  une  famille  de  conrbes  dont  la  parabole  ordiaftire  n'est 
qa*ttn  cas  particdlieri  on  les  nomme  ansii  pnralhles  y  Maîs^on  les 
disiingne  par  Pcxposant  de  leur  degté. 
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posée  de  deux  branches  DFeiD/j  dont  la  première 
engendre,  par  son.  dëveloppement ,  la  branche  AX  de 
la  parabole  ordinaire  XAxy  et  la  seconde  produit  la 
branche  ^or. 

8a.  Il  finit  obserrer  que ,  pour  la  description  de  la 
parabole  XAx,  par  le  développement  de  la  courbe 
FDfj  le  fil  enveloppé  autour  de  Vune  onde  Pautre  des 
branches  DF  et  Df^  doit  ilToir-aii  poi&t  D  f  dans  le 
prolongement  de  la  tangente  Bbj  une  longueur  AD_ 
égale  au  rayon  de  courbure  au  point  A  y  c'est-à-dire, 
à  la  moitié  du  paramètre  de  la  parabole  ;  tout  autre 
point,  tel  que  /,  pris  sur  ce  fil ,  produirait  une  courbe 
différente.  Si  le  point  /.tombait  sur  le  point  £>,  le 
rayon  de  courbure  de  la  courbe  décrite  alors,  serait 
nvil  à  son  origine ,  et  par  conséquent  elle  aurait  à  ce 
point  une  courbure  infinie  (78). 

On  voit  aussi  que,  puisque  la  longueur  de  Tare  DF 
est  l^ale  à  la  différence  entre  le  rayjp  de  courbure 
correspondant  MF  et  le  rayon  de  courbure  AD  qui 
appartient  à  l'origine,  la  courbe  FDfest  rectifiable, 
c'est-à-dire ,  qu'on  peut  assigner  des  lignes  droites  qui 
soient  de  la  même  longueur  que  ses  arcs. 

Cette  remarque  est  générale,  car  puisqu'on  peut  tou- 
jours parvenir  à  l'expression  du  rayon  de  courbure  des 
courbes  algébriques,  les  développées  de  ces  courbas 
sont  toutes  rectifiables. 

Recherche  des  points  singuliers  des  courbes  j  et 
examen  des  valeurs  particulières  que  les 
coefficiens  différentiels  prennent  dans  cer- 
tains cas, 

83.  On  affelle poinis  singuliers  d'une  courbe,  ceux 
dans  lesquels  elle  oflre  quelque  circonstance  remar^ 
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quable.  Une  grande  partie  de  ces  circonstances  se 
rencontrant  djius  la  famille  de  courbes  représentée 
par  Téquation  très  simple  > 

« 

nous  allons  discuter  particulièrement  cette  équation , 
en  rapi^rochant  toujours  *les  considérations  géomé-^ 
triques  des  considérations  analytiques ,  pour  ëcl&ircir 
les  unes  par  les  autres. 

La  première  question  qui  se  présente ,  est  la  déter- 
mination de  la  marche  des  valeurs  des  ordonnées  j^, 
pour  savoir  si  elles  croissent  ou  décroissent  indéfini- 
ment, ou  bien  si  leur  accroissement  s'arrête  lorsqu'elles 
ont  atteint  un  certain  degré  de  grandeur,  et  se  change 
en  décroissementy  ou  bien  enfin,  si,  après  avoir  atteint 
un  certain  degré  de  petitesse,  leur  décroissement  se 
change  en  accroissement.  La  valeur  qui  a  lieu  dans  le 
passage  de  raccroissement  au  décroissement,  ^tant  plus 
grande  que  celles  qui  la  précèdent  et  qui  la  suivent 
immédiatement,  s'appelle  un  maximum;  lé  minimum 
est  celle  qui  répond  au  point  où  le  décroifsement 
se  change  en  accroissement;  celle-ci  est  par  conséquent 
plus  petite  que  les  valeurs  qui  la  précèdent  et  qui  la 
suivent  immédiatement  :  je  di^  immédiatement,  parce 
qu'il  y  a  des  fonctions  pour  lesquelles  ces  alternatives 
ont  lieu  plusieurs  fois. 

On  a  déjà  vu,  dans  le  n®  62,  que  les  ordonnées  posi* 

tives  d'une  courbe  sont  croissantes  tant  que  ^  a  une 

valeur  positive,  ^t  qu'elles   sont  décroissantes  dans 
le  cas  contraire.  Il  suit  de  là  qu'au  maximum  ainsi 

qu'au  mZ/iimiim,  le  coefficient  difi*érentiel  t-  chan{];e 
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de  sigae  :  il  ya  du  positif  au  négatif  dans  le  premier  cas^ 
et  du  négatif  au  positif  dans  le  second. 

L'e'qiiation  pris^  pour  exemple  donne  en  général 

dr 

quantité  dont  le  signe  change  avec  celui  de  x^^a^ 
on  se  conserve  le  même ,  suivant  la  nature  de  l'expo- 
sant m'. 

1^.  Si  cet  exposant  est  un  nombre  pair,  m  —  i  sera 
un  nombre  impair,  et  (x— a)"**'  sera  négatif  quand 
X  <C^a^  positif  quand  x"^  a  ;  ainsi  il  y  aura  mimmum 
lorsque  x  =r  a»  ce  qu'on  peut  vérifier  immédiatement 
sur  la  fonc^on  jr.  En  y  faisant  x  -=  iz  — -  À  et 
X  ^  a  '^hj  on  obtiendra,  dans  l'un  et  dans  l'autre 
cas,  ^==:  A -f"^^"*3  valeur  >  b  qui  répond  k  x=a, 

dy 
Cette  dernière  valeur,,  donnant  -p  =  o   lorsque 

l'exposant  m  -»  i  est  positif,  montre  que  la  tangente 

est  parallèle  à  la  ligne  des  abscisses ,  ce  que  représente 

la  figure  ii,  au  point  M  dont  Tabscisse  APz=za\  et  Fie.  n. 

l'ordonnée  Pilf=i  6. 

Si  la  quantité  ç  est  négative ,  ce  qui  donne  • .  •  • 
jrssA— c(j:-^a)"*,  tout  restant  d'ailleurs  le  même, 
le  point  ilf,  Jig,  il,  est  un  maximum,  et  la  tangente  fig.  la. 
demeure  toujours  parallèle  à  Taxe  des  abscisses. 

2®.  Il  n'y  aurait  ni  minimum  dans  le  premier  cas, 
ni  maximum  dans  le  second,  si  l'exposant  m  était  im- 
pair. Alors  m  —I  étant  pair,  {x  —  «)"•"'  garderait  tou- 
jours le  signe  +,  quel  que  fût  celuide  jt— n  ;  et  en  effet, 
si  Ton  pose  stt<;cessivement;r=â^-A,  xz:=a-f*^y  on 
trouve 


f 
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valeurs,  Tune  <  * ,  e t  Tautre  >  b  qui  répand k  x^a-^ 

cependant  ou  a  encore^  =  o  :  ce  caractère  n'indique 

donc  pas  nécessairement  un  maximum  ou  un  mi-- 
nimum, 

FiG.  i3.  Au  point  3f ,  /^.  j3  ,  où  X  =  fl,  la  tangente  est  bien 
encore  parallèle  à  l'axe  des  abscisses ,  mais  la  courbe 
offre  de  plus  une  autre  àrconstance.  :  sa  concavité 
change  de  sens ,  ce  qu'on  voit  par  le  changement  de 
signe  du  coefficient  différentiel  du  second  ordre  (62)  ; 
car  on  a 

d'r 

^  =  m(m — i)c  {X  -  a)— >  ; 

€'  'w — 2  étant  un  nombre  impair,  (x — ^ï)*"'  passe 
du  négatif  au  positif,  quand  on  va  de  or  <  a  à 
^  !>  A*  lia  figure  de  la  courbe  en  M  s'appelle  alors 
inflexion^  la  tangente  MTj  coupe  la  courbe  en  même 
temps  qu'elle  la  touche. 

3^.  Si  m  était  une  fraction  de  numérateur  pair  ei  de 
dénominateur  impair,  qu'on  eût ,  par  exemple ,  m  =  | , 
il  s^ensuivrait 

3(jr  —  ay      - 

quantité  qui  change  encore  de  signe  avec  ar  «^  a  s  et 
il  y  a  en  effet  minimum  ;  car  soit  qa'oti  change  x  en 

a —  b  ou  en  a  -4-  A ,  on  trouve  toujours  j^  =s  ô  -|-  ch^ , 
valeur  ^6;  mais  alors  la  ^valeur  x=a,  au  lieu  de 

faire  disparaître  -|^ ,  le  rend  infini.  Cela  tient  à  ce  que, 

si  une  quantité  entière  ne  peut  changer  de  signe  qu'en 
passant  par  zéro,  une  quantité  fractionnaire,  lors- 
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qu'elle  change  de  signe  par  son  dénamioateur,  doit 
dans  rintenralle  devenir  infinie.  L'expression  -  ,  par 
exemple,  donne  successivement 


*  o'        /S* 

*  t  • 

i 

lorsqu'on  y  fait  jp  =  ^,  jp  =  o,  d?  =  — -^s. 

Considéré  sur  la  figure  i4i  ^  minimum  présente  fio.  14. 

dr 
une  forme  diiiSérente  de  celui  de  la  figure  1 1  ;  car,  3^ 

devenant  infini ,  la  tsBDgente  MT  est  perpendkulaire  à 
Taxe  des  abscisses.  On  voit  d'ailleurs  par  Texpression 

que  ce  coefficient  différentiel  ayant  une  valeur  n^ative 
quelle  que  soitx,  la  courbe  toame  toujours  sa  con- 
cavité vers  l'axe  des  abscisses ,  et  prend  par  conséquent 
la  forme  indiquée  dans  la  figure. 

Le  point  ilf ,  ou  la  courbe  s'arrête  brusquement  à  la 
réunion  des  parties  DJUetEMy  se  nomme  rebrousse-' 
ment,  et  se  distingue  assez  du  point  ilf  de  la  figure  1 1  ; 
mais  cependant  il  doiV  être  compris  dans  Tespèce  du 
minimum;  car  si  l'on  dressait  une  table  des  valeurs 
numériques  des  ordonnées  de  la  courbe  DME^  on  ne 
verrait  autre  chose  dans  cette  tnble,  pour  :rs3a, 
qu'un  nombre  plus  petit  que  le  précédent  et  le  sui- 
vant, ce  qui  est  bien  un  véritable  minimum. 

Il  y  a  un  maximum  analogue;  l'équation 

i 
en  fournit  un  exemple,  fig*  i5.  f  10.  t5. 


L 
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Aîniii,  pour  donner  une  règle  qui  fasse  connaître/ 
sans  exception ,  tous  les  points  où  les  ordonnées  d'une 
courbe  «  de  croissantes  deviennent  décroissantes,  ou 
vice  vend,  il  faut  prescrire  d'égaler  à  zéro  ou  à  t  infini 

rexpression  de  -j-  :  il  y  aura  maximum  si  la  valeur 

de  ce  coefficient  passe  alçrs  du  positif  au  négatif, 
minimum  dans  le  cas  contraire.  Il  n'y  aurait  ni  nuixi- 
rmum  ni  minimufn  s'il  n'j  arait  pas  changement  de 
signe  y  ce  qui  arrivera  toutes  les  fois  que  le  facteur  qui 
s'évanouira ,  soit  au  numérateur,  soit  au  dénomina- 
teur, aura  pour  exposant  un  nombre  pair  on  une  frac- 
tion de  numérateur  pair. 

84-  Continuons  l'examen  des  cas. que  présente  l'é- 
quation jr-=ib  +  c{x  —  û)"*.  On  vient  de  voir  ce 
qui  arrive  quand  m  est  une  fraction  dont  le  numéra- 
teur est  pair  et  le  dénominateur  impair^ 

Si  le  contraire  a  lieu,  que  m=|,  par  exemple, 
l'équation  sera 

J^b±,c{x^a)\. 

l         \^^ 

à  cause  que  (jr  —  û)*  =s  V^(a:  —  àf  est  une  expres- 
sion radicale  susceptible  du  double  signe  ±;  et  comme 
cette  expression  devient  imaginaire  pour  or  ^  a  ,  le 
pio.  i6.  poîot  ^  ifig'  ï6)  offre  la  réunion  de  deux  bran- 
ches DM  et  EM^  placées  l'une  au-dessous  de  l'autre 
sur  les  mêmes  abscisses,  et  touchant  la  ligne  A/P, 

dt*  d*v 

puisque  j^  est  infini  lorsque  xzsia.  Qaant  à  -r^ , 

infini  aussi  dans  ce  cas,  il  a,  lorsque  x^  a^  deux 
valeurs  réelles ,  l'une  correspondante  à  la  branche  ME^ 
et  de  signe  contraire  à  celui  de  l'ordonnée ,  l'autre 
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correspondante  à  la  branche  DM^  et  de  même  signe 
que  l'ordonnée,  de  sorte  que  la  première  de  ces  brap- 
dbes  est  concave  yers  l'axe  AB ,  et  la  seconde  convexe. 
Il  nods  reste  encore  à  supposer  m  une  fraction 
dont  le  nuniérateuk'  et  le  dénominateur  soient  tous 
deux  impairs,  qu'on  ait,  par  exemple. 

Ici  Fordonnée  jr  est  réelle  avant  comme  après  le 

êr 
point  Mj  Jig.  «7  f   -p  étant  infini ,  la  courbe  touche  fig.  17 

d'y*  ' 
à  ce  point ,  la  ligne  PM,  et  j^  ,  changeant  de  si- 
gne en  passant  de  x<^a  k  x^a^  il  y  a  au 
point  Mf  une  inflexion  où  ce  coefficient  différentiel 
est  infini  comme  dans  les  cas  précédens ,  quoique  les 
formes  soient  très  différentes. 

Dans  les  trois  derniers  exemples ,  on  a  pris  m  •<  1  : 
le  cas  contraire,  m^i  ne  donnerait  pas  de  formes 
nouvelles  ;  et  pour  s'en  convaincre ,  il  suffit  de  voir 
que  l'équation  proposée,  résolue  par  rapport  à  Xy 
serait 

I 

I 

g»  c 

qui  revient  au  changement  dejrenXj  et  réciproque- 
ment. Tout  se  passe  jpar  rapport  à  Vaxe  des  x,  de 
même  que  par  rapport  a  l'axe  des^,  dans  les  fi- 


(*}  Les  fraciionfl  dont  les  unnet  sont  pain,  iloÎTent  être  rëdaicot 
k  leur  plus  simple  ezptcMion ,  et  rentrent  ainti  tUtiB  Tna  deâ  trois 
indiqués 


1 
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gures  14—17  '•  c'est  comme  si  on  avait  fait  faire  ud 
quart  de  révolution  à  ces  figures. 
piG.  16.  Ainsi  le  point  M  de  la  figure  16,  qui  est  une  limite 
delà  courbe,  dans  le  sens  des  abscisses  AP ^  serait 
on  minimum  de  la  variable  x,  considérée  conune  une 
fonction  de^:  c'est  la  figure  i  r,  retournée  d'équerre, 
sur  la  droite. 

Il  faut  observer  que  les  points  de  minimum  et 
de  maximum,  marqués  sur  les  figures  11,  12,  16, 
dépendent  de  la  position  de  la  tangente ,  par  rapport 
aux  axes  des  coordonnées ,  et  qu'il  n'en  est  pas  de 
même  des  inflexions  et  des  rebroussemens ,  qui  sont 
inhérens  à  la  courbe ,  et  subsistent  toujours ,  de 
quelque   manière  qu'on  change    la  position  de  ces 

axes. 

Dans  les  rebroussemens  indiqués  fig.  i4  et  iS,  les 
deux  branches  se  touchent  par  leur  convexité  ;  mais 
il  arrive  quelquefois  que  l'une  embrasse  l'autre  :  Té* 
quation 

en  offre  un  exemple.  Si  on  la  résout  par  rapport  à  jr , 
on  trouve 

y^x^±ix\ 

et  l'on  aperçoit  aisément  que  les  deux  branches  de 

courbe  fournies  par  les  valeurs  de  jr^  s^^éunissent  au 

«G.  18.  pointa,  Jig.  18,  correspondant  à  a:  =  o,  et  qu'elles 

ne  passent  point  dans  la  partie  des  abscisses  négatives, 

puisqu'alors  le  terme  ar*  devient  imaginaire;  mais  les 
expressions 

dx  2  dx*  2    2 
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font  voir  ^'m  ^»  lev/dwx  Jiraocbef  onlpoortiaiigQiiter 
comiimfie  l'axe  d^  ^  >  dt-  q».'<tU08  toameot  toixtes  deux 
leur  cQave:(ité  TC|ra^  cet  fixe ,  {)i|i(S({a'eii  faisiuit  or  est:  «, 
le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  est  nul,  «t 
celiû  du  second  est  poiUif*  Ce  fmntei^  appelé  r^btoùs^ 
semetu  de  las^çfinde  e$pèc^,  po)ir.  le  dbtingiler  4es 
antres. 

Il  est  à  remarquer  que  le  coeftcîent  àm  >troii«ièoie 
ordre        ,  «'    . 

^w^^^«      ^^— ^       ^r^      ^         «M         «i**    ^^ 

X^  9.     1     1 

devient  alors  infini. 

Il  y  a  aussi  des  courbes  où  les  branches  qui  se  tpu-- 
chent ,  s'étendent  de  chaque  côté  du  point  de  centime  t., 
soit   en  opposant  leurs  convexités,  Jig,  19,   soit  en  fig^  19^. 
s'embrassant,/^.  20  (*).  '  .,      /  fio.  aow 

85.  Quelquefois  lef  bç«n«))^  dès  tourbe»  y  an  lieu  d# 
se  réunir  en  setoochant»  se.  conptnl,  e%^tA<katàQ9m 
lear  tangente  particulière  1  en  roicji  to  emiupk. 

Lorsqu'on  bit  *r  =  41  ».  cUtna  TexpreMion 

ses  deux  valeurs  deviennent  égales  «  ce  point  est  donc 
la  réunion  des  deux  branches  de  la  coui;be  à  laquelle 
elles  appartienneAt;  mais  quoiqu'il  n'y  afi  plus  qu'une 
seule  ordonnée  j^,  l'expressioh  de 


5i  =  ±  V^  X  -  c  ±  — — =^ , 
eu  se  vëdiniattl  à  d:  |/a  —  e^  reste  edciô^é  ddiiblè  ;  '  U 


D  J^or»t  le  TraiUdu  C^ctU  diféréntUl  eî  «/«  Calmi  Ufé- 
^ni/,  t.  UI,.page633y  n*aoa.  v.    •  ; 


l3û  TBAIvi   él.AM<NtA1RB 

Vjftleur  poiUîve  repeiKl  à  la  branche  Bupérîeuré ,  et 
la  valeur  négative  à  la  branche  infërieiire  ;  l'ane  et 
Taatre  seront  réelles  si  c^c^  et  produiront  la  fi- 
rio.  91.  gureai. 

Les  points  où  plusieurs  branches  se  réunissent  et  se 
rencoatrent  se  nomment  points  multiples^  celui  que 
nous  venons  d'indiquer  est  un  point  double ,  puisqu'il 
y  passe  deux  branches. 

Si  l'on  généralise  l'expression  précédente  de  j^,  dans 
la  forme  : 


jr  =  *  +  {X  —  fl)  V^Jt  —  c, 

le  point  correspondant  à  x  =  a  ne  sera  double  que 
pour  les  valeurs  paires  de  l'exposant  m,  parce  qu'a- 
lors seulement  le  radical  sera  susceptible  du  double 
signe  ±,  €ette  remarque,  due  à  M.  Poisson ,  concourt 
bien  avec  ce  qu'on  a  vu  dans  les  articles  précédens, 
pour  montrer  qu'il  n'y  a  que  la  discussion  oti  l'examen 
de  la  oouvbe  \  au1^  environs  du  poipt  singulier,  qui  en 
puisse  fisiie  connatlre  fetfpèce. 

11  faut  encore  remarquer  que  si  l'on  Msait  passer 
le  facteur  jr  —  a  sous  le  radical ,  dans  la  première 
expression  de^,  on  aurait 

ij-      2(a:— a)  (x  —  c)  +  («  —  ay 

^w»     HSî  ■      ■■■■!■■     -»  j—   ^1      »_  j;;         ^Mjp— —— — — iW*w 

et  que  la  su|Mj|ri0^  de  j:  ^=  a  donnerait  ^  =  -- ,  i 

cause  du  facteur  x^^a  qui,  maintenant,  est  commun 
aux  deux  termes  de  la  fraction.  En  le  supprimant ,  on 
retrouve 

d*  ^yx  —  c  ^y  T'^c 
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86,  Les.  ci>urtie«  tout  aecoaipagâees  quel^DicfÀiv'de 
)x>mu  isolés,  quiont  le  caraotèi»  4es  poinU  niiilti|il«ft  ; 
mais  on  les  en  distingW)  parce  que-,  les  coettweda  <bfr- 
Carentiels^  y  devenant  imaginaires ,  soit  dès  le  premier 
ordie,  9&ïi  plus  lard,  montrent  qa'il  n'y  a  pas  de 
pointa  consécutifs  (60). 

Soit  Téquatlon 

ajr^  -**-  Jf^  +  Ifx^  =  o, 
d'où  Ton  tire  '.:)... 


=v/- 


(af-^*) 


)  .' 


('    • 


4r  _      JcC^bf-r-a^) 

Ici  le  coefficient  différentiel  du  premier  ordce^  de^ 
▼ient  §  lorsque  x=  o  ;  ;nais  on  peut  en  avoir  la  vraie 
valeur  en  supprimant  le  facteur  x  >  commun  aux  deux 
termes  de  la  fraction ,  et  Ton  obtient 

faisant  alors  x^=iOy  il  en  résulté   -  • 


L 


2. 


A 


^i 


dx  aV<— ai 

expression  imaginaire. 

Dans  la  même  hypothèse  y  réquaûon  propdiée 
dokine  jrzsso;  mais  cette  ordonnée  »  qui  ^  iiilafjir* 
naire  lorsque  x  est  négatif,  i^devîeut  eacpvoljlflllt 
jusqu'à  ce  que  *  =  *  ;  ainsi  ie  po^t  J^,  fif^,  jaa^  fic.  1%, 
est  absolument  détaché  de  la  cour}>e ,  quoique  com- 
pris dans  son  équation. 

Les  points  de  cette  espèce  se  nomment  f^ointe.c^i^ 
jugués;  ils  résultent  de  ce  qu'une  pOrtioit.fibie  -dé  U 

9.. 


cotti^firbfosée  s^^wuiéuttïMir  la  «tenninàtioii  par- 
.tiflti|ièbe  de  qutf^  ^otiWâïite  de  sbo  éqriàtioti.  la 
4ici«iba  oditMpoàdMte  è  l'ékiaatibil 

qui  donne  ''      

offre  un  exemple  de  ces  changemens.  Elle  à  d'àbotd  le 

^  33  coure  représenté  daM  là  flgvre  t>3;  la  supposition  de 

"  '     '  c  =  o  réduit  la  parti  AF  ail  seul  point  A^  Jîg.  aa , 

""**  !!'  comme  on  l'a  tu  â^esw  s  elle  prend  la  figure  a4 

tw  lîi  *^"'I"''  ^^''^  ^^°*  quec  s'évanouisse, et  la  figure  a5, 

*  si  Ton  fait  en  même  temps  *  =  P,  Ç  =  o.  ^      . 

^latonctioil'  '    *  ....  .'.i     .j  .  ' 

..<{:»/■.      ■  '  an-4-» 

où  m  et  n  désignent'  des  nombres  entiers  positifs, 
et  où  l'on  suppose  û<:ôt  donner-lôrsque  :r=tf,m— i 
coefBciens  difiéreHÛels  nuls  t  te  n'est  qu'à  l'ordre  m 
que  l'imaginaire  parait.  '      ';       ' . 

Les  courbes  ont  aussi  quelquefois  des  pomts  smgu- 
liers  qui  ne  sont  pas  visibles  i  ee  sont  ceux  qui  résultent 
d'un  noBAre  pair  d'inflexions  qui  se  réunissent  en 
une  seule  (*). 

87.  Tputcs  cfes  espèces  de  ^Joints  se  f^tménfën  gé- 

nëval  de  la  r Amion  de  plusieurs  branches ,  proâuitè  par 

l^l^téà  laqu«Ue  parviennent  diverses  valeurs  de  x  > 

•imi  ntteceîaaUétldànsl'équirtJon  y=s»+ci:x— w)-, 

*  ,»    ■  • • 

n  f  oy«.poar  ce«  point,  et  pour  ceux  ^e  selrpenlenu^t  doBf  U. 
é*tt««V  1*  ÎV««^*«  Calcul  dif,!rentiel  et  du  Cattut  u,t^ 
^*i<j  t.  lUvipiV  *8»,  n»  i*». 


quand  l'exposant  m  est  un  nombre  fractioan^ice;  iflèif  • 
cette  circonstance  amène  des  coefliciens  diffërenti^lf 
infinis ,  puisque  daâs  Tçxpression  ^ 

à'r 

l'exposant  m«^a  devient  iségati/T  dès  qnt  h^miiysS 
qu'à  partir  de  ce  terme  ;  la  supposition  ^e  x  =  a,  rend 
infinis  tous  les  coefficiens  différenUels. 

La  même  chose  a  lieu  quand  la  i^iatipn  entrfi  j'iflt'^ 
est  dpnnée  par  une, équation  où  les  vai^^Jb!^  spot i)j|e- 
le'eç,  En  effet  y  soit  u=o  une  équation  quelçpnqujt^ 
çntre  ^  et  ^  ;  pn  aura  eénéralement 


dit         I    dttj  j»  '  4j^  d* 

djf         •    «t^  "^  dir  d» 


i-   *   ' 


•  '1 


éy  ■ 

lis  quand  une  yaleur  particulière  or  =  a ,  rend  éealf  s 
plusieurs  des  valeurs  de.  j"^  )a  fonction  u.,  qi^i  pe  c^n- 
tien^  plus  ^ors  que  les  qufii^t^tés  j^  et  if^  pfçi^njt^fa 
^^me  Z/(^  — '^)",  conduiià  .  ,  ., 

▼aleur  qui,  devenant nnllelorsque^f-esr A,  rendinfiftié 

celle  de  -j^  si  -jîî  ne  s'^vmouit  pas,  et  donne  |  s'il 
ax       ux 

s'évanouit  y  ce  qui  arrive  quand  il  a  pour  facteuf  i'^'^ 

pu  jr  —  b. 

Les  équations 


•  >      » 


'34*  TtiAirà  itiuMsrtktnt 

d^  l'onfire  ^         . 

djp      a(^— fr)  '     d*  ~  3(^  —  *)•  ' 

fournissent  des  exemples  de  ces  cas,  lorsqu^on  y  fait 
X  =  tf  9  d'où  il  re'sulte  j-zszb;  mais  en  mettant  pour  jr 
sa  valeur  dans  k  scoond  cat,  et  supprimant  le»  fiicteurs 

commùî^s  aux  deux  termes  de  la  fraction ,  op  trouve  ^ 

ox 

infini  y  quand  Tûna, 

88.  Il  est  évident  que  lorsque  les  coei&cieDS  dift^-^' 
rentiels  deviennent  infihis ,  la  série  de  Taylor,  formée 
par  ces  coefficiens,  n^peut  plus  être  employée;  mait 
il  n'y  a  pas  ici  plus  de  paradoxe  que  dans  toutes 
les  autres  circonstances  ou  il  se  manifeste  ^es  excep- 
tions dans  l^s  formules.  Lorsqu'on  remonte  àForigine 
de  ces  formules,  on  reconnaît  que  le  caractère  qui 
annonce  rexception  niqntre  en  mê^e  temps  pourquoi 
elle  a  lieu. 

En  effetf  la  série  de  Taylbr,  exprimant  le  second 
état  d'une  fonction  u  dont  la  variable  x  a  reçu  Tac- 
croissement  h  (a3) ,  ne  doit  en  général  renfermer  que 
des  puissances  entières  de  h  (ao) ,  tan(  qu'on  ;  laisse  jp 
indéterminée  ;  mais  itn'en  est  pas  ainsi  pour  toutes  les 
valeurs  particulières  de  cette  variable.  Par  exeiiiple, 
l^fsqoa  ^  =  a  4*  ^t  1»  fofl^etion 

Il  =  é  -f-  C  (JT  —  fl)f  , 

devient 

II'  :=  »  +  c  (a  +  i  —  a)f  SB  A  -f-  c&^ , 

et  pareille  chose  aura  lieu  toutes  les  fois  qu'il  dis- 
paraîtra une  quantité  soumise  à  un  radical  ;  car  st  U 


substitution  de  j:  +  A,    au  lieu  de  ^ ,  change  en 
génécâl  l/P  en 

|/P  -f  >ft  +  j*«  +  etc. , 
•  .  « 

el  qu'une  valeur  partieulière  de  x. renie  Psso,  Vtxy 
preision  ârdesèus  deyieudra 

\/ph  +  fh^  +  etc.  =^  A-  f />  +  jA  +  etc.)" , 

* 

dont  le  développement  ne  pourra  manquer  de  contenir 
des  puissances  fractioxiiiaires  de  raccroiss^ment  A- 

Ce  changement  de  forme  est  la  suite  nécessaire  de  la 
réduction  momentanée  que  \a.dispariUon  du  ri^dical 
apporte  dans  le  nombre  des  valeurs.de  la  fonction 
proposée.  Bans  Pétat  général  de  la  fonction ,  chaque 
valeur  a  son  accroissement  particulier  qui  la  perpétue  : 
ûnsi  pour 

11  =  A  ±:  ^^jç— a, 

■ 

le  théorème  de  Taylor  donne  les  deux  séries 
11'— •ii  =  ±i(jr  — tf)'*  A  q:  5  (x— fl)"' A*  ifc  etc.  ; 

.   .    .  • 

1^  signe  supérieur  répond  à  Tune  des  valeurs  de  w,  et 
l'inférieur  à  l'autre.  De  même  |  quand  la  fonction  dé- 
pend d'une  équation  où  les  variables  9ont  mêlées, 
Vezpression  des  coefficiens  différentiels,  contenant, 
outre  la  variable  indépendante,  la  fonction  elle-même, 
re^it  de  celle-ci  autant  de  valeurs  qu'elle  en  com- 
porte (Si)  y  et  le  nombre  des  accrotssemens  fournis  par 
la  série  de  Taylor,  demeure  égal  à  celui  des  valeurs  de 
la  fonction. 


V 


l3Ç  TKAITÉ  idlMBNTAnS 

Mai^  dans  les  cas  particuliers  ou  plusieurs  4«  ce» 
valeurs  se  réduisent  à  une  seule ,  il  £aut  qu'à  cette  râ- 
leur unique  répondent  plusieurs  accroîasemens  divers» 
pour  que  la  fonction  puisse  recouvier  toutes  celles 
qu'elle  doit  avoir  en  (énéraK  Or,  c'eit  ce  qui  résulte 
des  puissances  fractionnaires  de  h ,  parce  qu'elles  sont 
susceptibles  d'un  nombre  de  détermination^  marqué 
par  le  degré  du  radical  qui  les  afFeicte.  Ainsi,  dans, 
l'exemple  ci-dessus ,  lorsque  x  s=  a,  ou  a 

i. 

les  deux  différences  +  '^^  9  -^  X' ,  appliquées  à  la  va- 
lenr  unique  11  =  & ,  reproduisent  les  deux  valeurs  que. 
la  fonction  u  comporte  en  général. 

89.  On  voit  bien  ici  quç  le  cof  fficient  ^ifférenû^  de 
la  fonction  u ,  étant  exprimé  par    .  ^ 

conserve  h  au  dénominateur,  et  devient  infini  «quapd 

*  =  o. 

L'infini  ne  se  montre  pas  toujours  ainsi  au  premier 
coefficient  différentiel  ;  mais  00  le  trouve ,  à  partir 
d'un  ordre  plus  ou  moins  élevé ,  dès  <]|^ue  l6  dévelop- 
pement de  1?  —  u  doit  renfermer  des  puissances  frac-» 
tionnaires  deh.  ' 

Soit  en  général 


i 


H    étant  fonction   du  binôme    x  ^  h^   on- aura. .  •  • 


êmai  ujkB  fdnctioo  àe  S+i^  Si  on  les  diiifrmitîd  8iu> 
cessÎTement  par  rapport  à  A  «I  par  npyort  à  x»  il 

Tiendra 

.      .  .     • 

dV_  d»i/       dV  _dV     j,  ,    dV_4'g' 

di*  ~ d«di'     Ard*~  d»* '        °**     dA»  "^  ir^ ' 

et  ainsi  des  autres  ,  ce  qui  fait  voir  que  la  fonction  u 
a,  par  rapport  à  S,  les  mêmes  coefficiens 'différentiels 
que  par  rapport  à  x  :  on  passe  ensuite  à  ceux  de  if ,  en 
faisant  A  =  o. 

Cela  posé,  un  terme  quelconque  Th*^  çn  produit  dans 

d"i/ 
l'expression  de  -rr^ ,  un  de  la  forme 

,  (t  —  ,)  (1  —  i) (i  -  0  + 1)7%*""'*. 

Tant  que  le  nombre  n  sera  au^dessom  de  t  f  Fézposant 
i-^n  étant  positif,  la  supposition  de  hrsio  fera  éva- 
nouir ce  terme  ;  et  si  le  nombre  f  as  n,  U  viendra 

mais  si  le  nombre  1  est  fractionnaire ,  Texposaiit  f  «^  n 

passera  du  positif  au  négatif  sans  s'évanouir*  Dans 

ce  demîf r  cas ,  qui  a  lieu  Us  qwi  li  surpasse  f ,  le 

terme  devient  infini  lorsqu'on  y  fait  &=:0)  et  par  con- 

d'il 
séquent  aussi. la  valèur'de  -r—  dont  il  fait  partie. 

Il  est  visiUo^  que  les  termes  à  eiqposan^  fractionnake 
peuvent  être  précédés  par  des  termes  ou  l'exposant  est 
entier^  ce  dont  la  fonction  très  simple 


ris. 
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•       «  » 

offre  un  exemple  qiiaiid£> m ,  et  qu'on  y  hïi  xssai 

q 

«es  coelBcîens  différentiels  demeurent  finis  jusqu'à 
l'ordre  m  inclusivement. 

go.  Il  faut  bien  observer  que  dans  ce  qui  précède^ 
c'est  la  quantité  comprise  sons  les  radicaux  qui  s'a- 
néantit; car  les  radicaux  pourraient  aussi  disparaître , 
s'ils  étaient  multipliés  par  un  facteur  que  la  valeur 
particulière  dé  x  tendit  nul  :  on  en  a  vu  un  exemple  au 
9®  85;. mais  ce  cas  ne  fait  point  exception  à  la  série 
de  TayWy  parce  que  les  radicaux  qui  ont  disparu 
dans  la  valeur  de  la  fonction ,  reparaissent  dans  ses 
coci&ciens  différentiels. 

Soit,  par  exemple , 

Il  =  é  ±:  (x  —  tf)"  ^x— c  ;  ' 

la  supposition  de  xs=a,  qui  rend  égalei  les  deux 
valeurs  de  u ,  ne  £ait  disparuttre  les  coefficiens  différ 
rentielS' que  jusqu'à  Tordre  m  cixclusivementi  pois- 
qu'en  opérant  ici  comme  dans  le  n^  57,  on  trouve  que 
tous  les  coeffiçitns  différentiels  des  ordres  inférieurs 
contiennent  le  facteulr  x— a  à  chacun  de  leurs  termes, 
mais  que 

d"»  ^  y 

•|— =5  2b m(ift— i)....i.  K  «— -  c  +  etc. 

Ce  coefficient  differentieVet  ceux  qui  le  suivent,  ayant 
chacun  deux  valeurs,  forment  deux  séries  qui  repro- 
duisent les  valeurs  de  la  fonction  proposée. 

91 .  Les  considérations  géométriques  confirment  les 

remarques  précédentes  ;  on  voit  que  la  courbe  de  la 

35.  figm^e  a6 ,  qui  n'a  qu'une  seule  ordonnée  au  point  E 

correspondant  k  l'abscisse  AC^  ne  peut  en  avoir  deu^ 


os  CALCUL  piFviEBimsL.  iSq 

sur  Tabscûse  coasécutîf  e  Ac  y  qae  parce  que  Tordon* 
née  CE  reçoit  deux  changèmeDS  distincts  ce  et  qe'  ; 
nAîa  les  ardoniiëes  ce  et  c^  n'ëprouvevont  plus  çha* 
ciisie  qn'nn  seul  changement  quaiid  on  partira  d'une 
abscisse  différente  de  j4C.  ' 

La  même  chose  arrive  au  pdint  multiple  G  où  deu^ 
branches  de  la  courbe  se  coupent;  l'ordonnée  particu- 
lière FG  éprouve  aussi  pour  on  seul  accroissement 
d'abocisse  Ffj  deux  ehaugemenè  tg  et  rg\ 

9a.  Non-seulement  la  série  qui  exprime  le  chan* 
gement  d'^ine^fonction ,  doit ,  dans  certains  cas  partit- 
cttliers,  contenir  dés  exposans  fractionnaires^  mats  il 
peut  s'en  trouver  ausû  de  négjatifs. 

Sî  l'on  avait ,  par  exemple , 


m' 


(X— il) 

P  ne  renfermant  pas  le  facteur  x  —  a  ^  le  changement 
de  X  9in  a^ h  donnerait 

V  _  ^+p&  +  g^^  +  etc. 

^pression  qui  contient  des  puissances  négatives  de  h, 
Cest  ce  qui  arrive  aussi  à  la  fonction  \x ,  lorsque  x=  o  ; 
et  en  effet ,  une  fonction  qui  devient  infinie  lorsque 
jTsasa,  ne  peut  rentrer  dans  les  quantités  finies,  quand 
X  =  a  +  A ,  que  par  un  changement  infini. 

93.  Les  divers  cas  singuliers  que  nous  venons  d*exa-* 
miner,  ne  tenant  qu'à  des  valeurs  particulières  de  la 
variable  indépendante ,  ne  sauraient  infirmer  les  con«> 
dusîons  tirées  «le  l'état  général  de  la  fonction;  et  l^on 
peut  les  éviter  dans  la  discussion  des  courbes,  en 
considérant  ce  qui  se  passe  avant  et  après  le  point 


dont  on  veut  cpnDailre  la  nature  ;  en  sorte  que  la. 
recherche  des  points  singuliers  se  réduit  à  cette  règle 
.aussi  générale  que  $ntt^  et  qui  n'exige  que  Temploî 
du  Calcul  différentiel  j  im  obtiendra  généraiemMi 
r  indication  de  F  abscisse  à  laqueUe  répamd  un  point 
singulier,  eh  cherchant  dans  quel  cas  les  eoeffieièns 
différentiels ,  à  partir  d'un  ordre  çnefconfue,  éè- 
viennent  nMÏs,  ou  infinis,  au  |.  On  assignera  Tespke» 
du  point,  !•,  en  examinant  combien  il  passe  éebrttn^ 
ches  de  la  courbe  à  ce  point,  et  si  elles  s'étendent  ou 
non  en-deçà  et  au-delà;  a®,  en  déterminant  ^position 
de  leur  tangente;  3®.  le  sens  dans  lequel  elles  tournent 
leur  concavité  (*). 

'    '  ' 

Recherche  des  vraies  valeurs  des  expressions^ 

qui  deviennent  f  • 

94.  On  a  vu  dans  ce  ,qui  précède^  que  ^s  ooefficiens 
différentiels  se  présentaient  quelquefois  sous  la  fçrçAe^ 
qui  parait  indéterminée  ;•  néanmoins  ils  ont  toujours 
une  valeur  déterminée  qu'il  peut  être  utile  de  con- 
naître 9  et  à  laquelle  on  parvient  par  les  principes  que 
je  vais  exposer. 

Supposons  d'abord  ces  coefficiens  donnés  immédia- 
tement par  la  variable  indépendante.  Lorsqu'ils  sçQt 
sous  une  forme  fractionnaire ,  si  leur  numérateur  et 
leur  dénominateur  ont  un  facteur  commun ,  la  valeur 
qui  le  fera  évanouir  donnera  §  s  cependant  il  est  visible 

(*)  En  quittant  ce  >njet,  je  ferai  otMcrver  que  la  marche  suivie 
dans  c«  ^ai  prêche ,  podr  déterminer  les  pointa  sîngaliers  des 
c«M|H>ea,  4^l«it  ôtjk  Cracde  daoa  la  'prcmiar  volsme'dii  Traité  du 
Calcul  di^érentiel  et  du  Cftlctfi  ifit4gral  »  l^*  éàititm ,  et  qne  la 
régie  ci-dcssns  se  trouve  dans  la  première  cdiiion  rie  cet  ahrr^é. 


4 

•  ■ 

que  to^le  exfttWiion  de  la  fotnie 

Pi^x  —  aT^ 

qui  devient  I  quand  x=a,  a  uéanmoÎQs  une  vraie 
valeur  qui  est  nulle,  fiaieoaibfiuie,^  selon  que  m  >n, 
m=znjm<^nj  puisqu'en  effaçant  les  facteurs  com- 
muns à  ses  deux  termes,  on  obtieot 

— r^'   '"   Ç'   ^"    Q(ïtrsF:=- 

ir  serait  bien  facile  <î*arriver  à  ces  résultats,  si  le 
fiicteur  x-^a  ëtait  en  évidenoe  comme  dans  TezempTe 
du  n*»  85  ;  mais  on  peut  toujours  Ty  mettre  par  la 
considération  du  cbangement des  fonctions,  ainsi  qu'il 
suit.  _  .    _ 

X  ' 

Soit  ^  une  fraction  dont  le  numérateur  et  le  dé- 

nominateu^  s'évsnouisB^t  t^m»  deux  quand  ±  s=  ^  •  en 
substituant  a^h^  w.  lieu  Aesc^  les  fonctions  JTet  X' 
se  développeront  en  séries  de  la  fermé 

.^*  4.  *A^-|.  etc. ,       i^'A*'  -ju  B'h^  ^  etc. , 

et  ascendantes ,  c*est-à-<jUreji  dans  le^q^eU^s  lof  ex^ 
posaas  m^fi^tU^  iront  en  croissant  et  seront  positifs^ 
puisque  ce^  séries  devront  dey^nir  nulles  dans  i'Jiy- 
pothèse  de  A  ;=  o  ^  qui  r^ponfl  à  celle  àm  si:xxa.  ▲« 
lieu  de  la  fraction  proposée  j  on  aura  doac 

Ah""  4-  Blâ  4-  etc. 
AT' +  B^h^  +  etc.'     '    '    ' 
expression  dont  les  deax  tte:^mesont  un  factenr  com-^ 


mon  y  en  A,  et  qui  peut  piéBe&ter  les  trois  cas  «>  J ^ 

«!=«'  et  «^«'. 

Dans  les  deux  premiers ,  elle  se  réduit  à 


AlT^  +  Blh^  +  etc. 
vf  +  «'*'•"•'  +  etc. 

» 

et  si  Ton  y  fait    A  =  o,     pour  revenir  à  la  valeur 

X 
que  prend   —,y  quand    aras  a,    le  résultat  est  nul 

tontes  les  fois  que  m  surpasse  m  ^  et  est  égal  à  -^ï»  lors- 
que «=  m  ,  Dans  le  troisième  cas  y^au  contraire ,  où 
«<[  m  ^  on  a 

^  4.  Br^*- ,+  etc.  ' 


^  A''"^  +  B'if^'^  +  etc.  * 


ce  qui  devient  iafini  par  la  supposition  de  A=:  o. 

Dans  tous  les  cas ,  la  vraie  valeur  ne  dépend  que  du 
premier  terme  de  chaque  série^ 

Ainsi  y  pour  trouver  la  vraie  valeur  des  fonctions 
qui  se  présentent  sous  la  forme  indéterminée  \ ,  cAer- 
chez  le  premier  terme  de  chacune  des  séries  ascendantes 
qui  expriment  le  développement  du  numérateur  et  du 
dénominateur,  lorsque  x  =  a«-f"hy  réduisez  à  sa  plus 
simple  expression  la  nouvelle  fraction  formée  de  ces 
premiers  termes ,  et  faites  ensuite  h  =  o  :  le  résultat 
ue  vous  obtiendrez  sera  la  vraie  valeur  que  prend  la 
fraction  proposée  lorsque  x  =  a. 

95.  Quand  le  second  état  des  fonctions  X  et  X\ 
correspondant  à  x=sa  +  A,  peut  se  développer  par  le 
théorème  de  Taylor,  on  obtient 
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dJg^  1       dg'   i.a       dar  1.2.3 

'^+-dïT-*-iï^T:5+-dïr7:r3  +  *'"- 

et  si  la  valeur  ap=a  fiaiit  dispiïattre  X  et  ses  coeffi- 
ciens  différentiels  jusqu'à  l'ordre  m ,  X^  et  ses  coeffi- 
ciens  différentiels  jusqu'à  Pordre  n,  la  fraction  pro-* 
posée  se  réduit  à 


à^X 

*" 

+ 

m 

etc. 

a**  I 

■2*3« • 

.  m 

d"X' 

1.    ..m. 

A* 

+ 

etc. 

quantité  qui  sera  uuUe  si  m  ^  n,  infinie  si  vit  ^  n ,  et 
égale  à  -r;^  si  i»  =  ti. 
Venons  aux  appUeations. 

g6.  i*^.  La  fojrmule 1  qui  exfiriQie  la  somipae 

des  n  premiers  termes  de  la  progression  p&r  quotient 
Hi  t*:**!  ^:  etc. ,  devient  |  qoand  x  =  i  ;  cependant 
cette  somme,  dans  la  progression  Hi  ti:x  :t  t  etc.  à 
laquelle  oti  est  conduit isdors ,  a  une  valeur  déterminée, 
et  égale  à  ii ,  que  la  règle  précédente  va  nous  donner 
aussi.  En  effet,  après  avoir  diflihrentié  le  numérateur 

et  le  dénominateur  de  l'expression r^ ,  on   trouve 

X  ••"  I 
IUC*""*d3f 

— .     -  y  et  en  écrivant  i  au  lieu  de  x ,  il  vient  n. 

SX'  ""^  2/iÇX  *f*  ^IC' 

a*.  La  vraie  valeur  de  î— r-: — —r-r ,    dans  le 

cas  où  x  ==  c ,  ne  peut  s'obtenir  qu'après  deux  différen- 


/ 
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tiationt,  ^r  la  première  donne  ,    ^^  ,   ,  résultat  qui 


a 


dcTÎeot  encore  ~  ;  mais  en  le  diifërentiant  on  trovre  t 

o  0 

3^.  Si  l'on  cherche  la  valeur  de  la  fraction 

ar»  —  a»  * 

lorsque  xsa^a^  on  trouvera ,  après  avoir  diffe'rentié 
une  fois  le  numérateur  et  Is  dénominateur,  que  le 
premier  seul  devient  encore  nul  quand  on  met  a  au 
lieu  dex;  ce  qui  apprend  que  la  vraie  valeur  de  la 
fonction  proposée  est  nulle.  Le  contraire  aurait  eu  lieu 
pour  la  fonction 

ax  —  x^ 
^1  _  aa^x  -+-  aoa:^  —  x^' 

4".  La  fonction  transcendante ■ — ,  qui  devient - 

^  j  X        *  o 

lorsque  assmiOy  étant  traitée  de  mèoiey  doime  a'bi— b^\b  » 

qui  se  réduit  à  kx-— 1&* 

Ce  résultat  s'obtient  tout  de  suite  en  substituant  aux 

fonctions  oF  «t  b*  leurs  développemons  (27) ,  car  on 

trouve  . 

?!:^«l«-l4-h((U^»— (1*)-};^  +  eu..  . 

X  I  •  2 

et  la  supposition  de  x  =1=0  réduit  le  second  membre  de 
cette  équation  à  son  premier  terme.  En  faisant  TopéMi»  * 
tion,  un  remarquera  qu'il  y  a  un  facteur  x  qui  dÎBpa- 
ratt  par  la  division. 

r«    T      r        .•        I-^8Înx4-COSX  .,    .     .   O    , 

5».  La  fonction  -: r- se  réduit  à  -  lors 

sm^-)-cQS4r-*i  o 


r 


i 


i. 
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que  Tare  xssi9  ;  mais  en  y  appliquant  la  règle ,  on 
trouve  que  sa  vraie  valeur  est  alors  r. 
G*.  J'indiquerai  encore  les  fonctions 

et 


I  a  —  |/2<iiar-«x*  > — «-l-lx' 

dont  la  première  devient  |  lorsque  x  =  <iy  et  la  se- 
conde lorsque  x  ss  i  :  leurs  vraies  valeurs  sont  res- 
pectivement —1  et  —  2. 

97.  Quand  les  fiicteurs  qui  s'évanouissent  dans  les 
deui  termes  de  la  fraction  proposée,  sont  élevés  à  des 
puissances  fractionnaires ,  les  développemens  ne  pou- 
vant plus  s^obtenir  par  la  série  de  Taylor  (88),  le 

procédé  du  n^  gS  ne  réussit  pas. 

3 

(x»  —  «•)• 
Si  Ton  avait,  par  exemple ,  ^ 1-,  quoique  la 

(X  — tf)' 

vraie  valeur  de  cette  fraction,  lorsque  x  a:  a,  soit  (aa)  * , 
on  n'y  parviendrait  jamais  par  la  différentiation  :  on 
trouverait  successivement 


I    p 


■      '     ■    ■  ■  ■'  "    i^"       ■  ■■' 


i  etc« 


Le  premier  de  ces  résultats  devient  encore  |,  quand 
on  fait  xz=za^  et  la  même  supposition  rend  infinis  les 
noméfateurs  et  les  dénominateurs  de  chacun  des  suî- 
▼ans.  Si  Ton  taxi  disparaître  les  exposans  négatifs ,  en 
{Matant  au  dénominateur  ceux  qui  se  trouvent  dans  le 

Cale,  éif,^  5*ëdicion.  10 
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numërateur,  et  vice  versa,  les  expressions  nouTelle« 
qui  naîtront  de  ce  changement  se  rédmtont  toutes  à  |. 
Mais  si  l'on  a  recours  au  développement  immédiat 

suivant  la  forme  du  bC  94,  la  fraction ^  , 

devient  ^ 

d 

A' 
en  changeant  «  en  a+ A  ;  et  faisant  A  =  o,  on  obtient 

la  vraie  valeur  (aa)*.  ^  .      , 

Le  même  procédé  paraîtra  quelquefois  plus  com- 
mode que  la  différentiation ,  dans  le  cas  ou  elle  peut 
s'employer-  Ce  n'est,  par  exemple  qu après  avoir 
differentié  quatre  fois  de  suite  le  numérateur  et  le  de- 
Dominateur  dé  la  fraction 

qu'où  parvient  à  en  trouver  la  vraie  valeur,  dans  le  cas 


ou  xssia. 


En  écrivant  a  +  A  au  lieu  de  x ,  comme  le  prescrit 

la  règle,  il  rient  ^_ 

.«^J^-x^h^  ah'  +  y  -  ^a'  {/"'  +  ^''K 
—  2«"-H  h'  +  aa  V  «'  —  *" 
réduisant  en  série  les  deux  quantités  radicales,  on  aura 
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La  substitution  de  ces  deux  suites,  dans  la  fractioii 
précédente ,  donnera  -^  5a  po^r  la  vraie  valeur  cher- 
chée. 

g8.  Une  fonction  p^ut  encore  se  pvéacbtet  lôos  plu- 
sieurs formes  indéterminées ,  différentes  en  apparence 
de  I ,  mais  qui ,  dans  le  fond ,  reviennent  au  même ,  et 
qu'il  est  bon  de  connaître. 

I®.  Le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction 

-^peuvent  devenir  infinis  en  même  temps;  mais  cet  le 

1  .     •.  . 

fraction  étant  écrite  ainsi  :  — ,  se  réduit  à  | ,  lorsque 

X 

Xet  X'  sont  infinis. 

a®.    Il  peut  arriver  qu'oti  rencontre  un  produit 

composé  die  deux  facteurs,  Tun  infini  et  Tautce  nul. 

Soit  PQ  ce  produit;  si  la  supposition  de    x  z=z  a 

h  P 

donne  P  =  o>   Q  =  -»  on  observera  que  PQ  ==;  —, 

que  ^  =  o  ;  et  sous  cette  forme,  PQ  deviendra  \, 
V 
Nous  prendrons  pour  exemple ,  la  fonction 

(i— a:)tangi»x, 

w  désignant  la  demi-circonférence.  .Quajid  on  ,y .  fait 
x^i,  le  premier  facteur  devient  nul  et  le  second 
infini;  mais  comme 

I  - 

BXOt^X, 


tangl^  7FX 
on  obtient  (  i  *-  ar)  tang  \wx  = j —  ; 


lo.. 


i 


/ 
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fonction  dont  la  vraie  yaleur  -  se  trouve  par  le  pro- 
cédé du  n*  95. 

99.  Si  roB  demandait  la  valeur  que  reçoit  la  fonction 
—  quand  x  est  infini  ^  ou ,  ce  qui  est  la  même  chose ,  la 

limite  de  cette  fonction ,  on  ne  pourrait  y  parvenir  par 
aucun  des  procédés  dont  nous  avons  fait  usage  jusqu'à 
présent ,  à  cause  de  l'impossibilité  de. réduire  \x  en 
série  (29),  et  il  faudrait  recourir  aux  considérations 
particulières  à  la  nature  de  la  fonction  proposée  Lr. 

En  changeant  x  en  11  et  a  en  x ,  dans  le  développe- 
ment de  a*  (27),  on  aurait 

,  nia:    ,    /i*(lx)»   ,    n\\xy  . 
ar»a=i  + h  +  1  +  etc. , 

d'où  Ton  conclurait 

\x  Ix 


I               1.2             I.2.i     ' 
l  

|-  +  H  +  ^ i— ^  4.  etc. 

I*  1.2  1.2.3 

quantité  qui  tend  à  devenir  nulle  à  mesure  que  x  aug- 
mente ,  au  moins  tant  que  n  n'est  pas  d'une  petitesse 

comparable  à  celle  de  p-  (98). 

Il  suit  de  là  que  l'expression  inverse  y  est  infinie, 

sous  les  mêmes  conditions. 

Ceci  conduit  à  la  valeur  que  prend  le  produit  x^\xj 


DS   CALCUL   DtfriliXNTlBL.  l49 

quand    j:  =  o  ;     car  en  faisant    x  =- ,  on  trouve 

J 

aif\x  =  -—  —  ;  le  second  membre  devenant  nul  lors- 
que y  est  infini ,  il  s'ensntt  que  x*lx  sss  o ,  lorsque 

JT  ::=  O. 

loo.  La  Traie  valeur  des  coefficiens  diffisrentiels 
donnés  par  une  équation  où  ks  variables  sont  mê- 
lées ,  s'obtient  d'une  manièfe  analogue ,  en  pasMnt 
aux  équations  différentielles  des  ordres  supérieurs.  En 

effet  y  si—  et  j-  s'anéantissaient  dans  le  développe- 
ment de 

K^  +  *>r  +  *1  -  f(«,^)  =  o,        (48), 
il  se  réduirait  à  ^ 

d«*  dard  J^  d  j^»     f  =  o  ; 

-H  etc.  S 

en  y  fiaisant  A  =s  vA ,  on  aurait  pour  déterminer  la 
limite  de  v,  ou  rp-,  l'équation 


du  second  degré,  par  rapport  au  coefficient  différen- 
tiel cherché ,  et  donnant  par  conséquent  deux  valeurs 
au  lieu  d'une  seule  qu'eut  fourni  Téquation 

dtt       du  d/  ^^ 
d«"*'^dî~^' 

si  elle  n'était  pas  devenue  illusoire  (4^). 


1 
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}l  est  faciU  de  voir  que  si  les  trois  fonctions 

d'M         d'tt         d«K 

devenaient  nulles,  on  tomberait  sur  une  e'quation  du 
troisième  degré ,  et  ainsi  de  suite. 
.  Ces^qmtioM  ëkrées  résultent  des  dîfféréntiaiîons 
su^QoesMTas  de  la  première ,  en  y  regardant  dx^ot  d^ 
comme  o^nstaas  «  mais  il  n^est  pas  nécessaire  de  s'ar*- 
réter  &  cette  considération ,  parce  qu'on  retrouve  ces 
même9  équations  dans  la  suite  des  différentielles  four- 
nies par  la  proposée  11=  o;  car  la  preqiière 

du  ,      .    du  . 

étant  veprésentée ,  pour  abréger,  par 

Mfix  4-  Nàjr  =15  o, 

sa  différentieller  prise  en  y  regardant  jr  comme  foncn 
tion  de  x ,  suivant  la  règle  du  n^  5o ,  est  de  la  forme 

■  * 

Pd«»  +  Qdjfd^  +  Biy  +  Nd^jr  =0, 

et  se  réduisant  à 

\-  .        " 

Pix*  +  Qâ^dj'  +  Rdx*=  o, 

quand  iV^  a ,  devient  du  premier  ordre  ;  elle  donne 

alors  deux  valeurs  de  d  j-,  et  )par  conséquent  de  4^ ,  av^ 

lieu  d'une  seule. 

Si  les  coefficiens  P^  Q,  R  s'anéantissaient  aussi ,  il 
faudrait  passer  alors  à  l'équation  différentielle  du  troi- 
sième ordre ,  qui  deviendrait  du  premier.  On  verra 
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bientôt  4^9  applications  de  celte  itemarqiie  (108),  c'éit 
pourquoi  je  n'en  donne  point  ici..  .  ^^^ 

loi.  La  détermination  des  maximum^ei  ^p$,  m^'nin 
mums  étant  Tune  4^s  pl<^  importaji^tes  de.raoa^^^  j^ 
crois  devoir  la  x^endre  d'une  niiMÛén^  g^oénil^  .^t 
indépendante  de  la  considération  des  cpurb^..  >  1 

On  a  déjà  tu  (83)  que  le  caracthre  essentiel  4m^ 
maximum  consiste  en  ce  qu'il  surpasse  en  même  temps 
les  valeurs  qui  le  précèdent  et  celles  qui  le  suivent  ^ 
immédiatement;  le  contraire  a  lieu  pour  le  minimum  : 
il  est  moindre  que  les  valeurs  qui  le  précedenhet  qui 
le  S9atfe»t  immédiatement.  .  < 

Considérons  sone  la.  lorme  la  plus  générale ,  île 
déTeloppement  du  second  état  de  uzisl(x^  ^'lorsqu^oa 
donne  à  x  une  valeur  particulière  ^v  ^^  qu'on  chaa^ 
ensuite  «r  en  a-f-  A;  et  faisons  en  conséquence 

u'=  u  +  Ph''+Q}â+  Rî?^  etc. ^ 


^».  • 


les  exposans  « ,  /S,  y^  etc.  étant  entiers  ou  fractioa^* 
naîres ,  mais  rangés  suj^vantr  l'ordre  de  kar  griand«iir, 
CD  commençant  par  le  plus  petit.  Cela  posé,  l'état  de4i^ 
correspondant  à  a  —  A  se  déduira  de  u\  en  écriv^n^t 
—  A  au  lieu  de  h  \  et  en  le  désignant  par  w^,  on  aura 

u,  =  u  +  Pi^hf  +  Qi^hf  +  /î(-^/r)>  Hl  e te. , 

d'où  il  suit  que  les  différences  entre  l'état  primitif  u 
et  les  états  précédons  et  suivaus ,  seront 

«,-  u  =  P(-h)*+  Q(-h)*:^R(-hf  +  etc. , 
.    u'—u^Ph*       +Qh^    •  +flA"^  '     Ifctc; 

mais  elles  doivent  être  toutes  deux  négatives  quand  u 
est  un  maximum,  positives  dans  le  cas  co^^traire, 
et  cela  quelque  petit  que  soit  Taccroissement  h  :  il  faut 


«•ne ,  dans  Tun  et  l'autre  cas ,  que  les  premiers  ter- 
mes P(  —  hf  et  Ph*  soient  de  même  signe.  Or ,  le 
coefficient  P  étant  une  fonction  de  a,  4ui  ne  change 
point  de  signe  \  iJ  faut  pour  que  la  puissance  «  de  A  n'en 
change  pas  non  plus ,  que  son  exposant  soit  un  nom- 
bre pair,  ou  une  fraction  qui,  réduite  à  sa  plus  siinpre 
expression,  ait  un  numérateur  pair.  On  aura  aïors 

M,— tt  =  PA*  +  etc., 
Il'  — M  =  PA*+  etc.  : 

si  P  a  par  lui«méme  le  signe  +  ,  ces  deux  différences 
seront  positives,  et  u  sera  un  minimum;  si  P  a  le 
signe  •— ,  ces  mêmes  différences  seront  négatÎTcs ,  et  u 
sera  un  maximum. 

103.  Pour  appliquer  la  remarque  précédente  à  la 
détermination  qui  nous  occupe ,  il  faut  distinguer  le 
cas  où  Texposant  «  est  entier,  de  celui  où  il  est  frac- 
tionnaire. 

Bans  le  premier  cas ,  la  série  de  Taylor  s'accorde 
avec  le  développement  de  u\  au  moins  jusqu'au  terme 

Ph  inclusivement  (89) ,  en  sorte  que 

^              I         d  tt 
p  ^^ - . 


I  •  2 1  •  •  •  I 


dx* 


et  puisque  l'exposant  m  doit  être  Uu  nombre  pair, 
quand  11  est  un  maximum  ou  un  minimum,  il  iaut 
d'abord  que  la  supposition  de  x==a,  fasse  évanouir 

le  coefficient  différentiel  -p ,  qui  est  d'ordre  impair  : 
a  est  donc  une  des  racines  de  l'équation  —  =  o.  Il  faut 
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en  outre  que  cette  même  valeur  ne  rende  pas  nul  -—  , 
ou  que ,  6Î  ceh  arrive  ,  elle  rende  nul  aussi  -p-^ ,  mais 

non  pas  -r-^,  et  en  gëuéral,  tjue  le  premier  des  coef- 

ficiens  diffe'rentiels  qu'elle  ne  fait  pas  évanouir  soit 
d'ordre  pair;  elle  rendra  alors  u  maximum,  si  ce 
dernier  coefficient  est  négatif,  et  minimum  dans  le 
cas  contraire.  YoJà  pour  le  cas  où  l'exposant  «  est 
entier. 

S'il  est  fractionnaire  et  >>i,  la  valeur  :c=:<i,  qui 
donne  au  développement  de  u  la  forme  particulière 
qu'il  prend  alors ,  doit  anéantir  tous  les  coeAciens 
différentiels  des  ordres  dont  l'exposant  esl   <«  (89)  : 

du 

l'équation  —  =  o,  indiquera  donc  encore  cette  va- 
leur xsssa;  mais  pour  s'assurer  si  elle  donne  un 
maximum  ou  un  minimum ,  il  pourra  être  nécessaire 
de  calculer  à  priori  les  différences  u^~^u  et  u  ^^^u^ 
dans  la  supposition  de  A  très  petite ,  afin  de  savoir 
si  leurs  premiers  termes  sont  de  même  signe  et  quel 
il  est. 

Enfin ,  quand  « ^i,  j^  devenant  infini,  c'est  alors 

l'équation 

I 
du 

qui  indique  la  valeur  x  =:  a ,  dont  la  propriété  se  dis^ 
cttte,  comme  il  vient  d'être  dit  pour  le  cas  où  «  ^  1 . 
On  voit  encore  par  là,  comme  dans  le  n*  83  ,  que  pour 
smbrasser  lej  différens  cas  de  la  détermination  des 


\ 
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valeurs  ilex,  qui  peuvent  rendre  la /onction  u  maxi- 
mum ou  minimum,  il  faut  examiner  toutes  celles  qui 

rendent-^  nul  ou  infini^  mais  je  pense  que  la  manière 

la  plos  simple  de  faire  cet  examen  *,  sera  le  plas  souvent 

dii 
de  chercher  si  -j-  change  de  signe  ou  non  (83) ,  aux 

ûx 

environs  de  la  valeur  trouvée  pour  x. 

L'ai^Ucatîon  des  règles  précédentes  à  la  fonction 
u  sszb-^cfx  -*-  â)**,  qui  m'a  servi  d'exemple  dans  le 
n^  83»  est  trop  simple  pour  s'y  arrêter,  c'est  pourquoi 
je  passeiai  aux  questions  suivantes. 

loB.  Partager  une  quantité  a  en  deux  parties ,  de 
manière  que  le  produit  de  la  puissance  m  de  lapre- 
mière  par  la  puissance  n  de  la  seconde ,  soit  le  plus 
grand  de  tous  les  produits  semblables  qu'on  pourrait 
former. 

Soit  X  une  des  parties  de  a  ;  l'autre  sera  a  —  x  ;  et  le 
produit  dont  on  diercbe  le  maximum,  étant  représenté 
par  u ,  on  aura  «-=  jc"(«  —  jr)",  d'où  l'on  tirera 

du 

T-  =  mx"~'(û  —  Jp)*  —  nx^{a  —  x)*~* 
dx 

=  [ma  —  mx  —  nx'jx^"^  (a  —  x)*'" ' } 

et  en  égalant  à  zéro  chacun  des  facteurs  de  ce  résultat, 

on  trouvera 

ma 
jF^s        .      •     jr=  o,     x^^a. 
m  +  71 

La  première  de  ces  valeurs  répond  à  un  maximum^ 
car  lorsqu'on  là  substitue  dans  l'expression  générale  de 

d^ 

y^^y  elle  donne  la  quantité  négative 
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Le»  deux  autres  répondroaC  à  des  minimums,  lyri- 
que m  et  n  seront  pairs ,  comme  on  peat  s'en  assurer 
par  Texamen  des  coefficîens  diffëreiitielsy  ou  plus  sim* 
plement  eBCore,  en  faisant  x=:di  A  et  xzssa±K 
On  trouvera  toujours  un  résultat  positif  dans  Tun  et 
l'autre  cas,  quel  que  soit  le  signe  qu'on  donne  à  A ,  ce 
qui  prouve  que  la  fonction  proposée ,  après  avoir  décru 
jusqu'à  devenir  nulle,  ne  passe  point  au  négatif,  mais 
qu'elle  recommence  h  oroître. 

I  o4 .  Je  considérerai  encore  la  fonction  que  jr  désigne 
dans  l'équation 

j^—  %mxjr  +  x^  —  û*  =  o, 

dont  la  différentielle  est 

(jr  —  mx)àjr  —  (mjr  —  x)dx  =  o  (49)  ; 

il  viendra 

dS  "^  jr^mx' 
d'où  l'on  tirera 

mjr  — -  2;  =s  0. 

Pour  obtenir  la  valeur  de  x ,  il  faudra  combiner  cette 

dernière  équation  avec  la  proposée  ;  on  aura  par  ce 

moyen 

X       x"* 
ras  —  ,     — - — ar*  — a'=:o, 


d'où  il  1 

résulte 

• 

ma 

a 

*»  -**    "  y                       '7 

Kl— m* 

d*r 
|1  reste  à  examiner  ce  que  deyient  le  coefficient  —  • 


l56  TRAITA    iLililBNTAIllB 

La  différeniielie  seconde  de  l'ëqaatioii  proposée  dotme 
la  suivante, 

que  la  supposition  de  ^  =  o  réduit  à 
et  d'où  l'on  tire 


puis  mettant  la  valeur  de  x  et  celle  de  jr^  on  trouve 


ce  résultat  étant  négatif,  montre  que  la  valeur  de  Xr 
fiéterminée  ci-dessus,  est  un  maximum. 

Exemple  de  V analyse  dune  courbe. 

io5.  On  divise  les  lignes  en  différens  ordres  d'après 
le  degré  de  leur  équation.  La  ligne  droite  forme  le  pre- 
mier ordre ,  parce  qu'elle  représente  l'équation  géné- 
rale du  premier  degré  à  deux  indéterminées.  Les  lignes 
du  second  et  du  troisième  ordre  sont  ceHes  doot  les 
équations  montent  au  second  ou  au  troisième  de|;ré,  et 
ainsi  des  autres.  Newton ,  considérant  que  k  premier 
ordre  ne  renfermait  que  la  ligne  droite,  et  que  les 
courbes  ne  commençaient  à  se  montrer  que  dans  le 
second,  divisa  ces  dernières  en  genres,  et  nomma 
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«mrbeê  du  premier  genre  les  lignes  du  second  ordre , 
4:ourbes  du  deuxième  genre  les  lignes  da  troisîèroe 
ordre,  et  ainsi  de  snite.  .   . 

Les  lignes  d'un  même  ordre  se  subdivisent  en 
espèces»  par  la  considération  des  principales  circons- 
tances de  leur  cours. 

S'il  était  possible  de  résoudre  les  équations  de  tous  • 
les  degrés,. rien  ne  serait  plus  facile  que  de  suivre  le 
èonrs  de  la  courbe  qui  représente  une  équation  al- 
gébrique quelconque.  En  eiSet,  suf^osons  que  cette 
équation  étant  résolue  par  rapport  à  Tune  des  indéter- 
nûnées  qu'elle  renferme ,  jr^  par  exemple,  fournisse  les 
différentes  racines  X%  X'y  X*,  etc. ,  qui  seront  néces* 
sairement  des  fonctions  de  x  et*de  constantes  ;  la  ques- 
tion se  réduira  à  examiner  en  particulier  le  cours  de 
chacune  des  lignes  produites  par  les  équations 

X^X\      jr  =  X%      jr^X\     etc., 

lorsqu'on  donne  à  x  toutes  les  valeurs  tant  positives  que 
négatives,  que  peuvent  admettre  les  fonctions  X\  X*^ 
Al",  etc. ,  sans  cesser  d'être  réelles.  Ces  lignes  seront 
autant  de  branches  de  la  courbe  que  représente  l'é- 
quation proposée. 

L'étendue  de  chaque  branche  sera  déterminée  par 
celle  que  comprennent  les  diverses  sohitions  dont  est 
susceptible  l'équation  qu'elle  représente  en  particulier. 
Si  parmi  les  quantités  X\  X*,  X*,  etc. ,  il  s'en  trouve 
qui  deviennent  infinies ,  ou  dans  lesquelles  on  puisse 
supposera  infini,  il  en  naîtra  des  branches  dont  le 
cours  sera  infini ,  puisqu'elles  pourront  s'éloigner  indé- 
finiment de  l'un  des  axes  ou  de  tous  les  deux  à  la  fois. 

Dans  les  courbes  algébriques,  une  branche  ne  s'ar- 
rête que  parce  que  l'expression  de  son  ordonnée  de- 
vient imaginaire  ;  mais  le  cours  de  la  courbe  proposée 
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n'est  pas  înterrompa  pour  cela  :  il  arrire  «eidemeiit 
aloM  q«e  deux  branches  «e  rëuniaeent'et  se  eontinueiït 
réciproquement.  On  s'en  conyainora  en  obsètraM  que 
les  valeurs  imaginaires  de  y  sont  nécessiârement  en 
nonedire  pair,  et  que- celles  d'un  même  ccmple  ont  été 
réelles  et  égales  avant  de  devenir  imaginaires.  En 
effet,  l'équation  proposée  pouvant  toujours  se  dé- 
composer  eu  fiacteors  réels  du  premier  etrdu  iseeond 
degré ,  si  Ton  représente  par  f^  ^Py-J^  Qzibo  un  de 

CCS  derniers ,  rtn  verra  que  ses  racines,  Pzh  ^P^-^Qy 
ne  deviennent  imaginaires  qu'à  cause  que  Q  devient 
plus  grand  que  P*,  de  moindre  qu'il  était  d'abord, 
et  qu'il  y  a  par  conséquent  un  point  où  les  fonètions 
de  X  que  désignent  les  lettres  P  et  Qy  sont  telles 
que  P^ssQ,  ce  qui  anéantit  la  quantité  radicale ,  et 
donne  pour  y  deux  valeurs  égales. 

Si  plusieurs  branches  se  coupent  dans  un  point ,  il 
arrivera  aussi  qu'un  pareil  nombre  de  valeurs  de  jr  de*' 
viendront  égales. 

io6.  Soit,  pour  exemple,  l'équation 

Cette  équation,  résoluble  à  la  manièrie  de  celles  du 
second  degré ,  soit  par  rapport  à  jr^  soit  par  rapport 
à  Xj  donne 

et  si ,  pour  aiyréger,  on  fait 

a3o4<i^  —  iooa*j?*+  x*  =  N, 
on  en  tirera  les  quatre  valeurs 

jr=      V^^+TJCO,  J-—      V^Sa'—V^f^i'i), 
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dont  il  fkat,  d'après  ce  qui  précède ,  exavdner  la 
marche ,  pour  déterminer  le  cours  des  lignes  qui  les 
représentent* 

On  voit  d'abord  que  les  valeurs  (3)  et  (4) ,  ne  dif^ 
férant  de  (i)  et  (i)  que  par  le  signe»  doivent  donner 
des  branches  pareilles  à  celles  qui  résultent  de  ces 
dernières,  mais  seulement  placées  au-dessous  de  Taxe 
des  X.  De  plus ,  comme  la  fonction  N  ne  renferase 
que  des  puissances  paires  de  x ,  eUe  reste  la  même 
lorsqu'on  y  change  +xeTï^^x;  ainsi  le  côté  négatif 
de  Taxe  des  x  doit  offrir  des  parties  de  la  courbe 
pareilles  à  celles  qui  sont  du  côté  des  x  positifs  ^  en 
soTtç  que  celte  courbe  est  partagée  par  les  axes  des 
coordonnées ,  en  quatce  parties  égales  et  semblables  : 
c'est  aussi  ce  que  l'on  voit  par  Véquatîon  même,  qui 
ne  change  points  quelque  signe  que  l'on  donne  à  cha* 
cune  des  variables  x  et  ^. 

Examinons  donc  eu  particulier  les  valeurs  (i)  et  (2). 
Elles  ne  peuvent  être  réelles  qu'autant  que  la  valeur 
de  N  est  positive  ;  mais  cette  fonction ,  étant  ration- 
nelle et  entière,  ne  saurait  changer  de  signe  qu'en 
passant  par  zéro  :  les  racines  de  l'équation 

x*  —  looa'x*  +  a3o4^  =  o, 

seront  donc  les  limites  des  valeurs  que  l'on  peut  donner 
à  X.  On  trouvera  que  le  premier  membre  de  cette  équa* 
tion  se  décompose  dans  les  facteurs 

X  —  6a,     x  +  6a,     X  —  8fl,     x  +  8a  t 

il  sera  donc  négatif  quand x^6<3  et  ^8a,  parce  qu'alors 
un  seul  de  ses  facteturs  changera  de  signe  ;  ainsi  la 
courbe  ne  s'étend  point  au-dessus  de  la  partie  de  l'axe 
des  abscisses  comprise  entre  x  =  6a  et  x  =  8a  ;  mais 
depuis  X  =:  8a ,  iV"  deviendra  positive  pour  toujours. 
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On  observera  ensuite  qu'à 
repondent  y  dans  l'équation  (i) ,  les  valeurs 

j=^^\  ^=v/48?;  x=\/^- 

Cette  équation  fournit  donc,  i**.  une  partie  DF^fig.  27, 
qui  s'étend  du  point  D ,  pris  dans  l'axe  AC^  au  point  F 
dont  Tabscisse  ^E  =  6â;  a^.  une  auti^  partie  HXy 
qui,  partant  du  point  H  dont  l'abscisse  AGrrz^y 
s'étend  à  l'infini  dans  l'angle  BJCj  où  les  x  et  les  jr 
sont  positifs. 

L'équation  (^)  ne  donnera,  comme  l'équation .(i), 
que  des  valeurs  imaginaires  entre  xx=6ii  et  x=  Su  ; 
mais  aux  valeurs 

j::=0|     x=:6a,     xsszSa^ 
répondent 

^  =  0,     j^=|/p?,     ^  =  l/48F, 

qui  font  voir,  l^  que  l'équation  (2)  donne  une" partie 
AF  qui  va  se  joindre  à  la  partie  DF,  au  point  F  où  les 
deux  racines  (i)  et  (2)  deviennent  éf^ales  ;  2®.  que  du 
point  H  y  sur  la  partie  HX  fournie  par  l'équation  (i), 
part  une  portion  HK ,  résultant  de  l'équation  (2)  dans 

laquelle  jr  décroit  jusqu'à  zéro,  lorsque  V^Nss^Qa^^ 
ce  qui  indique  le  point  /  situé  sur  l'axe  des  x  ;  passé 

ce  point,  y^N  devenant  >  48«*.  la  valeur  fa)  est 
imaginaire  pour  toujours ,  et  la  portion  HI  finit  à  sa 
jonction  avec  la  portion  correspondante ,  située  au- 
dessous  de  l'axe  des  .r.  L'abscisse  Af  est  évidemment 
déterminée  par  l'équation 

(48a*)»  =  23o4a*  —  iboa^or»  +  tS 
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qui  revient  à 

d'où  Ton  tire 

xssù    et    x^sdiioa. 

L'abflcisse  x  =  o  étant  celle  du  point  A  àé}k  indiqué  » 
tr'est  j:s=ioâ  qui  donne  le  point  /,  où  se  termine  la 
partie  HJ. 

Il  est  à  propos  de  remarquer  que  les  pointS\^,  D 
et/,  se  détermineraient  immédiatement  par  l'équation 
proposée ,  en  cberchant  ceux  où  la  courbe  rencontre  les 
axes  des  coordonnées  »  et  que  la  discussion  précédente^, 
analogue  à  celle  de  l^quaiion  générale  du  second  degré 
(Trig,  l'ii),  suffit  pour  faire  connattre  l'étendue  des 
diverses  parties  de  la  courbe ,  mais  n'en  donne  pas  la 
forme  précise.  C'est  au  contraire  ce  que  fait  l'applica- 
tion  du  Calcul  différentiel  9   qui,  de  plus,    abréee 
beaucoup  la  recherche  des  limites  des  branches ,  et  a 
Tayantage  de  montrer  comment  cette  recherche  pour- 
rait s'effectuer  lors  même  que  l'équation  de  la  courbe 
propostée  serait  d'un  degré  trop  élevé,  pour  qu'on  put 
obtenir  l'expression  générale  de  l'une  des  variables ^ 
par  le  moyen  de  l'autre, 

107.  Je  commencerai  cette  nouvelle  discussion,  par 
l'examen  des  branches  infinies  de  la  courbe  proposée. 
L'inspection  des  valeurs  de  ^  (  1 06)  nous  a  déjà  fait  con- 
naître que  cette  courbe  a,  dans  chaque  angle  des  axes 
des  coordonnées,  une  branche  pour  laquelle  les  va- 
riables xetj"  sont  infinies  en  même  temps  ;  mais  sans 
recourir  aux  formules  citées,  si  l'on  fait  y-ssztXy 
l'équation  de  cette  courbe  se  divise  par  x*,  et  devient 

<*x*  —  gôû*/*  -|-  looû*— X*  rs  o, 

d'où  l'on  tire 

I  ooa'  —  Q6d'l* 

'p*  ÎS5  ~'—  "■ '    *  ■     —■  « 

Cale.  âif. ,  5*  cditàon.  1 1 
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résultat  qui  donne  x=s±  infini ,  lorsque  <  =:  ±:  t  ,  et 
lors  j^=±:a:.   . 
.On  aura  ensuite  (78) 

ix      x^  —  5oa»a:»  -^  W  4-  48a' r» 
dy  __  ^>  ~  48g* J^—  ^'g^  +  5oa^x*    , 

expressions  qui,  lorsqu'on  y  met  pour  jr^  sa  Taleur,  se 
réduisent  à 

goa*j?'— 48ay      48ay  —  5oa*x^ 
x^—5oa^x     '         ^— 48û'J^' 

diminuent  sans  cesse  à  mesure  que  x  et  ^  augmentent , 
et  dont  la  limite ,  quand  jt  et  jr^=.±i  infini ,  est  z^'ro. 
On  voit  par  là  ('}3)  que  la  courbe  proposée  a  deux 
asymptotes  y  passant  par  l'origine  des  coordonnées* 
Pour  achever  de  les  déterminer^  il  faut  prendre  dans  la 

dr 
même  hypothèse,  la  limite  de  l'expression  de  ^  ;  et 

formant  toutes  les  combinaisons  des  signes  4-^^  —-9  on 
trouvera  it:i  9  ce  qui  montre  que  les  asymptotes  cher- 
chées font  y  avec  Taxe  des  abscisses ,  des  angles  :±1 0^,5: 
on  ne  les  a  point  tirées^  afin  de  ne  pas  trop  compliquer 
la  figure. 

108.  Venons  maintenant  aux  points  singuliers  de  la 
courbe  que  xious  discutons.  Son  équation  dijOTérentielle 
premÂère , 

(jr*  —  48a»^)cl^  +  (5oa*x  —  x^)dx  =  o  , 

conduit  à 

dj"       x^  —  Soa*x 

di     '^^— .48a*f* 
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En  égalant  à  zéro  le  numérateur  de  ce  ooeffl^îént 
différentiel,  on  trouve  j;  =  o  et  x^  —  5oa*=:z:o.  La 
première  valeur  de  x,  substituée  dans  l'équation  pro- 
posée,  donne  j'=o  et  ^  =  ±:V^g6a*>  mai»' comme  f 

en  faisant  j:  =  o  et  r  =  o,  il  vient  ^=-,    il  faut, 

•^  ddP      o 

suivant  le  procédé  du  n®  i  oo ,  passer  à  l'équation  diffé- 
rentielle seconde,  que  la  supposition  ci-dessus  réduit  à 

—  48irtl^*  +  5ofl»dx'  =  o,     d'où    |j  =  ±:  y^. 

Il  suit  de  ces  valeurs ,  qu'au  point  A  9  la  courbe  est 
toucbée  par  deux  droites,  fiaisant  avec  l'axe  des  abscisses 
des  angles  dont  les  tangentes  trigonométriques  sont 

et  que  c'est  par  conséquent  un  point  multiple  (85). 

Pour  achever  de  connaître  la  forme  de  la  courbe  à 
ce  point,  il  faut  savoir  de  quel  côté  les  branches 
tournent  leur  concavité,  et  déterminer  en  conséquence 

d»r 
le  signe  de  -r^  avant  et  après]  ce  qui  pourrait  en- 
traîner des  longueurs ,  à  cause  que  les  deux  variables 
entrent  à  la  fois  dans  son  expression.  On  arrive  plus 
piemptement  an  but,  en  cherchant  la  valeur  de  ce 
coefficient  donnée ,  pour  le  point  même ,  par  Péquatioh 
différentielle  troisième,  qne  la  supposition  de  xsso\ 
j-=Oy    réduit  à  i44«'d^d»j<' =  o ,   et  d'où  il  faut 

nécessairement  conclure  j^  =z  o ,  puisque  •—-  n'est 

pas  nul.  Le  second  coefficient  différentiel  étant  égal  à 
zéro,  passons  au  troisième  qui  se  tire  de  la  différen- 
tielle quatrième.  Cette  dernièt-e ,  en  y  faisant  x^  j-  et 


II. 


\ 
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il*^  nuls ,  se  réduit  à 

—  4.48a*dj'dV  +  6d^<  —  6dx^  =  o; 
l'on  en  déduit  alors 

dT*  /5o 

en  mettant  pour -^  sa  valeur  dbi/ 7^.  Par  ce  moyen 

J 'expression  de  la  distance  entre  la  courbe  çt  sa  tan* 
gente ,  pour  Tabscisse  a:  -j-  ^  (76) ,  devient 

—  ±^.^         5  + etc., 

ce  qui  montre  que  la  branche  touchée  par  la  droite  ^L 

ir 

qui  répond  à  la  valeur  positive  de  -p ,  est  au-dessus  de 

ex 

cette  droite  du  côté  des  abscisses  positives ,  et  au^des^ 
BOUS,  du  côté  des  abscisses  négatives,  et  que  le  con- 
traire a  lieu  pour  la  branche  touchée  par  la  droite  AL'-^ 
que  par  conséquent  chacune  des  branches  de  la  courbe 
subit  au  point  A  une  inflexion. 

1 09.  J  e  reviens  aux  valeurs  j-z=z  dd  ^^a*:s:dt^a  ^6* 

Elles  rendent  véritablement  nulle  Texpression  de  ^^ 

puisqu'elles  ne  font  pas  évanouir  son  dénominateur  : 

ainsi,  aux  points  Detlf  que  ces  valenrei  indiquent ^ 

la  tangente  est  parallèle  à  Taxe  des  abscisses. 

On  reconnaîtra  qu'au  point  D  l'ordlo&née  est  un 

maximum  positif,  soit  en  cherchant  ce  que  devient 

d'^ 

y4  (i^^)»  ^^^^  ^^  s'assurant  que  l'ordonnée  qui  la 

précède   et  celle  qui  la  suit  immédiatement^   sont 
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toates  deux  plus  petites.  Ces  deux  moyens  sont  éf^a* 
lement  faciles  ici  ;  d'abord  le  deuxième ,  puisqu^on  a 
les  valeurs  de  ,r  (io6),  et  qu'il  s'agit  de  celles  où  le 
second  radical  a  le  signe  •)-.  Quant  au  premier  moyen , 
l'ëqaation  différentielle  seconde ,  en  y  faisant  at  =  o, 

^=dr  1^960*  et  j-^rsio,  donne  tout  de  suite  la 

d*r 
valeur  de  -r^  avec  le  signe  «^  pour  le  point  D,  ce- 
ux 

qui  indique  bien  un  maximum,  et  avec  le  signe  + 

pour  le  point  £/,  qu'il  faut  considérer  comme  un 

minimum,  puis<{ue  toute  augmentation  dans  le  sen» 

négatif  revient  à  un  décroissement  par  rapport  aux 

quantités  positives. 

Il  reste  encore  à  examiner  les  racines  de  l'équation 

^«  —  5otf*  =  o ,     savoir     x  s=  ±:  5fl v/â- 
En  les  substituant  dans  l'équation  proposée,  elles  ren- 
dent imaginaires  les  expressions  de  jr^  et  par  consé- 
quent n'appartiennent  point  à  la  courbe. 

1 10.  Cherchons  maintenant  les  valeurs  de  x  et  de  j^, 

qui  peuvent  rendre  infinie  celle  de  ^.  Égalons  pou» 

cela  son  dénominateur  à  xéro ,  ce  qui  fournira  l'équa- 

tionj*' — J^Sa*jr^Of  d'où  il  résulte  x=o  etjraBdL  V^48fl*« 
La  première  valeur,  mise  dana  l'équation  de  la  courbe^ 
donne  iooa'x*  — j:^=o;  et  l'on  en  conclut  x=zo^ 
x=:dbioa.  La  racine  xtsso  indique  encore  le  point 
multiple  placé  à  l'origine  ^;  les  deux  autres  i^pondent 
aux  points  /  et  I^  où  la  courbe  rencontre  de  nouveau 
l'axe  des  abscisses ,  mais  de  manière  que  sa  tangente 
est  perpendiculaire  à  cet  axe,    puisque  les  valeurs 

dr 

^=^^011  ne  font  point  évanouir  le  numérateur  de  ^^ 
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Oa  voit  que  ^ce  sont  les  points  à  partir  desquels  Ie& 
valeurs  d^  x^  ^^  ^^  second  radical  a  le  signe  — ,  de-^ 
viennent  imagiiiaires  pour  toujours.  On  pourrait  les 
considérer  comoie  des  maximums  par  rapport  à  la 
variable  :r  et  à  l'axe  AC-,  et  on  les  constaterait  par 

d*:c 
Texauien  des  valeurs  correspondantes  de  -i — ^ ,    obte- 
nues en  considérant,  dans  les  différentiations,  a:  comme 
fonction  de  jr^  iau  lieu  de  pirendre  ^pour  une  fonction 
de  jT.         • 

â 

Leadeuz  demièiNBS  valeurs  j-:=53b  i/4Q<»*="'*"4^  V^^^ 
conduâeAt^  xs=:dr6a>  jr=s=hSa;  Tun  de  ces  té^ 
sultata  fait  connaître  k  point  F  et  ses  analogues  > 
l'autre  le  point  H  et  ses  analogues.  Dans  tous  ces  pointa 
la  tangente  est  perpendiculaire  A  Taxe  des  abscisses  ; 
et  la  courbe  n'ayant  point  d'ordonnées  réelles ,  depuis 
x  =  6â  jusqu'à  XB=8a,  c'est-à-dire  sur  l'espace  EG, 
cette  circonstance  suffit  pour  faire  voir  comment  elle 
doit  être'toutnée  â  Végard  de  sa  tangente,  aux  points  F 
etlT. 

1 1 1 .  Après  avoir  déterminé  la  nature  de  tous  les 
points  singuliers  indiqués  par  le  coefficient  différentiel 
du  premier  ordre,  il  faut  encore  chercher  si  les  coeffi- 
ciens  des  ordres  supérieurs  n^en  manifesteraient  pas 
d'autres.  Pour  cela  il  fijiut  considérer  d'abord  le  coef-- 
iicietit  différentiel  du  second  ordre  :  son  expression 
générale  est 

elle  devient  ~ ,  lorsque  :i:  et  ^  sont  nais  ;  mais  nous 
n'avons  point  à  nous  arrêter  sur  ces  valeurs ,  puisque  le 


[ 
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point  A  auquel  elles  appartiennent,  est  suffisamment 
discuté  (108}. 

La  supposition  de  /^—  ^6à^  =  o ,  qui  £&tt  éranouir 
le  dénomioateur,  ne  doit  pas  nous  arrêter  non  plus, 
parce  que  nous  savons  qu'elle  répond  aux  points  F 
et  H  (iio)  ;  mais  le  numérateur  étant  égalé  à  zéro, 
donnera  une  équation  qui  peut  indiquer  d'autres  va- 
leurs que  les  précédentes.  Cette  équation  est 

dr» 
3x*  —  Sotf*—  (3j^—  48fl«)  ^  =  o  ; 

dr 
il  faut  en  chasser  -p,  au  moyen  de  son  expression 

f;énérale ,  et  faire  disparaître  les  dénominateurs  :  on 
obtiendra 

résultat  auquel  on  peut  donner  la  forme' 

jp«(j^-.48fl*)«  (3ap«— 5oa*)— ar»(ir*— 5oa«)»  (S^*— 48a*)  =  o. 


Si  maintenant  on  observe  que  Véquation  proposée  ne-* 
vient  elle-même  à 

(^•—  48a*)*  —  (x>  —  5ofl*)*  +  igSfl^  =  o , 

et  qu'on  prenne  dans  cette  éqiiation  la  valeur  de 
V7'*-^4^')*9  IfouT  la  substituer  dans  la  précédente, 
on  trouvera  ^  après  les  réductions , 

(x*— 5oa»)*  (25^"—  a4ar>)  +  98a'^'  (3a:*— 5oa*)  =  o. 

En  tirant  de  cette  dernière  la  valeur  de  j-*  pour  la 
substituer  dans  la  proposée,  oq  aura  une  équation 
finale  qui  ne  contiendra  plus  que  x,  et  dont  il  fau- 
drait discuter  les  racines ,  ainsi  que  je  l'ai  fait  dans 
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les  articles  précédens;  mais  comme  la  marche  <ks 
branches  de  la  courbe  indique  suffisamment  l'exis- 
tence des  points  d'inflexion  K ,  placés  entre  les  points  H 
et  If  ou  pourrait  se  borner  à  chercher  les  racines 
coçfiprises  dans  cet  intervalle ,  pour  obtenir  la  valeur 
pre'cise  de  Fabscisse  des  points  K  ;  ce  qui  serait  encore 
Ibrt  difficile ,  à  cause  du  degré  auquel  s'élève  cette 
équation  x  ainsi  il  sera  souvent  nécessaire  de  recourir 
.  à  des  moyens  particuliers  ,  pour  déterminer  les  points^ 
singuliers  des  courbes.  Le  développement  de  l'or- 
donnée en  série ,  est  un  de  ces  moyens  ;  mais  il  uç 
saurait  entrer  dans  un  traité  élémentaire  (*). 

Des  courbes  transcendantes. 

i  ï2.  Je  n'ai  considéré  jusqu'ici  que  des  courbes  ak 
gébriques;  je  vais  maintenant  faire  connaître  quel- 
ques-unes des  courbes  transcendantes  les  plus  re- 
marquables :  on  nomme  ainsi  celles,  dont  l'équation 
ne  peut  s'obtenir  en  termes  algébriques.  Je  m'occu- 
perai d'abord  de  la  Logarithmique,  courbe  dans 
laquelle  les  ordonnées  sont  les  logarithmes  des  abs- 
cjsses.  La  manière  la  plus  simple  de  la  construire  par 
points,  afin  de  s'en  former  une  idée,  est  de  diviser 
l'axe  des  abscisses  en  parties  égales ,  pour  représenter 
les  nombres,  et  de  prendre  dans  les  tables,  les  logarith- 
mes correspondons,  pour  les  porter  sur  les  ordonnées. 

Suivant  ce  procédé,  son  équation  est  jrs=z]x;  et 

quand  on  pose  xrr:  i ,  il  vient  ^  =  o,  ce  qui  fait  voir 

fie.  a8.  qu'elle  rencojitre  l'axe  AB  au  point  E^Jig.  28,  où 

l'abscisse  AE  est  égale  à  l'unité.  La  branche  EX,^ 


P}  On  en  troafera  les  principes  dans  le  W  vol.  dn  l'raite  in-:^^.^ 
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qui  répond  aux  absci9se8  posiiÎYes  plus  grandes  que 
l'unité ,  est  infinie ,  puisque  les  logarithmes  de  ce&i 
fibscisses  croisseni  toujours.  Dans  la  partie  AE^  ou 
les  abscisses  sont  des  fractions,  les  ordonnées  sont 
négatives  et  augmentent  à  mesure  que  ces  fractions 
diminuent,  en  sorte  que  la  branche  Ex  a  pour  asymp- 
tote la  partie  négative  j4c  de  l'axe  des  ordonnées  : 
^nQn  la  logarithmique  tie  s'étend  point  du  c6té  de^ 
abscisses  négatives ,  parce  que  leurs  logarithmes  sont 
iinagintfirea  (*). 

En  faisant  faire  un  quart  de  révolution  à  la  figure, 
les  s^bscisses  deviennent  les  ordonnées  ;  on  a  :p=1j^;  et 
si  a  désigne  la  base  du  système,  il  en  résulte  l'é- 
quation jr=ia*j  dans  laquelle  les  logarithmes  sont  les 
abscisses. 

On  peut  alors ,  par  des  moyennes  proporiionnelies 
tirées  du  cercle ,  trouver  autant  de  points  qu'on  vou* 
dra  de  la  logarithmique ,  puisqu'aux  abscisses 

*^»>    *^*a>  etc.,     ^=s-,  etc., 
répondent  les  ordonnées 

r=a*=  y  a. i^=a*= — - —  ,etc. ,  jr=a^zsy  i.ya.i  ,etc. 


Joignant  à  ces  valeurs  de  jr  celles  qui  se  présentent 
d'elles-mêmes,  lorsque  a:  est  i^i  nombre  entier,  on  aura 
un  procédé  graphique  très  simple,  pour  tracer  par 
pointa  une  logarithmique,  sans  le  secours  des  tables, 
k  II  est  visible  que  les  logarithmiques  ne  différent  qu'à 

raison  de  la  base ,  ou  du  module  du  système  qu'elles 
réprésentent. 


(*)  F^ojrez,  à  la  fia  de  cet  ouivB^e,  la  note  B,  et  le  1^'  vçl.  <1^ 
l'raîlc  in-4». 
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II 3.  En  dilFél'entiant  l'équatioa  j-  =  Lr,  il  vient 

àx         X 

on  voit  par-là  que  la  tangente  de  cette  courbe  est  per-« 
peifdiculaire  à  la  ligne  des  abscisses  lorsque  :r  =  o ,. 
et  qu'elle  ne  lui  est  parallèle  qu'en  supposant  x  in- 
finie (83).  L'expression  ge'nérale  de  la  soutangente  (66) 

XY 

donne  PT=.~z\  mais  en  chassant  r,  on  introduit 

M  "^ 

le  logarithme  de  x  ;  ainsi  cette  expression  est  transcen- 
dante. Cependant,  en  prenant  la  soutangente  OD  sur 

l'axe  AC .  on  aura   OD  =s  —^^izM,  résultat  bien 

QyX 

remarquable,  puisqu'il  montre  que  la  soutangente  OD 
est  constante  et  égale  an  module ,  pour  tous  les  points 
de  la  courbe.  On  trouverait  de  même  que  la  tangente, 
la  sounormale  et  la  normale ,  prises  par  rapport  à  l'axe 
AB  y  sont  transcendantes  à  cause  que.  l'ordonnée  y 
entre  dans  leur  expression ,  mais  qu'elles  deviennent 
algébriques  y  lorsqu'on  les  considère  à  l'yard  de 
l'axe  AC. 

Pour  ce  qui  regarde  le  cercle  osculateur,  on  a 

'  "^  dx'  ~        Jt:*  •     '     dx*  X'' 

^^^(«^^  ^=        MX    >   > 

Je  ne  m'arrêterai  point  à  considérer  la  développée  » 
qui  serait  nécessairement  transcendante  ;  j'observerai. 


DE   CAXJCVh  DIfFiatMTIBL.  ^71 

seulement  qu'on  pourrait  obtenir  immédiatement  Té- 
qnation  difTérentielle  de  cette  courbe ,  en  éliminant  par 
le  moyen  des  valeurs  de  jr — fi ,  de  x —  m  et  de  leurs  dif- 

dx 
fe'rentiellcs,  a:,  do:  et  dj-,  de  l'équation  djr=M—. 

114.  La  cycloide  ou  la  courbe  décrite  pir  ^n  point 
pris  sur  la  circonférence  d'un  cercle,  pendant  que 
ce  cercle  roule  sur  une  ligne  droite  donnée  de  posi- 
tion ,  est  encore  une  courbe  transcendante  ;  la  rela* 
tîon  entre  ses  ordonnées  et  ses  abscisses,  dépend  des 
arcs  du  cercle  générateur  ;  voici  comment  on  peut 
l'exprimer. 

L'origine  du  mouvement  du  cercle  étant  aibitraire , 
je  la  prends  au  point  A^  Jig.  ag ,  où  le  point  décria-'  p,é.  ^q, 
i^ant  M  se  trouvait  sur  la  droite  j4B  parcourue  par 
le  cercle  générateur  QMG,  Puisque  ce  cercle,  en  rou- 
lant, applique  successivement  tous  les  points  de  sa 
circonférence  sur  la  droite  j4B  ,  il  est  évident  que 
lorsqu'il  est  parvenu  dans  une  situation  quelconque 
QMGj  la  distance  AQ  est  égale  à  l'arc  MQ,  com- 
pris entre  le  point  M  qui  touchait  la  droite'  AB  en  A^ 
et  le  point  Q  qui  la  toucbe  dans  la  position  actuelle. 

Si  l'on  élève  sur  AB ,  par  le  point  Q ,  la  perpen- 
diculaire QOy  qui  passera  par  le  centre  du  cercle 
générateur,  et  qu'on  mène  MN  parallèle  à  AB^  MN 
sera  le  sinus  de  l'arc  MQ^  et  NQ  en  sera  le  sinus- 
verse  (Trig.  5). 

Posant  donc  QO=a,  APz=zx,  PM^QNvsj^, 
on  aura 


x=AQ—PQ:=zaTtMQ'^sïnMQj  j-=sin. verse  ^Q, 
MN=z  sin  SÎQ = |/2fl^— jF  ; 

et  en  faisant  usage  de  la  notation  employée  sur  la 
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page  60 ,  on  écrira 

X  =  arc  (sin.  verse  =  j*)  —  ^^ajr  —  ^'  * 

c'est  là  réquation  primitive  de  la  cyclolde  (*). 

L'arc  MQ  peut  aussi  s'indiquer  par  son  cosinus  ON^ 
ou  a — jf  :  on  le  fait  disparaître  par  la  différentiation  ^ 
en  se  servant  dç  la  formule  du  n®  36 ,  dans  laqutUc^ 
on  change  Rexia^  u  ena^^-jr,  x  en  3fQ  ;  on  troiMTO- 

d.arc  Mq  =r  —^^'         , 
çt  Ton  a  ensuite 


da:  =-T 


puis  àx 


V^najr^jr' 


telle  est  réquation  différentielle  de  la  cycloïde. 

Lorsque  le  point  de  contact  est  parvenu  à  une  dis-^ 
tance  AI  égale  à  la  demi- circonférence  du  cercle 
générateur,  le  point  décrivant  se  trouve  en  A' ,  et  son 

(*)  Si  l'on  TOalaU  construire  la  cycloïde  par  pointi ,  il  aerak 
commode  d^employer  lea  tables  trigonométriqaes  ;  et  comme  elle^ 
•ont  calcalées  dans  on  cercle  dont  le  rayon  est  ronît<f ,  il  faudrait 
prendre  dans  ce  cercle ,  un  arc  t  du  même  nombre  de  degtës  qne 
Tare  MQ;  on  aarait 

arc  MQ=  ai ,  ain  MQ  =  a  sin  I ,  sin .  ycrse  MQ  =s  fl  ain.  verae  1 1 
et  par  conse'quont 

x:sa(<~*sin(),         j-cr  «  sin. '»erse  f,  . 
on ,  ce  qui  est  la  même  chose  , 

jr  =  a  arc  Tsm.  yerae  =  ^  J  —  \/%ay  -rjr  V 
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^IcVation  au-dessus  de  AB  est  égale  au  diamètre  de  ce 
cercle;  il  descend  ensuite  jusqu'au  point  L,  où  le 
point  de  contact  a  parcouru  une  distance  AL  égale  à 
la  circonférence  entière. 

La  cycloïde  n'est  pas  terminée  à  ce  point ,  car  rien 
ne  limite  la  durée  du  mouvement  du  cercle  géné- 
mteur.  On  doit  bien  observer,  dans  la  description  des 
courbes  y  que  les  diverses  parties  résultantes  d'une 
même  construction  ou  d'un  même  mouvement,  ap- 
partiennent toutes  à  la  même  courbe.  Ainsi  le  cercle 
QMGy  en  continuant  de  rouler  sur  la  droite  AB^ 
au-delà  du  point  L,  décrit  une  suite  de  portions 
semblables  à  AKLy  et  il  faut  en  concevoir  autant  sur 
la  gauche  du  point  A  ,  soit  en  supposant  que  le  cercle 
roule  en  arrière  de  ce  point ,  soit  en  considérant  qu'il 
a  pu  n'y  arriver  qu'à  la  suite  d'un  mouvement  com- 
mencé depuis  un  temps  infini.  L'équation  de  la  courbe 
conduit  à  ces  remarques;  car  rien  n'empêche  d'y 
supposer  l'arc  MQ^  augmenté  ou  diminué  d'autant 
de  circonférences  qu'on  voudra.  On  voit  d'ailleurs 
que  jr  ne  pourra  jamais  surpasser  aa.  11  suit  de  là  que 
la  cycloïde ,  conçue  dans  toute  l'étendue  qu'elle  doit 
avoir,  peut  être  coupée  en  une  infinité  de  points ,  par 
une  même  ligne  droite. 

II 5.  Rien  n'est  plus  facile  que  d'obtenir  les  expres- 
sions de  la  soutangente  et  de  la  tangente ,  de  la  sou-" 
normale  et  de  la  normale,  dans  cette  courbe.  On 
trouve ,  par  les  formules  générales  du  n^  66, 

PR  =  l/aa^— y*,     MR  =  V^aor. 

On  peut  construire  ces  valeurs  d'une  manière  très 
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simple  ;  car  il  est  aisé  de  remarquer  que  PMovl  jr  étant 
considéré  comme  l'abscisse  QN  dans  le  cercle  généra* 
tcur  QMGj  la  valeur  donnée  cî^dessns  pour  PR  est 
précisément  celle  de  l'ordonnée  MN  de  ce  cercle ,  et 
qae ,  par  conséquent ,  la  normale  se  confond  avec  la 
corde  de  l'arc  MQ  ^  comme  on  peut  le  voir  aussi  par 
l'expression  de  MR.  Il  suit  de  là  que  la  tangente  JUT 
est  le  prolongement  de  la  cordeMG.  Maintenant  si  l'on 
décrit  sur  IK^  comme  diamètre ,  un  cercle  qui  sera  égal 
au  cercle  générateur,  et  que  l'on  prolonge  la  droite 
1/A^  jusqu'en  m,  il  est  visible  que  les  cordes  m/.et  niK 
seront  égales  et  parallèles  aux  cordes  MQ  et  MG  s  il 
suffira  donc,  pour  construire  la  tangente  et  la  nor- 
male dans  un  point  donné  M^  de  rapporter  ce  point 
sur  le  ceicle  fixe  JmK ,  en  tirant  la  droite  Mm  pa- 
rallèle à  JBy  et  de  mener  ensuite  il/T*  parallèlement 
à  mUCy  et  MQ  parallèlement  à  ml  {*), 

1 16.  Je  passe  à  la  recherche  du  rayon  de  courbure. 

En  difFérentiant  l'équation 

.  Xàj__ 

j'obtiens,  puisque  dx  est  constant, 

J'àj'i^àj'^J'djr) 


o = Crd*^  +  àjr*)  ^2ajr^y— 


^aajr—jr* 


(*;  Si  Ton  plaçtic  aa  point  /rorigine  des  abscisses ,  on  anrait 
PI:rzMn=:Mm'^fnn^  mais,  dans  le  parallëlogrammc  J/Ç/m, 
Mm  =  /^>  y  et  de  plos 

/Q=:^/— ^Qs  ÇiRfG  — an:  ÇiVss arc  Gi»fs=  arc iSTm  : 

donc  Mn^iùreKm'-hMKm,  ce  qui  rend  bien  fiicile  lacons- 
trncdon  de  la  conrbe,  par  points,  en  donnant  diverses  valeuis 
Il  Km, 
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réduisant  et  divisant  par  jr>  i^  vient 

d'où  je  tire 

d'r  = =^— •. 


« 


a^T— ^* 


substituant  cette  valeur  et  celle  de  d j*,  dans  Texpres* 
sion  du  rayon  de  courbure  (81),  je  trouve,  après  les 
réductions  nécessaires , 

y=zii^  (ajr)È=z  2y2ajr. 

Ce  résultat  fait  voir  que  le  rayon  de  codRuve  MM^ 
est  double  de  la  normale  MQ ,  et  qu'il  ne  peut  par 
conséquept  devenir  plus  grand  que  le  double  du 
diamètre  du  cercle  générateur^  diamètre  qui  est  à  la 
fois  Tordonnée  et  la  normale  au  point  A^  de  la  cy* 
dolde,  con'éspondant  à  l'abscisse  AI  (ii4)- 

Les   expressions  de  x  — «  et  de  ^— /8  donnent 
ensuite 

on  conclut  de  là 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  primitive  de 
la  cycloide ,  et  réduisant ,  on  obtient 


«=  arc  (sin.  verse  ==  —  /8)  +  \/ —  2afi  —  fi^^ 

résultat  qui  a  beaucoup,  d'analogie  avec  cette  équa- 
tion. Le  radical  v/^*  sajS --» /S*   devient  semblable  à 
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l/aa^  — j^*  lorsqu'on  fait  |8=  —  aa  +/3',  ce  qui  ré- 
vient à  prendre ,  au  lieu  de  l'ordonnée  EM\  toujours 
négative  y  l'ordonnée  P'M'  rapportée  à  un  tut  A'B^  ^ 
placé  au-dessous  de  AB,k  une  distance  A'Iz=i2.a, 
Par  cette  transformation  ,  il  vient 

« = arc  (sin.  verse  =  aa — ff)  -^l/ait/S' — f(*  ; 

puis,  si  l'on  observe  que  deux  arcs  dont  les  sinus  verses 
réunis  comptsent  le  diamètre  y  sont  snpplémens  l'un 
de  Tantre ,  et  qu'on  désigne  la  demi-circonférence 
par  w,  on  pourra  écrire 


•=«•  — arc  (sin.  verse =|5')  J^^%afif*^ft^ 

iPrenant  emn  «ssjr— /,  c'est-à-dire,  substituant  A 
l'abscisse  AEy  l'abscisse  AP'-rzAI^^AE^  il  viendra 

m  =  arc  (sin.  verse  =  ff)  —  \/aûiS'  — jS'», 

%'quation  d'une  cycloïdc  dont  l'origine  est  au  point  ^, 
et  décrite  sur  l'axe  Aff^  par  le  même  cercle  généra-^ 
leur  que  la  proposée ,  mais  dans  le  sens  A^ff  contraire 
kAB. 

La  même  conséquence  peut  se  tirer  immédiatement 
delà  détermination  du  rayon  de  courbure.  En  prolon- 
geant la  droite  G  Q  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  AB^ 
en  Qfj  et  menant  Q'M\  on  formera  les  triangles  GMQ 
et  QMQ'  égaux  entre  eux  :  l'angle  QM'Ç'  sera  donc 
droit;  et  si  l'on  décrit  sur  QQ^j  comme  diamètre,  un 
cercle ,  il  passera  par  le  point  Af\  et  sera  égal  au 
cercle  générateur.  Gela  posé,  puisque  l'arc  M^Ç'  est 
le  supplément  de  M'Q^  qui  lui-même  est  égal  k  MQ, 
on  aura 

arc  M'Çy^  QMG  —  ^rc  MQ 

:=iAl^AQ^qi:=iA'qf, 


—A 


ce  qui  montre  bien  clairement  qlie  1«  déyeloppée 
jfM'Aj  est  une  cycloïde  décrite  per  le  cercle  ÇH'  Q^^ 
roulant' sar  ^iT,  de  ^  vers  i?'. 

11  sait  encore  de  ce  qui  précède ,  que  k  cydoîd^ 
est  rectifiable ,  puisqu'elle  esif  elle*m^è  sa  dévelop- 
pée, et  que  Texpr^on  de  son  rayon  de  courbure 
est  algébrique;  et  on  en  déduira  ce  résultat  curieux, 
que  la  loïkgneur  de  Tare  AM*  A ,  ou  de  son  ég^al 
AMK ,  qui  compose  la  moitSf  dé  branche  décrite  pair 
une  révolution  entière  du  cercle  générateur,  est  pré^ 
eisément  la  même  qtte  celle  àt  AfKy  ou  le  dotale  du 
diamètre  de  oe  cerde. 
-   Il  faut  rettmrqùèr  auèsî  que  le  coefficient  différentiel 


d^  Y    '  €1 

du  second  ordre  -— ,  éUut  égal  à  —  -;,  est  toujouvs 

négatif  y  et  qu'il  devient  infini  ainsi  que  ^^  quand 

yssOfCe  qui  arrive  lorsque  Farc  MQ  est  nul  ou  égll 
à  un  multiple  quelconque  de  la  drconférence  :  la 
c jdoide  est  donc  concave  ver&<soh  axe ,  et  les  points 
ÂfL,  etc. ,  où  se  touchent  ses  différentes  branches , 
sont  des  poihts  de  rébroassement  de  la  première  es- 
pèce, dans  l^sqnela  la  tangente /est.  pcvpeudkpulaiiwi 
Vàjœ  des  absdsses  (83).  , 

11^.  Le^  spirales  composent  encofe  un  ordre,  de 
courbes  transcendantes,  remarquables  parleur  forme 
et  leurs  propriété.  Voici  comment  s'engfmdrç  c^Ue 
qu'imagina  Cônbn  de  Sy^cnse ,  et  dont  j^rc^^niède 
découvrit  les  principales  propriétés. 

Pendant  que  le  rayon  JiO^  fig\  3'o ,  se  meut  upî->  ,,4.  So. 
formément  autour  du  centre  A  du  cercle  OGO^  .-un 
point  mobile ,  parti  de  ce  centre,  parcourt  de  Qièmç  la 
ligne  AO  ,  et  avec  une  vitesse  telle ,  qu'il  arrive*  au 
point  O,  lorsque  cette  droite'acfaève  sa  révolution.  Il 


\ 


ÈLàaEià' 


ipai^  comme  rien  ne  s'9|}pose  à  ce  (foc  le  fçi9X  .déori" 
V'iaVî/ contmue^^^^  pOftnJt  O, 

siir  le  rà^o^^  jMrolonge ,  f  t  ^^uf^çe^^aâ  pe«t  liv**in«nie 

^  prolongera  ga  to^n^jât  to;ajo|ars  fiufi^^r  d^|>oiKiiv/) 
de  maniéré  we  je  rappûri  enjtce  la  distancé  4e  chaton 
de-  ses  jpomts  ^u  point  jf^ei  le  ryy Qn  d^  cercle  f  wi  4gai 
aiÂ  ijapport'  qui  se^trouy^  entre  l'anç  {k^Mxofii!!!  pAV  le 
point  D ,'  depuis  le  commencemei)|t  du  mç^Vie^g^puhy  iU 
ja  circoj^r^noe  f^Iffii^rf-  En  Af  \  par  €9M#9p)«>.o)l^  le 
rayon  JtPf  &  fait  une  révolution  pluy  l'arc  OGN^  on 

^Jlf  _  OGO  +  OGff 
•4N  ~  OGO        • 

te  donc  OR  lait 

et  que  y  prenant  pour  unité  le  rayon  ÂN^  on  représente 

par  ar  la  circoiittrtmce  OGO ,  il  viendra  u  =  -^. 

air 

Les  variables  de  cette  équation  sont  ce  qu^  les  ^o- 

ïitetMs  appellent  des  coor^^nn^e^j^oiaire^.  Le  centreyf 

du  cercfe  OGO^  se  nomme  lepSlej  la  ligne  AM^  as- 

ïiijettie  â  passer  toujours  par  ce  point,  est  le  n^on 

'ikcteur,  et  tient  lieu  de  Vordonnée  de  la  courbe, 

tandis  que  Tangle  parcouru  par  jiM  et  mesuré  par 

l'arc  OGN.  remplajce  Vabscisse. 

"  Potir  avoir  égard  aux  signes  de  ces  coordonnéi>s^  il 

fi&ttt  d'abord  prendre  les  arcs  négatifs  dans  le  sens.pon* 

Ifraire  2i  celui  qu^on.â  cboisi  pour  les  arcs  posiliff. 


I  >  >>  I 


dernier  étant ,  par  exemple  OGQ,  Vautre  doit  être 
OG'O.  Les  Taleurs  a^gatives  du  rayon  vecie^ur  doiv^^ut 
aussi  se  trouver,  par  rapport  dJix,  pôle,  du  càté  opposé» 
aux  valeurs  positives.  Dans  la  figure  3i,  j'ai  porté  les  fig.  3i. 
rayons  vecteurs  n<^lî&,'taoh  pas  sur  là  partie  qui 
passe  par  rextrémité  de  Tare  OG'N\  mais  sur  son 
prolongeiMttt  Jn  ;  c't^  •-  ainsi  xfott  tomlMi  là  '  ^fthtls 
trigoDoniétrii|«e  9  qttaiid:€ilUisstit|égâtite'(!rrV^.%  tkbtt: 
dun*77).  *.  •  '    ■   .        ••  •  ! 

Bu  «apéMiit  de  eetle  inauiëré''y  i^r  It  c^rbe  plr^cé- 
deotfe  j  on  trouVe  une  seebnde^  bifànche  Aibr',  et  elle 
prend  la  forme  tracée  sur  la  figure. 

La  spirale  que  je  viens  de  considérer,  et  qur  porte 
le  nom  de  spirale  dArchifnède,  n'est  qn^tm  cas  ^r- 
ticulier  des  courbes  que  représente  i'équàtioo  kirtzat"^, 
n  déai|^nt  un  exposant  quelconque. 

Tant  qtVn  est  un  nombre  positif,  lès  spirales  don- 
nées par  l'équation  u  20/*,  prenneQ,t  leur  origiâe  au 
poitkt  A\  mais  quand  nest  négatif,  zi,  d'abord  infini, 
lorsque  i  a  o ,  diminue  à  mesure  que  c6t  ai^t  aug- 
mente ^  et  à  chaque  nouvelle  révolution ,  le  point  dé-> 
crivant  s'approche  du  point  A  sans  pouvoir  jamais  y 
atteindre. 

Lorsque  n=z-»i,  la  courbe,  dont  l'équation  est 
alors  lissai^',  ou  utssa^et  qui  se  nomme  ^r^e 
hjrpcrbolîque ,  a  en  outre  upe  asymptote  droite.  En 
effet 9  si  l'on  pose  successi veulent 

1  •      t  •  *  . 

les  valeurs  correspondantes  .  ^ 

tir=a,     âsaâ,     =3a,     ==4*vetc. 

montrent  que  la  spirale ,  s'éloiguaut  de  pli^  en  plus  du 
point  ^,  ^'approche  en  mém^  temps  d'une  droite  DE^ 

13  . 


l8o  TBAiri  ihàuSHTAlBE 

riQ.  3%.^^'   3a,   menée  parallèlement  à  Taxe  AO,,   à  Une 
dbtance  jiD  =  a  ;  car,  Pjlf ,  perpendiculaire  sol*  AB, 
*  et  ayant  pour  expression 

Il  sip  MAP  =s  II  sini  3s  a  — —^ 

quand  ou  y  met  poiac  ii  sa  Taleor  af~',  «  pour  limite  «, 
lorsque  1=0  ;  la  spirale  hyperbolique  1^  doue  aussi 
pour  limite  la  droite  DE, 

Les  valeurs  négatives  4e  i  produisent  une  seoonde 
branche ,  placée  sur  le  prolongement  AV  du  rayon 
AO^  et  ayant  pour  asymptote  DE\  prolongement  de 
DJSl^  Enfin  y  si  Ton  donnait  à  la  constante  a  le  signe  ^— , 
on  répéterait  au-des9ous  de  Bffj^  la  courbe  qi|e  je  viens 
d'ii^diqner  au-dessus. 

Si,  dans  Téquation  u*  =  at^  au  lieu  de  la  distance 
FiG.  3o.  -^^tfig*  3o,  on  prenait  pour  u  la  partie  lUftfàu,  rayon 
vecteur,  comprise  entre  le  point  M  et  la  circonfé- 
rence du  cercle  OGO ^  il  viendsait  la  spinde  para^ 
bolîque,  courbe  que  Ton  formerait  en  roulant 
Taxe  d'une  parabole  autour  du  cercle  OCO;  le^  or- 
données se  trouveraient  alors  perpendiculaires,  à  la 
circonférence  de  ce  cercle ,  et  tomberaient  sur  ses 
rayons. 

1 18.  Lorsqu'on,  rapporte  les  courbes  à  des  coordon- 
nées polaires,  le  changement  du  rayon  vecteur  AM^ 
fig,  33 ,  est  la  partie  QM'  retranchée  du  rayon  vecteur 
suivant,  AM',  par  l'arc  de  cercle  MQ  décrit  du  point  A 
comme  centré,  avec  le  rayon  ^Af,  et  l'accroissement 
de  l'angle  MAO  se  mesure  par  un  arc  de  cerde  NN'^ 
décrit  d'un  rayon  AN  égal  à  l'unité.  On  voit^  comme 
dans  le  n^  60 ,  que  la  différentielle  première  de  AM 
est  le  premier  terme  du  développement  de  M'Qy  sui- 
vant les  puissances  de  NN' ,  et  les  secteurs  QAM, 


i 
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DB  CAIXUL  mMiBSXniBh.  l8l 

N'AlfétBXkt  toajoon  semblables,  il  s'ensaic  que 

■ 

Cela  posé  »  si  Ton  mène  AS  parallèle  à  la  corde  du 
petit  arc  de  cerd^  QMf  et  qu'on  prolonge  jusqu'à 
la  rencontre  de  cette  droite,  la  corde  de  Tare  MM' 
de  la  courbe  DM^  on  aurai  par  la  sUnilitude  des 
triangles  3f  QM  et  M'ASj 

QM'       AM' 

QM^  AS 

Lorsqu'on  passe  aux  limites,  la  corde  QM  peut  être 
prise  pour  Farc,  l'angle  M'QM  pouvant  approcher 
ausn  près  qu'on  voudra  d'un  droit  ^  le  triangle  M'AS 
approche  de  même  du  triangle  il/^3r  rectangle  en  A^ 
dans  lequel  AT  est  la  limite  de  AS^  et  qui  donne 

du   K> 

udt  ~  AT^ 
d'où  l'on  conclu^ 

ir'dl 


AT 


du 


On  construira  la  tangente ,  en  menant  par  le  point  A 
^e  perpendiculaire  au  rayon  Tecteur  Aoî^  et  en  por- 
tant sur  cette  droite,  la  valeur  de  AT^  donnée  par  la 
formule  ci-dessus. 

119.  Si  l'on  applique  cette  formule  &  Téquation 
Il = tfi",  on  trouvera 

If*  4t 

•      nol*""'        n. 
Bans  la  spirale  d'Archimède ,  ona/i=ieta=~; 


l8^  TRAITÉ  itilMBNTAIRE 

FiG.  3o.  il  en  résalte  jiTxs  — ,  Jîg.  3o.   On  iroit  par  cette 

expression  que  lorsque  <=2sr,  ou  après  une  réyo- 
^  latioB  du  point  dëcnvant,  ta  soutangente  e#t  i%ale 
à  la  citcoiifërence  OôOrectifiëe.  Â^èfm  vévdiiitioiis, 
I  ss  2f7t9r>  j4T= 2m'^  on  m  fois  la  chreonfiéreneè  dont 
le  rayon  est  m.^O,  et  qui  embrasse  cesmrévokitîenss 
c'est  ce  qu'a  trouve  Arcbimède. 

Quand,  nss — i,  ce  qui  estl^  cas  de  la  spirale  fay*- 
perbolique,  on  a  ^Ts=«^a,  c'est-à-dire,  que  la 
soutangente  de  cette  courbe  est  constante. 

Je  ne  m'avréte  point  à  la  recherche  de  la  souxioxmale 
et  4e  la  nowmale ,  paince  qu'on  les  obtient  £Eicilement 
lorsque  lu  MUte^ge^fa  est  cpwme. 

J'obsenrerai  seulement  que  -^•>=:  -j-  *  exprime-  la 

tangente  de  l'angle  que  iait  avec  le  rayon  vecteur  AMj 
la  droite  MT  qui  touche  la  courbe  au  point  Jf ,  et 
qu'on  a 


BtT=  \/am'^AT=  m  i/i  + 


du' 


lao.    Considérons   toujours  le  triangle    rectiligne 
FIG.  33.  MQM^^.ZS,  comme  tendant  sans  cesse  à  devenir 
/ectangle ,  ëtat    dont  il  peut  approcher  aussi  près 
qu'on  voudra.  On  en  déduit 

en  substitoant  les  arcs  à  leur»  cordés  ;  puis ,  obserrant 
que 

NN'  =  d<,     QM  =  uât,     QM'    =s  du, 


et  désignaht  fàrç  ÛMi^^xZj  on  obtient 


J'y!  >        »    H        I  >>         »  I  1» 

et     d«=l/ii*d/'  +dtt's 


telle  est  Ui  «fl^ntielië  dérWrcDJf.*  ' 

L'accroissement  de.l'aire  y^Dilf,  pr^se  relativement 
aux  coordonnë<& '^polaires y  bVst  pas  un  trapèze, 
comn^^  dm^.  }e  im  4^'W<^9u^ft.:p«lraUitfes^.«^ 
tti»  si^t^or  ^^fM^  Ia 'limite. 4u.  nf|K>rti«d^:>c^ 
secteur  «voQ  Varçi  iViV'i  «en^in  ttié«i,^  tqc|Q  cellir  ded 
rapporta  qnele^  ^i^^tm^  JiMQi  AM'A^  eoticf.leflN 
qu^U  il  #C( .  trou^  >  compia*  fit  ^ui  i«iidwi;  fwa  Vega^ 
lité ,  ont  avec  le  même  mril^N'  :  on  conclura  donc . 
de  là  qi]^e  l'aire  AE>M  étant  reprtsenliSe  piir  j-,  son 
coefficient  différentiel  doit  être 

4 

lai.  La  diffiérentielle  seconde  d*u.  sera.  ie. premier 
terme  du  déreloppemAiii  M'  Q'  -^M' Q ,'  ëuiviaét;  les 
puissances  de  NN'  (6d)  ;  et  il  faut  observer  que  lors- 
qu'on suppose  Tare .^iVconi; tant,  ou  qu'on  fait  tou- 
jours varier  l'angle  l  de  la  même  quantité ,  les/ 
arcs  QMj  ^M\  ne  sont  pas  pour  cela  éffxck,  entre 
eux ,  car  ils  sont  de  rayons  dit^ens^ 

On  pourrait  déduire  de .  là  les  .formules  du  cercle 
osculateur  et  de  la  développée  ;  mais  j'ai  préféré 
d'ap|>liqtiei^  stnt  couAes  qûîf  sobt  rap'potléês  à^  'deâ 
coordonnées  polaires,  les  expressidns  trdiivëieèr  i-elati- 
vement  aux  coordonnées  rectangles ,  parce  que  éétÀ 
marche  fournit  l'occasion  de  tiransfprmer  les  coordon- 
nées du  premier  système  datis  celles  du  second,  on 
bien  de  passer  de  celui-ci  à  l'autre.  Gela  sera  d'autant 
ftus  utile,  qu'on   rapporte  quelquefois  les  courbés 


'^4  TBAixi  iutatKsx^u^M 

algëbriqttçf  à  des  coordonnées  polaires^  on  Iç  lait  suf - 
tout  à  regard  des  courbes  du  second  degré ,  en  pre- 
nant leur  fojer  pour  pôle, 
rw.  34.      ,23    j^  placerai  an  point  A.Jig.  34,  pour  pins  de 
simpUcité ,  l'oriiîne  de$i  >ço|or4onnécft  iwl«Dgles 


•t  pour  Éxer  la  position  de  Faxe  AB  des  abscisses,  je 
désignerai  par  m  Tare  QO  compris  entre  cet  axe  «t 
le  point  O ,  origine  de  l'arc  u  En  menant  Pilf  perpen- 
dienlairs  sur  AB ,  et  en  obser^nt  qae  Tangle  MAF^ 
est  niesaré  par  Taie  /^Ç^gal  à  <— m ,  on.trourera 

xssiicos(t--riii)  (I),     ^âs«8in{£  — m)  (a)^ 

an  moyen  de  ces  yaleurs ,  on  changera  toiite  équation 
algébrique  entre  x  et  y^  dîanf  une  autre  qui  ne  con^ 
tiendra  plus  que  le  sinus  de  l'arc  I,  son  cosinus  et  le 
rayon  vecteur  ». 
'  Si  Fon-divise  y  par  x^  on  aiuu\ 

1  =  tang(/  — m); 

et  si  l'on  ajoute  leurs  qnarrés,  il  viendra 

^*  4"  ^  =  «', 

comme  le  donne  immédiajtement  le  triangle  APM. 

En  rei^versant  les  expsessipns  ci-dessus,  on  en  dé- 
duit . 

•f*  X  y 

cos  (i  —  m)  SX  -,      sîn  («  —  m)  =s - 

et  /  —  ni  =  arc  (  tang  =  -  ). 


h 
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Avec  Us  deux  premières  de  celles-d,  on  ob^eadrades 
Talenrs  de  cos  <  et  sin  l,  en  :(,  ^  et  u,  qui  substituées 
4ans  une  équation  entre  u,  cos  (  et  sin  /,  conduiront 
à  un  râultat  ne  renfermant  plus  que  x  et  jr^  puis* 

qii'on  pourra  remplacer  u  par  V^x"*  -f-  j*'. 

Si  pour  abréger,  on  suppose  que  la  ligne  AB  se 
confonde  avec  la  ligne  jéO ,  on  aura  seulement 

cos<=-f      sintss-,     d'où     tangiss*^. 

Lorsque  Téquation  en  n  et  f ,  qu'on  se  propose 
4e  tri^bsfbnner,  contient  l'arc  t  lui-même  ^  on  ne 
peut  plus  obtenir  une  relation  algébrique  entre  x 
et  j*,  puisqu'on  n'en  a  pas  de  semblable  entre  l'arc  ty 
son  sinus  et  son  cosinu^  mais  on  parvient ,  ainsi  qu'il 
suit,  à  une  équation  différentielle  qui  ne  coudent  plus 
que  X  ^  jr,  Ax  et  àjr. 

Les  équations  (i)  et  (3) ,  étant  jointes  à  celles  de 
la  courbe,  établissent  entre  les  qualre  variables  x^ 
y-fU  et  1 9  des  relations  telles ,  que  trois  de  ces  va- 
riables sont  des  fonctions  de  la  quatrième.  En  regar* 
dant  ainsi  < ,  u  et  j*  coHmie  des  fonctions  de  x  (46), 
les  équations  (i)  et  (2)  donneront 

dx  as  du  cos(<  —  m)  —  uàt  sin  (I  •—  m), 
àj  =  du  sin  (£—  m)  -f"  ^^  cos  (/  —  ifi); 

à 

fie  1  — m  =  arcrtang='M,ontirera,  parlen*36^ 
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on  aura  en6n  du  =  d  •  ^a:'+^*  (*). 

On  pourra  donc  chasser  de 'Féqnation  en  û  et  r,  et  de 
sadifférentieNeylesquàntitëa  u,  cos/,  sîn  f,  dùetdf; 
les  deux  résuliats  qu'éa  obtiendra  ne  contenant  plu» 
que  I  y  on  le  fera  disparaître  par  Vélîaiination. 

Soit  pour  exemple  Téquation  irasK  a^^  qui  donne 

I  I  .    I     .  t 

—         ^  I    -^«-«i  — 

M*  =;  a»  /,       -  II"       iu^n  cFdt  ; 

n 

les  expressions  de  « ,  de  du  et  dé  df  étant  indépen- 
dantes de  l'angle  m,  il  Tiendra ,  en  les  substitoarit  et 
en  réduisauA  au  même  détoominateur, 

-  (^*  +  J"*)'"  (^dx  +  xdjr)  =  a»  (xdjr—jrdx). 

ri  • 

t 

Avec  cette  équation  on  déteriuinerait  les  soatan- 
gentes,  les  tangentes,  etc.  des  spirales,  en  taisant 
usa^e  des  lormmes  du  ii®  66  ;  inais  puisque  c'est  en  u 
et  t  que  sont  exprimées  d'abord  les  équatioas  de  ces 
courbes  »  il  sera,  plus  simple  et  en  même  temps  plus 
général,  de  transformer  relativement  aux  ^lémes  va* 
riables,  les  formules  citées,  et  c'est  ce  que  je  vais 
faire. 

ia3.  Pour  obtenir  ces  formulés,  on  a  regardé  jr 
comme  lié  immédiatement  à  la  variable  x ,  par  l'é-» 


(*}  On  rencontre  fonTent  la  dilKreDbelle  ib  (120)  exprimée  en 
coordonnées  rectangles ,  et  il  est  par  cotisèrent  ntile  de  la  remar» 
qner.  Elle  s^obtient ,  en  mettant  ponr  dt  et  ponr  u*  leurs  valears 
trouTces  ci-dessus  ]  il  Tient  alors 
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quatioD  proposée  en  x  et  y  ;  mais  mainteiiant  que  la 
courbe  est  donnée  par  une  équation  entre  les  coor- 
données polatrea  i^  et  t,  c'est  Tune  de  ces  Variables  qui 
est  indépendante,  et  dont  Taccroisseuient  doit  être 
suppose  constant.  Soit  donc  u  =  f(l)  ;  sous  ce  point  de 
yue,  X  et  y  sont  des  fonctions  de  t,  déterminées  par 
les  équations 

•  «  >  - 

JCs;:«cof  (<— m),       jr -.=:  u  sin  (X  —  m)  (iaa)j 

• 

et,  au  moyen  de  la  dernière  remarque  du  n^  9,  on 
peut  exprinrer  aisément  les  coefficiens  dîAhrentiels 
de  jr  relatifs  à  x^  par  ceux  de  tt  relatif  à  f. 

Four  cela ,  commençons  pav  mettre  les  pvemiere  eu 
éridedce ,  en  posamt 

Ajr  =/k1x  ,       à^jr  =  qàx^  \ 

alors,  X,  jr,p  et  q  ét^nt  considtéréi  d*abord  comme  des 
fonctions  de  /,  on  aura,  par  le  n*  cité, 


Tt  df 


et  qai  cerient  à 

pourru  qu'on  entende  à  présent,  par  dr ,  dj^  et  d/r, 
des  différentielles  rapportées  â  la  variable  1  considérée 
comme  indépendante  (^;. 


{*)  On  peot  encore  parTenir  «a  même  rëiultat,  en  rpj^anfant^ 
comme  fonction  de  jr,  et  x  comme  fonction  de  t  )  sons  ce  dernier 


1 
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En  eJBectaant  dans  cette  hypothèse,  la  difEérentiation 
de /y  y  on  obtient 

dp àxd*jr  — .  djrà^^ 

Avec  ces  formules,  on  peut  maintenant  transformer 
les  expressions  de  la  soutangente,  de  la  tangente,  etc. 
et  celles  qui  se  rapportent  au  centre  de  courbure, 
ponmi  qu'on  y  ait  introduit ,  au  lieu  de  djr  et  de  d*^, 
les  coefficiens  différentiels  p  et  q^  pour  lesquels  on 
substituera  ensuite  les  valeurs  ci-dessus. 

ia4*  On  voit  d'abord  par  la  valeur  de^,  que  TesL** 
pression  de  la  soutangente ,  comme  toutes  celles  où  il 
n'entre  que  des  différentielles  du  premier  ordre,  nç 
doit  pas  changer,  et  que 

PT=^^  my-   demeure    ^,     oq.    r-»^, 

si  l'on  a  égard  au  signe  (68).  En  mettant  pour  jr^  dx 
et  djr  leurs  valeurs  (i^^)  9  ^^  ^i^i^t 

p*r_     „  .;„  fi_^s  d»  cos  (I —m)  —  udt  sin  (<— m) 

du  sw  (£— m)  +  udi  cos(/-^ï») 

On  simplifiera  beaucoup  ce  résultat,  en  observant 
que  la  ntuation  de  la  ligne  des  abscisses,  sur  laquelle 
tombe  la  distance  PT^  est  arbitraire ,  et  qu'on  peut 


poîot  de  vae,  on  «ara  (g), 

dv       djrdx  ,  âjr       et 

^  =  513?'    ^^"   ''  =  d7=J7' 

de 

d^  même  que  ci-detsui. 
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l^ar  conséquent  prendre  toujours  m  tel  que  Tare  QN 
soit  1* ,  auquel  cas  l'ordonnée  PM  se  confond  avec  le 
rayon  vecteur  jiM^  cos  (/—  m)  =  o ,  sin  (/— m)  =  i , 

et  PT  se  change  en  AT'ziz  --p-  «  résultat  conforme  à 

ce  qu'on  a  vu,  n®  1 18. 

125.  Si  y  dans  la  différentielle 

ds«V/dx'  +  dj^  (64), 

de  Tare  d'une  courbe  quelconque,  rapportée  4  des 
coordonnées  rectangles,  on  substitue  pour  dr  et  d je- 
teurs valeurs  en  coordonnées  polaires  ,  on  aura 

^  d«=  V^dw'+uMf , 

ei^pression  trouvée  pour  MM* ,  dans  le  n^  lao. 

126.  Passons  à  la  recherche  du  rayon  de  courbure. 
La  formule 

(dar»+dr*r      j     •     .                  (»+/>*)' 
y  =  — ^     j    1^  devient    y  =  — ' ^-i-, 

lorsqu'on  y  remplace  par /id:^  e^  qàs^y.  les  différent 
tielles  Ay  et  d*/*  encore  relatives  à  la  variable  x  ;  met 
tant  ensuite  pour/?  et  fleurs  valeurs  en  différentielles 
relatives  à  f ,  on  obtient 

s 
(dar*  +  d^*)^ 
^~       dard'^-— d^d'op' 

Maintenant,  si  Ton  feiit  varierdjr,  d^  et  dtt,  comme 
des  fonctio&s  de  < ,  dans  les  valeurs  de  djr  et  dj^  (  i  la) , 
elles  conduisent  à 


d*jr=d*ifCOS(^— m}— adud<sin  (<— m)—- iidrcos(t — m) , 
d*^==d^fsin(r— >iii)r+2di#d/cos(<^-m)«— udl*sin  (/—m)  ; 


l 


posant  ensuiie  i-— mssif,  comme  dans  le  n^  ia4f  et 
par  la  même  raison ,  il  viendra 

dar  =  —  iid/,  d^  =s  du, 

d*x=a  —  adi/df,        à*jrz=z  d'il  —  «d**, 

valeurs  avec  lesquelles  on  trouvera  , 

(dM'4  u^dt^y 
^  ^  Efdld'ii-^  nMt* — adtt*dr  ' 

•  « 

127.  On  a  coutume,  lors<|u'on  lait  usage  des  coor- 
donne'es  polaires ,  de  déterminer  la  position  du  .centre 
du  cercle  osculateur  par  celle  de  la  normale  et  par 
la  distance  ME ,  coqopriae  entre  le  point  M  et  le  pied 
de  la  perpendiculaire  EF^  abaissée  du  centre  F  du 
cercle  osculateur  s«r  là  droite  j^M  y  ce  qoi  donne 
quelquefois  de  l'élégance  à  la  construction  du  rayon  «^ 
de  courbure. 

Ija  ligne  jéM  étant  prise  pour  Taxe  des  ordonnées  j-^ 
la  partie  j4E  représente  Tordonnée  10  de  la  dévelop- 
pée (81)  ;  et  par  conséquent 

JlfE^AM^AE^jr^^^^^fL^t^^ 
eipression  qui  devient 

ME=^L±£:, 

lorsqu'on  substitue ^djp  et  jdx*,  aux  différentielles  dj- 
et  d^jTf  relatives  à  la  variable  x.  Si  Von  y  met  en- 
suite poi|r/7  et  q  leurs  valeurs  en  difFerentielles  rela- 
tives à  I  y  on  a 

dxd^j—^X^^^  «J'ii— u-d/»— adw»' 
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quand  on  ren»place  dx,  dj-,  d^x ,  d'j^,  par  le«  valeurs 
obtenues  dans  le  n^  précédent. 

ia8.  Pour  laire  une.  applicalien  de  cei  .foiifiiulef. 
Je  prends  la  êpiral^  logçrithmiqvcg  dc^nt  l'é^fuation  «st 
i  =  la  (*),  En  difi^roD^nt ,  U  Tient 

di  =  ilf—  (aS),    .oi|    ^  =  *^, 

ce  qui  montre  (i  19)  que  dans  tous  les  points  de  cette 
courbe ,  la  tangente  fait  le  même  Angle  avec  le  rayon 
▼ecteur. 

Une  seconde  difféEenliatîon,  effectuée  sur  Téquation 

Màu 
^^  =  — ' 

en  j  supposant  di  constant ,  donne 

«d'il  —  dtt  '  =  o ,     d'où     d*«  == : 

tt 

et  si  Von  substitue  dans  les  expressions  dé  y  ou  MF 
et  de  ME ,  cette  valeur  de  d^i/ ,  puis  celle  de  ai  en  di/ , 
on  aura 


Il  V^  I  -f-  Af* 
M 

Il  fait  de  là  que  la  drtûte  AFf  fig,  36 »  menée  per-  fig.  96 


>••■*■ 


(*)  Quand,  diav  cette  éqaiitiett,  on  lait  tî=o ,  il  Tient  u  =  ii 
aîntî  la  conrbe  paaae  par  le  poînc  O,  fig»  35;  enaaite  Ict  ^alinin  pic.  35. 
de  tt,  croissant  avec  eellfs  del,  montrent  qne  la  courbe  fait  une 
inânitë  de  reVofniîoqs  éi|  dehors  du  cercle  OiVGr  Les  reVoln  lions 
îuttfrienrss  sont  prodûftei  par  les  valeurs  négatives  det,  qui  don- 
ipfftt  {Nrar  u  dca v^lcnis  de  p)iia  en  ptoi  petitcè:  la  courbe  s'approcbe 
donc  de  pl^  en  |^|ia  fin  p^<^  «A,  mus  jamais  j  arriver* 
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pendiculairement  aa  rajon  vecteur  ^i!/,  rencontrera 
la  normale  MF  au.  centre  du  cerde  osculateur,  on  sur 
le  point  correspondant  de  la  déTeloppée  FZ. 

Cette  déTeloppée  sera  une  spirale  égale  en  tout  à 
la  proposée;  car  Tangle  AFM étant  é|fal  A  TMA^  sera 
le  même  pour  tous  les  points  de  la  courbe  FZ^  comme 
pour  ceux  de  la  coiu*be  AX. 

On  obtient  Téquation  de  la  développée  ^  en  obser-- 
Tant  que 

M 

car  si  l'on  bit  ^  =;  w',  d'où  «  =ifii',  on  aura.. 

\u  =  lM  +  lu\  et  par  conséquent  l=ljf-fltt',  ce 
qui  rcTÎent  à  f=sz  li/,  lorsqu'on  pose  <  — =  IJtf  ss  /  ;  niais 
il  faut  obsenrer  que  /  =  ON  as  ONP i». 

\ 

% 

Du  changement  de  la  variable  indépendante', 
ou  comment  on  change  la  différemieUe  qu'on 
a  prise  pour  constante,  en  une  autre  qui  ne 
le  soit  plus. 

129.  ta  transformation  employée  dans  les  n"  ia3 
et  126,  pour  la  détermination  du  cercle  osculateur  des 
courbes  à  coordonnées  polaires ,  et  qui  consiste  à  chan* 
ger  une  expression  di£Férentielle  prise  en  regardant  ^ 
comme  une  fonction  de  «,  en  une  autre  oA  x  et^ 
soient  toutes  deux  envisagées  comme  des  fonctions 
d'une  troisième  Tariable  t,  que  l'on  suppose  indé- 
pendante, cette  transformation,  dis-je,  étant  souvent 
utile ,  il  est  à  propos  d»  la  reprendre  pour  Tétendre 
k  des  expressions  différentielles  quelconques. 
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Le  coefficient  pzn-^  revient  alors  i  !l 

ir 

àt 

où  ron  doit  regarder  maintenant  ày  et  dir  comme  de^ 
fonctions  de  /,  et  les  différentier  en  conséquence ,  ce 
^ni  donnera 

^^"=Hd?)°  A^      -' 

faisant  ensuite  dp  =  qix^  on  trouvera 

I    ,  (^y\ dj?d*j^  —  d^d'x 

En  poursuivant  de  la  même  manière ,  on  aura 

et  posant  Aq^=-rAx^  on  obtiendra 

Aa^A^Y  —  ZAxA^xA'y  +  lAyA*a^  —  AxAj-A^x 
r« ^^ . 

CesC  ainsi  que  les  quantités  p^q^  r^  etc.,  qui  sont 
implicitement  des  fonctions  de  Xj  s'expriment  au 
moyen  de  dr,  Ajr^  d'^r,  etc.  y  regardées  comme  des 
fonctions  de  i;  et  en  substituant  ces  valeurs  dans 
quelque  formule  que  ce  soit,  ramenée  à  ne  contenir 
que  les  coefficiens  diBférentiels/i,  q^  r,  etc. ,  on  la  trans- 
formera sous  le  point  de  vue  général  proposé* 


^ 
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i3o.  Les  expressions  de  f  f  r,  etc.  sont  indëlermi-- 
nées,  tant  qu'on  n'assigne  aucune  relation  entre  les 
variables  x  ,  jr  ett;  mais  l'effet  de  cette  relation  éta- 
blit une  dépendance  entre  d^x  et  d^y,  puisque  / 
pouvant  aussi  être  envisagé  comme  une  fonction  de  x 
et  de  J'y  dl  en  est  pareillement  une  de  ces  variables  et 
de  leurs  difFérentielles ,  et  la  supposition  de  dt  cons- 
tant emporte  Téquation  d'i=o. 

Il  n'est  pas  .même  nécessaire,  pour  obtenir  cette 
dernière,  de  connaître  la  relation  primitive  entre  x,  jr 
et  la  variable  /  qu'on  veut  rep,arder  comme  indépen- 
dante ;  il  suffit  d'avoir  l'expressiou  de  dt. 

Si  Ton  prenait ,  par  exemple ,  pour  cette  variable  l'arc 
de  la  courbe  proposée,  on  aurait  alors  (64) 


di=y^dx^^dx^; 

et  en  diffiérent&ant  dx  et  djr  comme  des  fonctions  de  t, 
l'équation  d*/  =  o  conduirait  à 

dxd»x4.dj-d*jr  =  o,  d'où  d»x=— ^:^^. 

dx 

Chassant,  à  l'aide  de  cette  valeur  et  de  ses  différent 
tielles,  les  différentielles  d*x,  d'x,  etc. ,  des  expres- 
sions de  (7,  r,  etc. ,  on  aurait  les  formes  que  prennent 
ces  coefficiens  differentiek  lorsqu'on  fait  varier  x  et  ^ 
en  conséquence  du  changement  de  l'arc  I,  ou  lorsqu'on 
regarde  cet  arc  comme  la  variable  indépendante ,  ou 
eniia  lorsqu'on  prend  sa  diiFërenlielle  pour  constante. 
Soit  pour  exemple  l'expression 


I 


«en  mettant  pour  d^x  sa  valem*,  on  obtiendra 

1 
_      dx(d  g*  +  Hjr^y dxdt 

résultat  qui  ne  contiendra  plus  que  les  Tariables  j^  eti, 

quand  on  y  mettra  pour  dx  sa  valeur  ^dl^  — dj^- 
On  peut  aussi  faire  à  volonté 

dlsssdxy     ou     dlstssàjr^ 

d'où  il  résulte 

d*jp  =  o,     ou     d*^=:o; 

et  par  le  moyen  de  ces  hypothèses  ^  on  prend  ahema- 
tivement  x  et  j-  pour  variable  indépendante ,  c'est- 
à-dire  que  Ton  regarde  jr  comme  fonction  de  or,  ou  x 
comme  fonction  de  jr.  Dans  le  premier  cas 

q=i  -T^  >  et  dans  le  second .  çsss ^-r^. 

Si  Ton  met  cette  dernière  valeur  dans  rexpression 

9 

on  la  transformera  immédiatement  en  celle  qui  con- 
vient au  cas  où  Ton  regarde  x  comme  fonction  de  jr 
«t  qui^ft 

(dx^  +  djr^)  ' 
^™       d^d'x 

1 3 1 .  On  peut  aussi  ramener  à  dépendre  immédiate- 
ment de  X,  les  différentielles  d'une  fonction  jr  formées 
en  prenant  pour  variable  indépendante  une  fonction  t^ 

i3. . 


donnée  en  x  et  y.  Pour  cela ,  il  suffit  d'olwerver  qiiW 
regardant  celles-ci  comme  des  fonctions  de  /,  ainsi 
quelescoefficiens  différentiels/?,  q^  etc. ,  on  a  encore, 
par  le  n^  I  a3 ,  les  équations     , 

dj-=r/?dr,     dp  =  ?dj:,     dç=rdar,  etc.  ; 

mais  ix  étigat  variable , 

d^=jpdr 

conduit,  par  la  diflerentiation ,  aux  valeurs 

d*^  =  dpàx  +  pà'x 

=  ydx*   +  i»d*ar, 
d^^  =  dqdx*  +  ^qàxà^x  +  dpà^x  +  pà^x 

_  risiA    ^  3qdxd*x  +  pd^Xj 

etc., 
auxquelles  joignant 

d^/=:o,     d'l  =  o,  etc., 

qui  donneront  les  relations  des  différentielles  d^x 
et  d' r,  d^x  et  d^x^  etc. ,  on  aura  tout  ce  qu'il 
faut  pour  chasser  les  unes  et  les  autifes  de  l'expression 
différentielle  proposée ,  en  sort»  qu'il  ne  restera  plus 
que  les  coefficiens  différentiels  p\  q ,  r,  etc. ,  où  jr  est 
supposé  fonction  immédiate  de  x. 
Si  Ton  prend,  comme  ci-dessus , 

d<  =  V/dx'  +  dy,     d'où    dxd*±'i-dfd'f=à, 
il  viendra 

j.^__É=^  =  -/>d'jr,   i^jr=qix--p^d^f, 

dx 

* 

et  par  conséquent 

qdx*        ,,  PÇdx* 
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La  première  de  ces  valears ,  mise  dans 


ixdt_     dx t/d4r'+d^'  _     dar' l/^-^p* 

redonne  l'expression 

de  laqUeUe  on  est  parti  dans  le  n*  ia6. 

1 32.  Le  changement  de  variaËle  indépendante  a  aussi 
une  interprétation  géométrique.  En  effet ,  il  est  visible 
que  pour  particulariser  le  polygone  MM^M"  etc. , 
fig,  2  y  qu'on  se  propose  d'inscrire  dans  une  courbe  "**  ^' 
quelconque  CM^  il  faut  établir  une  loi  dans  la  suc- 
cession des  angles  de  ce  polygone*  J'ai  d'abord  pris 
les  différences  ^'abscisses  PP'^  F'P'*^  etc.  égales 
entre  elle?  ;  mais  on  peut  remplacer  cette  .loi  par  toute 
autre,  supposer,  par  «xçmple,  que  les  côtés  A/il/^, 
M' M' y  etc.  soieut  égaux. 

Ces  divers^  modes  cependant  ne  portent  que  sur  les 
signes ,  et  ne  sont  qu'une  manière  particulière  d'écrire 
les  coefficiens  différentiels;  car  soit  qiiej^  varie  à  cause 
du  changement  que  subit  sponlanéipent  j: ,  ou  à  cause 
de  celui  que  subit  une  autre  yariable  t^  avec  laquelle  x 
est  lié  y  cela  revient  a.u  même  pour  les  limites  qui 
sont  indépendantes  des  valeurs  des  accroissemens. 
Aussi  lorsqu'on  différentie  une  équation  entre  x  tX  jr^ 
en  faisant  varier  ù  la  fois  dx  et  dy^  on  peut  trans- 
former ensuite  les  résultats  en  coefficiens  différentiels, 
au  moyen  des  formules  du  n°  129,  parce  qu'en  met- 
tant les  valeurs  des  différentielles  de  l'une  des  varia- 
bles, toutes  celles  de  l'autre  disparaissent  d'elles- 
inémes  :  on  parvient  au  même  résultat  ftnal  que  si  l'on 


i 


arait  supposé  constante  une  des  différentieUes  pre^ 
mières  »  et  Ton  est  conduit  à  des  formules  plus  élé- 
gantes î  paitce  que  les  deux  Variablçs  y  sont  traitées 
symétriquement  (*). 

i33.  D'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  on  pourra  tQU-i 
jours  différentier  le  systènie  de  deux  équations  conte-r 
nant  trois  variables,  système  duquel  il  résulte  que 
deux  quelconques  de  ces  variables  sont  des  fonctions 
déterminées  de  la  trobièine.  Si  C/=30  et^  =  o  dé-- 
signent  deux  équations  entre  x,  jr  et  je,  (A  les  dif- 
férentiera ,  en  faisant  varier  en  même  temps  les 
différentielle^  ded  deux  indéterminées  que  Von  regarde 
comme  des  fonctions  de  la  troisième. 

Si  Ton  atait  trois  équations  C/=o,  ^=0  et  rF=o^ 
entre  quatre  variables  i^x^y^  z/trois  de  ces  variables» 
nécessairement  déterminée»  par  la  quatrième,  seraient 
des  fonction^  de  celle-ci ,  ëi  leurs  différentielles  de- 
vraient varier.' 

En  général ,  un  noihbre  m  d'équations  entre  m  -)- 1 
.variables,  déterminant  m  de  ces  variableis  au  moyen  de 
celle  qui  reste ,  ne  doit  être  regardé  que  comme  con-n 
tenant  des  fonctions  de  cette  variable  ;  il  faut  donc, 
dans  lès  diftérentiations  successives  de  ces  équations, 
faire  varier  les  différentielles  des  indéterminées  qui 
représentent  des  fonctions  de  la  variable  que  l'on 
considère  comme  indépendante ,  et  dont  on  prend  la 
différentielle  pour  constante. 

» 

i34.  Ijorsqu'on  a  des  équations  de  cette  nature ,  ooii 


(**)  On  trouvera ,  sur  ce  sajei ,  dans  le  premier  chapitre  dn  Traité 
t\u  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  in tég rai  ^  des  détails  asse? 
impnrtans  et  qui  n^attaient  encore  été  donnés  par  personne ,  qae  jç 
Mchc,  a^ant  lu  publication  de  cet  Ouvrage. 


l 
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peut  toujour»  en  tirer  uoe  r(E8altante  unique ,  ent|pe 
deux  quelconques  des  variables ,  par  un  procédé  que 
je  Tais  exposer  sur  deux  e'quations  à  trois  variables , 
et  qu'il  sera  facile  d'étea^ve  eQ3^ite  aut^i^t  qu'on,  le 
voudra. 

Soient  £/s9Qy  ^avso  ces  .ëquatipns,  l'une  de 
Tordre  m /et  l'autre  de  l'ordi'e  n,  entre  les  variables  I, 
Xj  jr  et  leurs  différentielles  «  et  dont  on  veuille  êlinûr 
ner  /  ;  la  première  pourra  contenir,  outre  la  V4kïia-» 
ble  /,  les  différentielles  dt,  d'i,.«..  d"/,  et  la  se- 
conde dx,  dV,  ....d"/.  Gomme  on  n'a  point  les 
équations  primitives,  ni.  toutes  les  différentielles  des 
ordres  inférieurs  à  ceux  des.  proposées ,  il  faut  né- 
cessfldrement  se  prpcqrer  de  nouvelles  équations  pour 
chasser  les  quantités  inconnues  d/,d^/,  etc.  ;  et  c^est 
ce  qu'on  fera  en  différentiant  n  fois  l'équation  C7  =rT  o  ^ 
et  m  fois  l'équation  /^=:o.  On  obtiendra  par  ce  moyen 
n-4-i|};équation$  nouvelles  ;  et  on  en  aura  en  tout  un 
nombre  Tn.rf-  n-|-  2 ,  en  comptant  les  deux  proposées  i 
les  inconnues  à  éliminer,  savoir,  r,  d/,  d"*^, . . . .  d*"/, .... 
d*"*""/,  étant. au  nombre  de  m  +  71  +  i,  il  restera 
donc  UQjB  équation  finale  eu  .r,  jr  et  leurs  différcn* 
tielles. 

Si  df  était  constant,' il  semblerait  qu'en  différen-* 
liant  une  seule  fois  l'une  des  équations  proposées, 
on  pourrait  éliminer  /  et  di,  puisqu'on  aurait  alors 
trois  équations;  mais  on  doit  observer  que  les  difflé* 
rentielles  d*x,  d*j^,  etc.  contiennent  implicitement  /, 
puisque  alors  on  a  regardé  x  et  jr  comme  des  fonc- 
tions de  cette  variable  (i33)i  il  faut  donc  prendre  pour 
constante  la  différentielle  de  Tune  des  variables  que 
k'on  veut  conserver. 


De  la  différentiation  des  équatàcms  contenant 
plus  dune  variable  indépendante» 

i35.  Lorsque  l'on  n'a  qu'une  seule  équation  entre 
trois  variables,  il  faut  d'abord  fixer  arbitrairement  les 
valeurs  de  deux  quelconques  de  ces  variables,  pour  dé- 
terminer la  troisième,  qui  par  conséquent  est  une 
fonction  des  deux  premières.  Si  l'on  a,  par  exemple, 
l'équation    '  *'      *- 

on  ne  pourra  obtenir  z,  sans  avoir  préalablement 
assigné  des  valeurs  k  x  et  k  jr\  mais  il  convient  d'ol>- 
server  que  les  quantités  x  et  j-  n'étant  liées  entre  elles 
par  aucune  relation,  la  seconde  peut  demeurer  la 
même ,  quoique  la  première  ait  changé,  et  récipro- 
quement. 

Il  résulte  de  là  que  la  valeur  de  z  peut  varier  de 
plusieurs  manières:  I*.  en  conséquence  d'nn  change- 
ment arrivé  à  j:  ou  à  ^  seul ,  a^.  par  le  concours  de  ces 
deux  circonstances.  Dans  le  premier  cas,  la  quantité  jr, 
ou  la  quantité  x,  étant  régardée  comme  constante, 
l'équation  proposée  revient  au  fond  à  une  équation 
à  deux  variables-,  ainsi  lorsque  x  change  seul ,  on  a 

df 

xdx  4-  zdz  =  0,     ou     x  +  z-r-=o, 

et  lorsque  c'est  j*,' 'il  vient 

jrdjr  4-  xd«  =  o7     ou     jr  +  z^  =  o. 

0x1  a  donc  successivement 

X  z 

mais  il  faut  observer  que  la  première  de  ces  différen- 
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^^les  est  relative  à  la  variabilité  particulière  de  Xj  et 
la  seconde  à  celle  de  jr  ;  c'est  ce  qu'on  exprime  en  disant 
que  l'uiie  est  la  différentielle  partielle  relative kXytX^ 
l'autre  la  différentielle  partielle  relative  à  jr  (43). 

Le  sens  de  la  question  suffit  pour  empêcher  qu'on  ne 
les  confonde  ;  et  on  les  distingue  d'ailleurs  suffisam- 
ment en  Csiisant  attention  à  la  difFe'rentielle  de  la  va- 
riable indépendante  qui  les  affecte. 

Les  coefficiens  différentiels  sont 

àz X        Az  jr 

ix  *  '       djr  "~^      T* 

i36.  En  général,  soit  u=o  une  équatipn  renfer- 
mant j:  ,  jr  et  z  ;  si  l'on  regarde  j:  et  ^  comme  les  deux 
variables  indépendantes ,  z  sera  une  fonction  de  l'une 
et  de  l'autre ,  et  lorsque  x  recevra  un  accroissement 
quelconque  y  pétant  supposé  constant ,  z  éprouvera 
un  changement  subordonnée  celui  de  x.  Dans' cette 
hypothèse,  l'équation  tt  =  o  devra  être  envisagé^ 
comme  une  équation  entre  deux  variables  ;r  et  z  :  on 
aura  donc  (48) 

dii  j^  du'ds         ■ 

i3&       d»  dr  *  ♦ 

et  de  là  on  tirera  le  coefficient  différentiel  de  jb. relatif 

é 

à  la  variable  x,   \\  faut  se  rappeler    ici ,    d'après 

>^  .  djs 

la  distinction  qui  a  été  faite  n*  i35  ,  que  dans-?- ,   Az 

n'est  que  la  différentielle  partielle  dez ,  prise  par  rap- 
port au  changement  de  x  seul. 

Il  est  évident  que  si  l'on  eût  fait  varier  jr  on  aurait 
eu ,  en  différentiant  l'éqi^tîon  proposée  comme  n^ 
contenant  que  les  variables  j*  et  z, 

du  ,  dii  àz 
t\jr  •   nz  djr 


30d  TBAiri  àhiUM»TAtBM 

Sî  Ton  multiplie  par  àx  la  première  des  équationa 
trouvées  ci-dessus,  et  la  seconde  par  ij-^  et  qu'on  les 
ajoute  enauile,  il  Tiendra 

mais  T"  ^  4-  T-  d j^  n'est  autre  chose  que  la  di£F<éran- 
tielle  totale  de  z  (40  :  on  aura  donc 
du  '.      .  dtt  ,      ,  d«, 

c'e8l^à*dire,  qu*on  pourra  égaler  à  zéro  la  ditféren  tielle 
pren^ière  de  TéqiiatiQn  i/  =  o,  prise  par  rapport  aux 
trois  varia}>les  x,  ^  et  z^  Il  ne  faut  cependant  pas 
perdre  de  vue  que  o^tte  différentielle  doit  être  regardée 
comme  équivalente  à  depx  équations;  car,  lorsqu'on  y 

dz  dz 

aura  substitué  pour  dz  sa  valeur  ~  dar  +  -r-  dj-,  Tin- 
dépendance  des  accroissemens  dx  et  dj^,  exigera  que 
les  deux  quantités  qui  les  multq[>lient  soient  sépa- 
rément égales  à  zéro. 

137.  Ou  parviendra  aUx  équations  qui  donnent  les 
eoeftdens  des  ordres  supéiicursy  en  différentîant  les 
équations 

dit    .    du  dz  ,^. 

di  +  SS^*»^^^' 

du    .    duàz  ,-^ 

En   n'ayant  d'abord  égai^  qu'au  changement  de  x^ 

non-seulement  z  variera ,   mais  en  même  temps  le 

'    dz  ^^'' 
coefficient  du  premier  ordre  -p  donnera  naissance  au 
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coefficient  du  second  ordre  ^ — •  En  diffërentiant  donc 

or* 

Fécpiation  (X)  par  rapport  à  x ,  on  aura ,  comme  pour 

les  épations  à  denx  variables  ^ 

d*tt  d'il   ds       d'i/  àz^    ,   du  d'g  _      --^ 

Si  Ton  dilFtfrentie  (X) ,  par  rapport  à  j^  et  à  r,  ou  (Y) , 
par  rapport  à  «  et  à  2,  en  observant  qtie ,  dans  le  pre- 
mier cas ,  y  donne  -i — r-  «  et  dans  le  second .  -r-  donne 
'dx  dj^dor'  àjr 

d'à  à'z  ^    1.  .      . 

j—j—  =^    ;    ,  on  aura  un  résultat  unique,  qui  sera 

à*u  d'il  dx       d'M  dg    ,  d*i/djgdx       du  d^g  /yv) 

ixéjr  "**  çisd^  dx      dzd*  îr      dz»  dx^T      d»  dxdf  "~  ^  ^ 

En6n  l'ëquation  (K),  difTérentiëe ,  en  regardant^ et  z 
comme  seules  vaHables,  produira 

d*u  d-ii  df       d'tt  dx*       dtt  d«z  _         ^ 

Les  coeflicîens  diiFérentiels  de  la  fonction  z  n'étant 
qu'au  nombre  de  trois  pour  ]e  second  ordre ,  seront 
donc  déterminés  par  les  trois  équations  que  nous  ve- 
nons d'obtenir. 

11  faut  observer  que  si  Ton  multiplie  l'équation  (XX) 
par  dx*,  l'équation  (XY)  par  2dxd^,  l'équation  (TY) 
par  djr*^  et  qu'on  ajoute  les  produits,  en  remplaçant 
les  termes 

jjdx+   ^d^pardx(4i), 


3P4  TAAlxi   iLiMBNTAlNB 

on  formera  ia  même  équation  finale  que  celle  qu'où 
aurait  pbtenue  si  l'on  avait  dffférentié  Téquation 

en  y  faisant  varier  à  la  fois  les  quantités  x^  y^z  et 
ds,  et  en  y  regardant  Ax  et  àjr  comme  constans ,  ce 
qui  donnerait  la  différentielle  seconde  totale  de  v, 
dans  l'hypothèse,  de  z  fonction  de  x  et  de  y* 

i3ô.  On  étendra  s^ns  peine  ces  considérations  à  te], 
pfdre  de  dlfférentiatîon  et  à  tel  nombre  de  variables 
qu'on  voudra  ;  car  tout  se  réduit  à  deteirminer  celles 
qui  sont  indépendantes ,  ce  qu'on  ne  peut  faire  que  par 
la  nature  de  la  question  qui  a  conduit  à  l'équation  ou 
au  équations  proposées;  et  ensuite  on  différentiera, 
par  rapport  h  chacune  de  ces  variables  en  particulier, 
en  traitant  les  autres  comme  des  fonctions  de  celles-ci. 

Si  j  par  exemple ,  on  a  les  deux  équations 

tt  =  o,         V  =  o, 

entre  les  cinq  variables  Syt^XyjrtiZy  on  verra 
que  trois  de  ces  variables  sont  indépendantes.  Suppo- 
sant donc  que  j^  et  z  soient  les  deux  yariables  subor^ 
données ,  ou  des  fonctions  de  ^ ,  ^>  ^  >  données  par  les 
équations  proposées,  on  différentiera  successivement  ii, 
et  V  par  rapport  à  s^  par  rapport  à  / ,  par  rapport  à  x> 
et  l'on  obtiendrai 

du    .    dudjr    ,    dvdz 

—  -4- ^   -1- '-  =  o. 

As  ^  àjAs  ^  Azàs  ' 

au        AuAjr        àuAz  

Âî  '^  d;-ïïr  +  dld7  "  -'       . 

Au    ^    AuAy    ,    d«dz 

Af         Aj  dx    •    di  d* 
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Si  l*on  multiplie  respeclivement  ces  éqiiations  par 
es  j  dtj'dXy  qu'on  les  ajoute  et  qu'on  ineite  djr  au 
lien  de 


dz  au  lieu  de 


ds         *    àl         '    daf       ' 


îT  viendra 


3jd*+gjd«  +  ^d*  +  ^d^+_d*  =  d«=.o. 

On  tirera  un  résultat  semblable  de  l'dquation  i^  =  o  ; 
et  il  s'ensuit ,  qu'en  différentîant  les  équations  uz=o 
et  f^  =  o,  par  rapport  à  toutes  les  variables  5,  i, 
j:  ,  j^  et  X,  et  en  ^  substituant  au  lieu  de  dj-  et  de  dz, 
les  expressions  de  ces  différentielles,  considéréesconimc 
appartenant  à  des  fonctions  de  trois  variables  (45),  il 
faudra  égaler  séparément  à  zéro  le  coefficient  de  la 
difKrentielle  de  chaque  variable  indépendante* 

En  regardant  les  coefSciens  différentiels  eu:i-mémes 
comme  de  nouvelles  fondions  des  variables  indépen- 
dantes, on  ne  saurait  être  arrêté  dans  la  recherche 
des  différentielles  ultérieures  ;  ainsi ,  après  quelques 
remarques  sur  l'élimination  des  constantes  et  des  fonc- 
tions, je  terminerai  ce  qui  regarde  la  formation  des 
équations  différentielles. 

iSg.  L'équation  u:=o,  entrer,  X^^^»  &yant  deux 
différentielles  premières,  il  est  évident  qu'on  peut 
éliminer  ileux  quantités  entre  ces  trois  équations  et 
le  résultat  exprimera  la  relation  des  variables  x,  r,  z 

et  des  coefficiens  différentiels  t-  >  3-  y    indépendam-^ 
ment  dfs  quantités  éliminées. 


!:ko6  TRAITi  il^MBNTAQlJS 

Si  l'on  joinc  aux  équations  précédente^  les  trois  dii 
second  ordre ,  on  aura  six,  équations ,  entre  lesquelles 
on  pourra  éliminer  cinq  quantités,  et  ainsi  de  suite. 

i4o.    Ceci   conduit  à  une  remarque   importante» 

c'est  qu'on  peut  éliminer  d'une  équation  à  trois  pa 

à  un  plus  grand  nombre  de  variables ,  des  fonctions 

dont  la  forme  est  absolument  inconnue. , Soit  pour 

exemple  l'équation  z=f(a:r  +  &j^)y  dans  laquçUe  la 

caractéristique  f  désigne  une  fonction  dont  la  forme 

n'est    déterminée  en   aucune    manière;    on  en   dé* 

1  .  ,        .  dz         dz      .    , .       , 

dttit  une   équation    entre    i~  ^^  ;p  >    indépendante 

de  cette   fonction,  et   qui  convient  également  à.. 

z  =  ax  -|-  bjr^  à  z  =  yax  -f-  bjr^  à  z  =  sin  {ax  +  bjr) , 
et  en  général  à  toutes  les  fonctions  de  la  quantité 
àx  +  bjy  quelque  forme  qu'elles  aient.  Pour  cela  soit 
ax-^bj^:^ i:^  Téq nation  proposée  devient  z =f(/) ,  et 
si  l'on  prend  ses  di£férentielles  prefhières  par'  rapport 
à  X  et  par  rapport  à  j-,  on  obtient 

Az  _ài{fyài       dz  _df(/)  àt  ^ 

d5"""drdî*  êi^'^'drd^r   VI»,  9)> 

entre  lesquelles  éliminant  -^— ,  il  en  résulte  • 

iz  Ai       àz  ât 

dxâ^       djrdx  * 

équation  qui  se  réduit  à 

.ds  db  

dx'  djr  ' 

quand  on  met  pour  t-  et  -|-  leurs  valeurs  aeib. 

C'est  là  un  caractère  au  moyen  duquel  Ojpi  pourra  re- 
connaître si  une  quantité  proposée  est  une  fonction  de 
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ux  «f-  bjr  oa  non  ;  car^  d'après  sa  formation,  rëqnation 
précédente  doit  être  satisfaite  ou  devenii*  identique , 

toutes  les  fois  qu'on  y  substituera,  au  lieu  de  t—  et  -r-  « 

*         '  ax     dy 

les  valeurs  qui  résultent  àt  la  différentiatio^  d'une 

fonction  de  ax  +  bj. 

Je  suppose   qu'on  ignore   l'origine  du    polynôme 

a^3^+  ûabxjr^b^jr*;  en  l'égalant  à  z,  et  en  diffé- 

rentiant  on  trouvera 

-—  =  !ia^x  +  ^abjr^      —  =  ^abx  -f  iib^jr  \ 

ilX  oj^ 

d£  dx 

ces  valeurs  mises  dans  l'équation  6^  —  â-p=:o,  la 

rendent  identique  :  on  en  conclura  donc  que  le  poly* 
nome  représenté  par  %  ,  est  une  fonction  de  ox  +  bjf^ 
ce 'qui  est  d'ailleurs  évident,  puisque 

a'x'  +  aabxjr  +  b^jr^  =  (ox  +  bjry. 

On  voit  en  général  que  u  2=  o  étant  une  équation 
entre  x^jr^teX  une  fonction  quelconque  repiétentée 
par  1{JL)  y  et  dans  laquelle  on  ne  connaît  que  fat  com- 
position de  I  en  X ,  j^  et  JB ,  on  pourra  toujefurs  élknî-* 

ner  f(i}  et      ^    ,  à  l'aide  de  cette  équation  et  de  ses 

différentiejles  relatives  à  x  et  à  ^  (*). 


(*)  Qnand&=a,  f(ax -f- 5jr),  devenant f  [a (ar+r)L  M rédoic 
à  Qoe  fonctioii  dn  binôme  x  -f>  r,  et  rénvation  h  -r-  —  a  •*-*  =  o> 

se  change  en  â^  "^.  T"  =  <>»  9"'  "^  TexpraMion  de  la  propriété 

caFact^nêdqne  employée  è  développer  t{x^y\  dai»  le  n*  t^.  Oa 
cronve  dana  le  Traite  in-4%  t*  I,  chap.  II  »  d'antre»  ezempietdti 
Tappiication  dea  équations  diffërentiellet  pariiellef  au  développe- 
ment dee  fonctiona ,  et  particulièrement  la  formule   appelée  le 


Eli  passant  au  second  ordre ,  le  nombre  d'e'gjaatidnâ 
devenant  plus  grand ,  il  est  possible ,  dans  beaucoup 
de  cas,  d'éliminer  deux  fonctions  indéterminées  ;  mais 
je  n'entrerai  point  dans  ces  détails,  non  plus  que  dans 
ce  qui  regarde  les  équations  qui  renferment  plus  dé 
trois  vaTiid>les. 

^application  du  Calcul  différentiel  à  la  théorie 

.des  surfaces  courbes. 

i4i-  Toute  équation  à  trois  variables  représentant 
une  surface  ,  on  prendra  pour  ordonnée  de  cette  sur-^ 
face,  la  variable  qui  sera  regardée  comme  déterminée 
par  les  deux  antres.  £d  désignant  par  x^  y^z  ces  trois 
variables  que ,  dans  tout  ce  qui  va  suivre ,  nous  sup* 
poserons  rapportées  à  trois  aies  perpendiculaires  en- 
tre eux^  nous  prendrons  z  pour  l'ordonnée,  x  eX  j 
pour  les  abscisses  d'un  point  quelconque,  en  sorte  que  x 
sera  une  fonction  de  x  et  de  y. 

De  même  que  les  lignes  sont  engendrées  par  lé 
mouvement  du  point ,  les  sur&ces  le  sont  par  celui  des 
lignes.  Par  exemple,  les  cylindres  et  les  cônes  dont  on 
s'occupe  dans  les  ËJémens  de  Géométrie ,  ne  sont  que 
des  cas  particuliers  des  deux  familles  de  surfaces  en^ 
gendrées  par  une  ligne  droite ,  se  mouvmu  paraWs^ 
iemem  à  elle-même  y  ou  assujettie  à  passer  constam- 
ment par  un  point  donné.  Pour  diriger  le  mouvement 
de  cette  droite ,  rien  n'empêche  de  substituer  au  cer* 
de  d'où  résultent  les  c6nes  et  les  cylindres ,  une  courbe 
quelconque,  située  comme  on  voudra  dans  l'espace  ; 
mais,  et  ceci  est  bien  remarquable,  on  peut,  pat 
l'emploi  des  différentielles  partielles,  écarter  ce  qui 
lient  à  la  forme  de  cette  courbe,  et  exprimer  en  gé-^ 


r 
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Vkéràl  le  caractère  commiin  de  toutes  les  saiftces  d'uue 
medne  famille. 

En  effet ,  si  nous  supposons  d*abord  que  toutes  les 
droites çe'nératrices  doivent  être  parallèles  entre  elles, 
H  faudra  que ,  dans  leurs  équations , 

j-rsnx  +  M^      «  =  to  +  /s  XTrig.  iSt), 

les  coeffidens  a  et  d  soient  consians,  et  que  les  quan- 
tités #  et  ^, varient  ensemble,  de  manière  que  Tune 
soit  fonction  de  l'antre',  car  la  première  e'tant  don- 
née, le  plan  projetant  de  là  droite  génératrice,  sur 
le  plan  des  j:^  est  dontié,  et  son  intersection  avec  la 
courbe  qui  dirige  le  mouvement  de  cette  droite  achève 
de  la  déterminer  C)  •  ^^  ^^^  donc 

p  létanC  une  fonction  dont  la  forme  dépend  de  la  courbe 
directrice  ;  mais  la  première  de  ces  équations  dt)nnant 

il  en  résulte 

z  *—  éx  =  ^  (T*  —  ax). 

Si  Ton  lait  ici  A  =s  o,  on  aura 

Z  =  0(jr  —  ax), 

équation  qurrentra  dans  celle  du  n®  i^o. 

En  éliminant  )k  fonction  ç  dans  le  cas  général  ^  après 

«voir  fait  ^zc^pàx-^^qijr^  on  obtient 

'  '   *  ^  •    <■ 

.^niifJr^P +  "?  =  *• 

* 

(*)  OnMen'enqoro;  soient  y=^{x'),  «'=«•(0/),  les  équations 
delà  ooarbe  ^îrectnce^  ît  faut  qn*eo  potant  arssj/»  on  au  y:=.y'^ 
s  =  /^  et  |Nic  cooféqnent  ajt'-f.  *  =  4 (x'),  *y  -J- /?  =  «r(a'),  (Voii , 
«D  ëtimhiant  x'y  il  rétaltera  a  ne  <Sqantion  entre  «  et  /B. 

Cale,  diff,  f  5*  édition.  if 


i4a.  Quand  los  droites  génératrices  doiiKiit  totttes 
passer  par  un  même  point  dont  les  coordonnées,  sont 
«,  /S,  y.  Leurs  équations  clevienn^t 

jr  —  ^  =  a{x  —  d),     z  —  y^b{x  —  m)j 

et  ce  sont  les  coefficiens  a  et  &  qui  vaiient  ensemble  à 
chaque  nouvelle  position  que  prend  la  droite  géné*- 
ratrice;  il  faiit^  en  conséquence  /  posél*  b^=^p{û)y  ce 
qui  donne 

<!««'■■  et'   ■ — sa^l^^ -L 

L'élimination  de  la  fonction  ^  conduit  à 

•       f 

z  —  y^p  {x  —  tk)  ^^q(jr  —  $). 

i43r  On  voit  encore  sans  peine,  que  si  une  courbe 
plane  quelconque  tourne  autour  de  l'axe  des  «, 
chacun  de  ses  points  décrira  un  cercle ,  ayant  sou 
centre  sur  cet  axe  ,  et  pour  rayon ,  l'ordonnée  de  la 
courbe  génératrice  rapportée  à  ce  même  axe ,  et  de 
plus ,  que  le  rayon  dé  ce  cercle  varie  avec  sa  distance 
au  plan  des  xj^^  c'est-à-dire ,  avec  s.  Si  donc  on  pose 
pour  son  équation ,  x*  +  jr^=  a',  a  devra  être  re- 
gardé comme  une  fonction  de  js,  et  vice  versa,  d'où  il 
suit 

4  désignant  une  fonction  inverse  de  ^. 
L'élimination  de  4  conduit  à  l'équation 

qui   exprime  le  caractère   des  sûrfàeêë    engendrées 
comme  on  vient  de  le  voir,  dont  la  sp^i^^^^e/it  qu'un 


.^-   ' 
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«S*  ptriiculkr,  et  ^tiVâ  tiëihthè  ^Yfhàès  dé  i^o^u^  v 

non.  P(mr  \^%  conddijréi'  âou^  le  poiiit  dé  Vue  le  {^Itîs^ 
général  yùl  faudrait  ^pposeï^  datiis  Uiie  sittiaiion  Quel- 
conque, i*ttxé  autour  dàf^uel  touhie  la  courbe  gé- 
nératrice. 

Il  n'est  encore  entré  q^u'unè  fonction  arbitraire  dans 
Vexpre^ion  des  familles  de  surfaces  qne  nous  venons 
d'examiner;  il  y  en  aurait  eu  un  plus  grand  nombre, 
si  l*on  avait  laissé  plus  de  conditions  à  remplir  <ïans 
le  mouvement  ou  la  nature  des  lignes  généra tri<!e5  ; 
mais  On  ne  peut  qu'indiquer  ici  -ce  sujet.  Cependau^ 
nous  aurons  bientôt  l'occasion  de  faire  connaître  en- 
core une  classe  de  surfaces  remarquables  :  ce  sont 
toutes  celles  qui,  comme  tes  cylindres  et  les  cànes^ 
peuvent,  sans  décbirure  ni  duplicatute  ,  s'étehdfè  sûr 
un  plan ,  et  que  pour  cette  raison ,  on  nomme  surfaces 
MvelôppableB  (i6i).  ' 

Enfin ,  il  faudrait  aussi  montrer  le  procédé  à  suivre 

Î^our  pai:ticulartser,  diaprés  des  conditions  do r^iées^' 
es  formes  des  fon<;tions  arbitraires  contenues  dans  les 
éi|Hati«iis  firimîtives  ^des  fhmiUca  de. surfaces;  mais 
■comme  son  principal  usage  se  rappotte  au  )Calcul  mté- 
gral,  je  l^exposerai  à  la  suite  dé  l'intégration  çlcs 
équations  différentielles  partielles. 

i44'  Considérons  maintenant  les  diyéf^es  manières 
de  passer  d'un  point  à  un  autre,  sur  une  dUrface  quel- 
conque. '       ^  .u 

LôrsqUt  ir  varie  seul  è^  devient  x-^k^  on  passe  du  j 

point  ilf ,  Ji^.  3^,  au  point  m  ,  situé  sîir  là  section  „^  3^^, 
Ç3tm^  faite  par  un  plai^.p^àllèlé  à  celui  ides vJi»^ 
et  mené  par  le;ppiiit  Hf  ^  roAdpiméè  m^al>  .de  .telle A 
section ,  a  pour  développement  la  série.  \ 

d«  A  ,  à'z  h^     ■  à^z     h^      ^   . 
'^dï7^dU'7:i^-^dïàrr^  +  «*^- 

i4«* 


\ 


Si  c'est ^  qui  se  change  en  jr+k^ei  que  x  demeura 
constant,  on  passera  au  point  n  situé  sur  la  section 
PMn  faite  par  un  plan  parallèle  à  celui  des  jrz^  mené 
encore  par  le  point  M^  et  le  développemeût  de  l'or- 
donnée nn  de  cette  section ,  sera 

d«it       d«x^       à^z     P      ,  * 

En  faisant  varier  â:  et  ^  en  même  temps ,  on  passera 
du  point  Af  à  un  point  quelconque  TV,  et  cela  de  deux 
manières  différentes,  savoir,  en  substituant  j*  -|-  ^  au 
lieu'  de  jr  dans  le  premier  développement  ci-»desstts, 
ou  bien  x+h  slvl  lieu  de  ^  dans  le  second.  Par  Tune 

de  ces  opérations ,  on  fiasse  de  l'ordonnée  m'in  à 
Fordonnée  N'N^  dans  la  section /»mW,  et  par  l'autre, 
on  passe  de  n'n  à  TV 'iV,  dans  la  section  qnN*  Il  est  évi- 
dent que  ces  deux  sections  doivent  se  rencontrer  au 
point  Nf  sans  quoi  la  surface  proposée  ne  serait  pas 
continue  :  il  faut  done  que  les  résultats  rapportés 
dans  les  n^  3g  et  4o  soient  identiques;  et  IVquation 

.      ■    =:■; — T^f  à  laquelle  tient  cette  circonstance, 

n'est  que  l'expression  de  la  loi  de  continuité» 
Ayant  à  considérer  particulièrement  la  série 

+  etc., 

cpii  exprime  le  développement  de  la  valeur  de  x 
correspondante  àx-^-^età^  +  ^y  pour  abréger,  je 
la  représenterai  par    . 

X  +/>*  +  y*  +  \(rh^  +  ashk  +  a*)  +  etc, , 


i 


I  * 

dS-^^'  ^""**  s?-*"'   3^4?""''  5;^"^'^ 

et  je  ferai  ob^rrer  que  le  rapport 

déterminant  la  direction  de  IfTIf'  par  rapport  aux  axe» 
des  X  et  des  jr^  Cût  connaître  celle  du  plan  M'MNN'y 
mené  perpendiculairement  au  plan  ABC^  et  coupant 
suivant  MTfy  la  surface  proposée. 

145.  Il  suit  des  considérations  précédentes  et  de  ce 
qui  a  été  àkt  n^  i  dG,  que  si  »  s:  o  représente  Téquation. 
d'une  surface  courbe  ^  les  équations  différentielles 

dm    ,   duiM'  _^  t    —  J^  d«d»  j_ 

S'       Sdi""^    ^      dj'"^5*dy' ■""  ^ 

appartiendront  reqpectivemei\tjaux deux  sections  H^Mrm 
et  PMn;  la  coordonna  ^  n'ontrera  dans  la  pirep^ière, 
que  comme  une  constante  arbitraire ,  qui  déterifûne  la 
position  du  plan  coupant  ;  il  en  sera  de  n^ême  ,fle  ,1a 
coordonnée  x  dans>  la.  seconde.  On  ne  doit  pas  cojo-. 
fondre  le  ds  de  Ifnne  de  ces.  équations  avec  celui  de 
Vautre,  puisque- ceadenx, di£Eérentiellea. ne  soi^t  qu«^ 
partielles  (1 35). 

La  différentielle  totale,  ou  Tensemble  des  termes  du 
premier  ordre , .  ayant  pou»  expression 

izssspdx  est  la  différentielle  de  l'ordonnée  de  la  sec- 
tion pacallèle  ail  plan  'des  xt  \  setnblableiaent:  àsussfàip 


N. 
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est  celle  de  Tordoniiée  de  la  section  parallèle  au  plat» 

àes  jrpjt 

i8i  Ton  demandait  la  diffàrentielU  ^  Tordonçée  de 
la  section  faite  par* un  plan  quelconque  Si^MNN'  per- 
pendiculaire à  celui  4#»47^i  V^9.¥J»^çfi.  4^  fieip)4P>  àfù, 
même  que  celle  d^  sa  commune  section  M'N\  étant  de 
la  forme  j^=:i^i^v^/0  (  Tf^g-  l^^l  i  ^tAblindt  une  Aé- 
pendance  entre  les  coordonnées  o^et^  ;  il  ne  serait  plus 
perocii^  4e,  faire  varier.ruii^  sans  l'autre  ,  et  z  ne  poi|r-*^ 
rait-c^fnger  que  d'une  seule  manière  \  il  faudrs^it  alors 
^plpyer.la  diilVrentieUe  tqtale  dzz^z?d:c  -f"  %^X^  ^" 
observant  que  rêquatlon  du  plan  côupa-Ut  donne 
dj^  =  #dr,  d'où  il  suit 

.<»;:.•  dappf(^  ^^)^^  'i  ■  .  ♦ 

Cet  exemple  offre  l'explication  géômctfiqùé  de  ce 
qu'on  lit  dan»  le  a**  4^v  relativement  k  l*tiiiploi  diss  dif- 
férentielles t^4a]e^.  En  supposant  (oi\jouiii  uue-dépen- 
dance  entre  les  deux  variables,  on  fixe  la  direction  dans 
lll^uéllè'bh  passe'd^in  point  à  un  avtresnf  la  ^rhce 
ptoptilliéei;  car  si  là  section  1/^  nVtaat  pas  fille  par 
dû  ^Ai^'  pérpëndicalaire  à  celui  des  ir/,  et  qn'elle 
rat  éh  feôtisëqnence  sur  ce  dernier,  une  courbe  pour 
pijojéctiôii,  la  droite  M^N'  serait  la  tangente  de  tttiJb 
courbe  au  point  3#',  et'la  projection  de  lé  droite  qui 
tpucfaierait,  au  point  Jlf,  la  section  MH  faite  dan»  la 
suf'face  proposée.  ' 

146.  La  prem^ç^e  rem^cqDQ  qui  se  présente,  c'est 
que  la  limite  du  rapport 


M'N' 


-  j 


doAvwi  la.taiigcale!.tngQiiQroétriqtta,de  l'aiigle  que 


i 


i 


I 

L 


fait  y  a^ec  sa  projetlioii  M'N%  la  droite  qui  touche 
au  point  Jf  la  section  formée  dans  la  surface  par  le 
plan  M*Mlfîf'  (58) ,  mesure  nnclinaîson  de  cette  seô- 
tioa  par  rapport  auplan  des  xy^  et  indii}ue  par  oon-^ 
•éqoent  Va  pente  de  la  sni&cé ,  dans  la  direClion  MN, 
Or,  pour  f^astaf  à  la  limite  y  il  font  substitu  er  aux 

accroisijpmens 

•  

tNN'—MM'    et    Jlf'^'=V]tfW''  +  ^^'\ 
les  difiArentielles  correspondantes 

*    » 

dz=(p+mq).dar,  v/dx>  +  dji^===d*v/r+?(i45), 
d'où  il  résultera  pour  la  limite  cherchée. 

Gela  posé  ^  on  peut  demander  qii^Ue^oît  4^  la  f^ 
tuation  du  plan  coppant  M'MNN'  pour  que  rexpres- 
sion  d-deasiis^  qui  varie  avec  Tangle  2\^^i|fWdont 
la  tangente  =  «r,  soit  un  maximum,  t^oipr  résoudre 
ce  problème ,  il  faut  différentier  cette  même  expression 
par  rapportât,  et  égaler  le  rétoltet  à  téfo(t6i);  on 
trouvera 

-ill£l  =  o,     d'où    7^/?«z»^,     •  =  ?'' 
(f  4»«»V       '  ^ 

et  si  Ton  metpçur.ct  sa  valeur  ^r  ^  formeraréqua- 

tion  différentielle 

qàx  —  pày  =  o, 

qui ,  conjointement  avec  celle  de  la  snrfiice  ^'. 


fera  coDDaîlre  là  direction  dans  laqi«dte  doivent  8e9«i>- 
céder  les  |K>iD(a  consécutifs  pour  descendre  du  point  Af 
au  plan  des  pcjr  par  les  arcs  les  plus  inclinés ,  oiï  la  Ugfu 
de  plus  grande  perUe  qui  conduit  de  ce  point  au  plan- 
des  xjr.  Cette  ligne  qui,  généralement,  sera  courbe, 
se  présente  souvent  dans  les  arta  de  cctus^rucfion. 

i47«  Tenons  maintenant  aux  osculaUoas  des  sur- 
fcces  ;  concevons-en  deux  passant  par  un  même  point 
ayant  pour  coordonnées  ar ,  j^,  z ,  et  qu'en  changeant  t 
en  x  +  hj  jr  en  jr-^k^  Véquation  de  la  pi^mîèsre  sur- 
face donne 

«  +iP»  +  î*  +  î  (rh^  +  ajA*  +  A')  +  etc., 
et  celle  de  la  seconde 

z  +  PA+Q*-Ki(i?^*  +  a5A*  +  7»0  +  etc.; 

leur  distance  pour  le  second  point  que  Ton  considère, 
sera  y  dans  le  sens  de  rordonnée  g, 

(p^P)h  +  iq  —  Q)k 

+  etc., 

série  qu'on  peut  rendre  convergente ,  en  pranant  h  çtwi 
très  petits,  et  qui  diminuera  de  plus  en  plus  de  valenr^ 
lorsqu'elle  perdra  les  termes  de  sa  première  ligne, 
puis  de  sa  seconde ,  et  ainsi  de  suite. 

£n  raisonnant  ici  comme  on  l'a  fait  par  r^pport^ux 
courbes  dans  le  n**  ^5 ,  on  se  convaincra  qu'une  troi- 
sième surfkce  pour  laquelle  ces  termes  ne  disparaî- 
traient pas,  passerait  nécessairement  en  dehors  def 
deux  autres,  dans  tons  lesi  points  qui  environnent  leuf 
point  commun. 

(iorsqu'on  aura 


l 


i 
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les  deux  première»  surbces  proposées  «e  toucheront, 
et  leur  contact  sera  du.  premier  ordre  ;  il  sera  du  se** 
cond ,  si  Ton  a  en  même  temps 

r  — /l  =  o,     *  — 5  =  0,     r— r==:o, 

•t  ainsi  de  suite. 

148.  Si  Ton  suppose  maintenant  que  Téquation  de  la 
seconde  surface  renferme  un  certain  nombre  de  cons- 
tantes  indéterminées'.  On  pourra  disposer  de  ces  cons- 
tantes pour  anéantir  les  premiers  termes  de  la  dis- 
tance des  deux  surfaces ,  et  établir  ainsi  entre  elles  le 
contact  de  Tofdre  le  plus  élevé  posdble,  c'^trà-dire, 
une  osculation. 

En  représentant  par  afjjr\z^  les  coordonnées  de  la 
seconde  surface ,  la  première  condition  ^  établir,  c'eat 
qu'en  changeant  dans  son  équation ,  que  je  représen- 
terai par  f^=:  o,  x'  et  y  en  X  et  jr,  on  en  tire 

afin  que  les  deux  surfaces  aient  un  point  commun. 
Remplaçant  ensuite  les  lettres 

Py  97  r,  #,  I,  etc.,     P,  Ç,  R,  ^  T,  etc., 

par  les  coefficiens  différentiels  qu'elles  désignent  ^  les 
conditions  posées  df ns  le  n®  précédent  deviendront, 
pour  un  contact  du  premier  ordre, 

i2f  djR       èz'        dz 

dS'"".^'     djp'^d^' 

i 

de  plus,  pour  un  contact  du  second, 

dV_d^         dV    _   d'z         jV  _  d'z 
^9'  ~  dx-  '    dx'dy.  ~  dxAj  '     djr'^  "dy' 


aiS  tMATti  iMÀdfBÊmVAULM 

et  aÎDii  àt  suite,  ee^fai  éuMit  qne  !«&  différ€niielk« 
partielles  du  premier  ordre,  puis  celles  du  secood 
ordre,  etc.  de  l'équation  ^'=  o,  Bout  sfitislaites 
quand  on  y  change  x\  j\  li  et  leurs  différentielles, 
en  X ,  j^,  2  et  leurs  différentielles. 

1 49*  Appliquons  d'abord  ce  qui  précède  ail  plan  ^  en 
fnrenantpour  ^=:so,  l'jquation 

comme  il  n'y  a  ici  que  trins  constantes,  on  ne  peut  sa* 
tisfatre  qu'aux  trois  conditions  du  contact  du  premier 
ordre.  La  première  donne 

et  les  deux^tttres 

d?^"*"di'  W^  W 

En  vertu  de  celles-ci ,  il  vient  d'abord 

« 

dx  àz       ^   ^ 

^  dx     ^  àj^  ^     • 

et  retranchant  cette  équation  de  celle  du  plan,  on 
obtient 

àt  .  ,        .    .  d« 


ou 


telle  est  l'équation  du  plan  tangent  à  la  première  sur- 
£sce ,  au  point  dont  lies  coordonnées  sont  x,  j*,  z. 

On  déterminerait  encore  ce  plan  par  la  condition 
qu'il  doit  contenir  les  tangentes  de  toutes  les  sections 
qu'on  pourrait  faire  dans  la  surface ,  par  le  point  M\ 


I 
I 

i 
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c^r  pour  cet  lnQgeiitAt ,  pa  a 

djt  =  <;;4.«jr)dx    (145), 

j 

et,  J(oT9qii'oa  fait  àymxmix ,  réquatlon  du  plan  doune 

HffdUt  qui  Mr»  identique  areele-préotfdanti  quel  que 
loittf,  fi  A^^f^  %l  Bsaq. 

iSo.  La  droite  perpendiculaire  au  plan  tangent , 
menée  par  le  point  où  il  touche  la  surface  proposée, 
i'appoUe  nomude,  et  ses  équations  sont,  d'après  celle 
dnplan  tangent, 

3lf  —  »  +  pi^'  -^  »)  xs  o, 

y  -  r  +  ^(*'  —  «)  «^  o  (7>f^.i82)  r). 

X(*  dî^tMce  da  pcônt  considëré  siv'  la  sar &ce  courbe , 
à  w»  p^ivt  qucloboqve  pris  sur  1*  Bormale ,  Sera 

d'aprfes  les  équations  ci-dessus;  et  si  l'on  (ait  z'=o,  le 
résultat 

-zV^i  +  p^  +  yS 

dQnpeiM  lu  loagueiur  de  la  pi^rtie  de  la  noimale  co«i-» 
fsm  Wtre  U  «nurfsce  proposée  «t  le  plan  des  ârj*. 

i5i.  Les  conditions  d'un  contact  du  second  ordre 
étavt  au  nombre  de  six  (148)  »  ne  peuvent  pas  toujours 
être  remplies  par  la  sphère,  puisque  son  équation  gé- 
nérale ne  renferme  que  quatre  constantes ,  savoir,  les 
trob  coordonnées  du  centre  et  le  rayon  {Trig.  184)  : 


(*)  Nooi  le«  retrouverons  plot  ioin  (157) ,  par  une  convideration 
de  maximum  <t  de  minimum* 


elle  ne  saurait  donc  ayoir  dans  tous  les  sens ,  la  même 
courbure  que  la  surface  proposée.  Pour  mesurer  cette 
courbure,  il  faut  employer  deux  cercles  osculateurs 
diffe'rens,  qu'Euler-«  délerminës  le  premier,  mais 
auxquels  Mooge  est  ensuite  parvenu  par  des  considé- 
rations très  élégantes ,  que  je  vais  exposer. 

On  a  vu,  dans. le  n^  80,  que  les  pokits  de  la  déve* 
loppée,  ou  les  centres  de  courbura  d'mne  courbe,  sont 
les  limites  des  intersections  des  normales;  étendons 
cette  définition  aux  surfaces,  en  cherchant  leslimitea 
des  intersections  de  leurs  normales  consécutives,  ei 
pour  cela  reprenons  les  équations 

x'  —  X  +  p  (V  —  a)  =s  o    (^ , 

trouvées  dansle  n^  précéd.  Xes  quantitéé  x,  j-,s,/^,  7,. 
relatives  au  point  que  Ton  considère  sur  la  Mnlace 
proposée ,  sont  constantes  pour  la  même  normale,  mais^ 
elles  changent  de  valeur  lorsqu'on  passe  à  une  seconde 
normale  ;  or,  ce  passage  pouvant  s'effectuer  dans  une 
infinité  de  directions,  savoir,  du  point  donné  à  cbaom 
des  points  environnans,  il  faut  faire  varier  en  même 
temps  x\  jr  et  zi  et  puisque  Ton  ne  cherche^  que  le 
point  d'intersection  de  la  première  normale  avec  la  se- 
conde ,  on  regardera  comme  constantes ,  les  coordon- 
nées x\  y  et  /,  affectées  à  ce  point* 

En  différentiant  ainsi  les  équations  («)  et  (fr),  et 
posant 

ip=ifdx  +  sèjr^     dy=5dar-f-ld^  (i44  c^  44^ 
on  trouvera 

—  do: — /iMj:  '-pqdjr+  (z'—  z)  (rdx  +  sijr)  =  o  {a\ 

—  dj^—  q^djr — pqdx  +  (x' —  z)  (sdx  +  iàjr)  =  o  {b% 
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Hais  les  équations  (a)  et  (b)  dpnnani  les  valeurs  de 
af — X  et  de  j"' — j-,  lorsque  celle  de  z' — ;«  sera  connue, 
il  faut ,  pour  que  la  question  proposée  ait  une  solution , 
que  les  deux  équations  (a)  et  (6')  s'accordent  dans  la 
ctétermiiiation  de  cette  dernière  quantité ,  e'est-à-dire 
qu'on  ait 

àx  +  p^dx  +  pqdjr  _  d^  +  q^àjr  +  pgàx 
rdx-^sdjr  sdx  +  tdjr         * 

ce^qui  établit  upe  relation  entre  Ax  et  dj-,  et  montre 
que  la  seconde  normale  ne  rencontre  la  premièi*e, 
qu'autant  que  le  point  d'où  elle  part  est  dans  la  di- 

dr 
rection  marquée  par  la  valeur  de  -p .  Or,  en  faisant 

dy  =  mdr, 

dans  l'équation  précédente,  et  ordonnant  par  rapport 
à  m,  on  obtient  le  résultat 

—  tit+p')s^Pir\  =  o. (c), 

qui  donne  pour  m  deux  valeurs  x  il  n'y  a  donc ,  en 
général ,  à  chaque  point  d'une  surface ,  que  deux  di- 
rections dans  lesquelles  deux  normales  consécutives  se 
coapeqt,  et  soient  par  conséquent  dans  le  même  plan. 
Un  simple  changement  de  coordonnées  suffit  pour 
mettre  en  évidence  la  relation  que  ces  directions  ont 
entre  elles  «  sur  la  surface  proposée.  Il  est  visible 
d'abord  qu'on  peut  faire  coïncider  le  plan  des  xjr  avec 
le  plan  tangent  au  point  que  l'on  considère  >  et  placer 
l'origine  des  coordonnées  à  ce  point ,  sans ,  pour  cela , 
déranger  la  position  respective  de  la  surface  proposée, 
et  de  ses  normales^,  mais  alors  j:~  o ,  jrsszo^  zTssOf 


et,  dans  l'équation  du  plttn  tebgént,  i!  doit  ï(t^  nul 
qiteli  que  soient  sf  eX  fy  t^  qtli  exige «qlië  P^^=Oy 
q^stOf  et  réduit  réqtiatloa  (é)  h 

sm*+(r — i)iii— #=iO|  ^u  m*4*^ ^ïît-*radô. 


En  nommant  m'  et  m''  les  racines  de  celle-ci,  on  a    * 

et  comme  à  présent  toutes  les  droites  qui  touchent ,  au 
FiG.  38.  point  Jf,^^.  38,  kt  surface  proposée ,  st  confoildient 
avec  leur  projection  sur  le  plan  des  a: j'y  tti  ti  M"  re- 
présenteront les  tangentes  dés  angles  qué  font,  àfcM* 
Taxe  desx,  les  droites  indiqiiant  les  directions  sur  les* 
quelles  on  trouve  les  normales  qui  se  coupent;  ainsi, 
ces  directions  seront  perpendiculaires  entre  elles  (*). 

I  Sa.  On  voit  aussi  qu'en  menant  par  l'axe  des  z ,  qui 
coïncide  à  présent  avec  la  normale  MG ,  et  par  chftcttiie 
des  tangentes  MNf  et  Jfn',  cévrespondantesaux  vàléUré 
m  et  m",  des  plans,  ils  couperont  la  surface  proposée 
suivant  deux  courbes ,  dont  les  tercles  oscUlateurâ  se- 
ront aussi  ceux  de  la  surfâ<!e ,  puisqu'elles  auront  deux 
normales  communes  avec  tette  surlace ,  tapdis  que  les 
autres  courbes  ne  sauraient  .en  avoir  qu'une. 

C'est  par  les  rayons  de  ces  cercles  qu'on  mesure  les 
courbures  de  la  surface  proposée  ;  or,  leiir  expression 
est  évidemment  celle  de  la  distance 

entre  Pintérsectlon  des  normales  et  le  point  que  l'oa 
cousidèfe  sur  cette  surface.  Par  la  substltutioti  des  va* 


Ç^)  m  restetaic  indcterminëc  si  l'on  avait  en  oatre^s?  cr,  r -^Isso^ 
céqnî  a  lieupoor  ta  sphère sealemcnt,  parceqne  (onfet  sesnormolet 
{MÉient  paf  ton  centi^,  que  Ton  mipposé  ici  diAni  l^aze  de»  t. 


leun  d^  x'«— X  et  de  ^ — jr,  tirées  des  équalioos  (a) 
et  (b) ,  on  trouve 

ou  il  n'y  a  pin»  qu*à  substituer  pour  jb'— j,  sa  valeur 
tirée  de  Tune  des  équations  (a')  et  (b')  ;  mais  on  arrive 
à  ttae  valeur  indépendante  de  m\  eu  éliminant  d'abord 

d  y 

-^  de  cei  denjc  équations ,  ce  qui  donne 

poiant  «Moite 


J^ 


(«'—*) V/l+i»*+î*=^,  d'où  »'— g=-r=       ■      .   , 

puis  anbstituant  cette  valeur  de  *-—*,  dans Tëquation 
•    précédente,  faisant  disparaître  les  dénominateurs,  et 
ordonnant  par  rapport  à  i",  on  «btient 

+  (i+j»«+y»)'=o....  (e), 

équation  dont  les  racines  exprimeront  les  rayons  des 
deux  cercles  osculateurs. 

Les  valeurs  de  m^  données  en  fonction  de  Xj  j'jZ, 
changeant  avec  ces  variable ,  pour  chaque  point  de  la 
surface  proposée ,  il  en  résulte  les  équations  différen- 
tielles 

qui  déterminent,  sur  le  plan  des  xjr^  deux  courbes 
passant  par  le  point  M\  Jig.  37,  et  qui  sont  les  pro-  ne.  37. 
jections  de  celks  qu'il  flEiat  suivre  sur  la  surface ,  pour 
rencontrer  des  normales  qui  se  coupent. 
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Chaque  point  M  de  la  surface  proposée  se  troUVé 
sur  deux  de  ces  courbes  ;  celle  qui  rëpond  à  la'plus 
petite  des  valeurs  de  /,  est  la  ligne  de  plus  grande 
courbure,  l'autre  est  la  ligne  de  moindre  courbure. 

Quand  les  valeurs  de /ont  le  noième  signe,  les  deux 
courbures  de  la  surface  sont  tournées  dans  le  même 
sens ,  et  en  sens  contraire ,  si  ces  valeurs  sont  de  signes 
différens. 

Enfin  9  si  l'on  élimine  x^  jr  et  z^  entre  Véquation 
de  la  surface  proposée,  et  les  équations  {a) y  (6),  {d)^ 
on  aura  y  par  les'  coordonnées  x\  y\^%  l'équation  de 
la  surface  qui  est  le  lieu  de  tous  les  centres  de  cour- 
bure de  la  proposée ,  et  qui ,  en  général ,  sera  composée 
de  deux  nappes ,  dont  l'une  contiendra  tous  les  cen- 
tres de  la  plus  grande  courbure ,  et  Tautre  ceux  de  la 
plus  petite  f^. 

Des  points  singuliers  des  surfaces  courbes , 
des  maximums  et  minimums  des  fonctions 
de  plusieurs  variables. 

i53.  Les  surfaces  courbes  offirent,  dans  leur  cours, 
noqr"«ul^™cnt<l^  points  singuliers  distincts,  en  nom- 
bre limité,  mais  ces  points  y  forment  aussi  quel- 
quefois des  suites  continu^ ,  qu'on  pourrait  nonuner 
lignes  singulières;  les  uns  et  les  autres  correspondent 
à  des  valeurs  particulières  des  coefficiens  différentiels 
de  l'ordonnée  de  la  surface,  analogues  à  celles  qui 
nous  ont  conduit  à  la  détermination  des  points  singu- 


(♦)  On  tronvera,  à  la  page  58o  da  I«t  yqI.  da  Traite  în-4»,  la 
fomniile  poar  déterminer  par  ces  conrbnrci,  celle  d^nne  section  fait« 
dans  la  surface,  par  nn  plan  cpielconque. 


r 
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liers  des  courbes.  Mais  pour  se  ùÂte  une  idée  de  la 
f oriDe  d'ane  siurface ,  il  ne  «saffit  pas  d'en,  chercha  des 
points  isolés;  il  faat,  comme  poar  la  oonstruire, 
imaginer  im  ensemble  de  sections  faites  par  des  .plans 
4m  des  surCsces  assujetties  à  une  loi  constante  et 
de'terminée. 

C'est  ainsi  qu'on  peut  reeonnalte  en  quel  point 
^'nne  surface,  son  ordonnée  est  un  maximum  ou  un 
minimum,  c'est-à-dire ,  ploa  grande  ou  plus  petite 
que  toutes  celles  qui  l'entourent  immédiatement ,  dans 
quelque  direction  qu'on  les  prenne  ;  car  il  doit  y  avoir 
•alors  un  maximum  ou  un  minimum  sur  tontes  les 
sections  que  forment ,  dans  la  sur£pu:e  proposée,  les 
-divers  plans  passant  par  cette  ordonnée.  Or,  en  posant 
pour  l'une  de  ces  sections 

» 

le  coefficient  différentiel  de  la  variable  a  considérée 
comme  l'ordonnée  de  cette  section,  sera  exprimé  par 

l/djr*-fdj-»         V'i+«» 

et  devra  être  nul  ou  infini  (foi),  indépendamment 
d'aucune  valeur  de  « ,  pour  qu'il  y  ait  maximum  ou 
minimum,  quelle  que  soit  la  situation  du  plan  cou<» 
pant. 

Les  conditions  du  premier  cas  seront  donc 

p  =  o,      î  =  o, 
iz  iz 

35  =  *'    ^=*'' 

•et  par  leur  moyen ,  on  déterminera  les  abscisses  du 
point  cherché  ;  mais ,  comme  dans  les  courbes ,  on  ne 
pourra  pas  conclure  de  ces  seules  conditions ,  qu'il  y 

Ca/c,  dif'f  5*  édition.  i5 
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ait  Thaxtmum  ou  minimum  :  tout  ce  qu'il  à'eiitùil  né» 
cessâirement  ^  c'est  ique  le  plan  tangent  est  paranèle  à 
celai  des  xy^  puisque  son  équation  se  réduit  alors  k 
t'^z=Ao  (i49). 

Si  la  surface  proposée  est  H  sphèi^  donnée  par 
l'équatioii 

ou  aura 

d'où  x=  o,     ^  =s  o  ; 

et  on  verra,  par  ^expression  ^ 

que  toutes  les  valeurs  de  »  qui  répondent  à  des  abs-^ 
cisses  différentes  de  léro ,  sont  ^  a. 

154.  Eu  n'ayant  égard  qu*à  la  marche  des  valeurs  de 
l'ordonnée  z ,  on  rencontre  aussi  des  nuiximums  et  des 
minimums. ipà  rendent  infinis  les  coefficiens  différent 
tîels  ^  et  ^  z  en  voici  un  exemple^ 

Si  dans  Téqtuition 

• 

on  fait  X  et  jr  nuls,  on  aura  zssà^  et  dès  qu'on 
prendra  x  et  jr  diffifreds  de  zéro ,  on  rendra  z^b. 
Cette  valeur  est  donc  bien  un  minimum;  mais  en  sup« 
posant  aussi  x  et  jr  nuls,  dans  les  expressions 

ax                            ar 
P= ;»     ?=5 ïf 

on  trouve  §•  Pour  en  connaître  la  vraie  valeur,  il  faut 
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tl'abord  poser  jr^sz  mXj  ce  ^ui  les  change  en 

et  montre  qu'elles  sont  réellement  infinies  ;  lorsque 
xs=so  et  que  m  est  assignable ,  d'où  il  résulte  jrzstù, 

A  la  vérité ,  si  l'on  cherche  la  fprme  de  cette 
partie  de  la  surface,  on  reconnaîtra  sans  peine  quç  le 
point  qui  répond  à  :r  ss  o ,  j^  s=  o ,  est  une  espèce  de  bec 
ou  de  rebroussement ,  aa-delà  duqufel  la  surface  ne 
s'étend  pas ,  et  semblable  à  celui  que  produirait  la 
-courbe  ÈM^  fig.  i4y  «Q  tournant  autour  de  la  ligne  p,c.  14. 
PM.  On  verra  aussi  que  p  etqae  présentent  sous  la 
forme  l ,  parce  que  la  position  du  plan  tangent  à  ce 
point  est  indéterminée ,  puisque  tout  plan  qui  passe 
par  Taxe  des  z ,  touche  et  coupe  la  surface. 

Il  existe  aussi ,  sur  les  surfaces  courbes ,  des  suites 
de  points,  ou  des  lignes  dans  lesquelles  elles  retour- 
nent sur  elles-mêmes,  qui  sont  nommées  arêtes  de 
rebroussemeni  (on  en  rerra  bientôt  un  exemple),  et 
d'autres  lignes  où  les  courbures  changent  de  côté. 
Cèlles-cl  sont  des  lignes  dinfiexîon ,  qui  peuvent  se 
reconnaître |Mr  le  changement  de  signe  des  rayons  de 
courbore;  mais  tous  ces  défaîlê  sortant  des  limites 
que  j'ai  du  me  prescrire ,  je  yvnè  passer  à  la  recherche 
pansHient  analytique  des  maximums  (t%  des  minimums 
des  Couetious  de  deux  variables. 

i55.  Il  est  évident  que  la  difMrence 

m'— «  =  f(x-J-ft,  j^+^)  — ^(^5^)»   . 

entre  dpux  valeurs  successives  d'ane  fonction, ^lorsque 
les  accroisscmens  demeurent  très  petits,  mais  sont 
d'ailleurs  quelcofiques ,  doit  rester  toujours  positive  si 

i5. . 
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la  première  ▼aleur  de  u  est  un  minimum  y  oa  négatÎTê 
dans  le  cas  contraire. 

Pour  examiner  les  conséquences  de  cette  condition  ^ 
il  faut  en  général  développer ,  suivant  les  puissances 
ascendantes  des  quantités  A  et  A^  la  différence  indiquée 
ci-dessus  ;  mais  en  nous  bornant  ici  au  cas  où  les 
coefficiens  différentiels  ne  d€fviennen.t  pas  infinis  ^  ncfUÈ 
pourrons  faire 'Usage  de  la  série  du  n^  4^f  ^^  P^^^ 
abréger,  nous  désignerons  par 

Bj  C,  Z),  £,  F,  etc. 

les  fonctions 

du      du      à^u         d'If         d*« 

éx'     4P*     dx^'     dïd^'     37*'  *^^' 

Posant  ensuite  4  =«A,  il  viendra 

1*2 

+  etc. , 

série  dans  laquelle  le  terme  affecté  de  la  première  pois* 
sance  de  A,  pourra  devenir  supérieur  à  la  somme  de 
tous  les  autres;  et  comme  il  ohangendt  de  signe  en 
même  temps  que  A,  il  faudra  qu'il  s*évanottisse  lors  du 
maximipnou  du  minimum,  ce  qui  feuriMtréquatipn 

B  +  Cà  =  o, 

qui ,  devant  subsister  dans  toutes  les  relations  de  i  avec 
A,  doit  se  vérifier  indépendamment  àfim  i  on  aura  donc 

«  ^  du  du 

^  =  0,     C=o,     ou   g;;^  =  o>    S?™**' 


amsi  qu'on  l'a  déduit  des  coosîdératwMgëoinétEÎques 

Geft  conditions  étant  remplies  par  les  yateurs  de  x 
et  àe  jr  déterminées  en  conséquence,  il  faut  encore 
que  les  cœfficiens  Z>^  £  et  F  ne  s'évanouissent  pas  en 
même  tenqw,  et  de  plus,  que  le  ngoe  de  la  quantité 
qui  forme  la  seconde  ligne  du  déYeloppement  ci-dessus, 
soit  indépendant  des  valeurs  de  m.  En  donnant  à  cette 
Upœlaloime. 

oo  Tioit  que  son  ^ae  restera  lie  même  si  le  polynôme 

n'en  change  pour  aucune  valeur  de  àr;  et  c'est  ce  qui 
arrivera ,  si ,  étant  égalé  à  séro ,  il  n'admet  pour  m  que 
des  valeurs  imaginaires  ou  des  valeurs  égales  :  or,  ces 
valeurs ,  exprimées  en  général  par 


•= ^ , 

seront  imaginaires  lorsque  E^^FD,  et  égales  si 
E^z=zPD. 

Sans  ces  conditions ,  il  n'y  aura  ni  maximum  ni  mî-- 
mmttmj  et  comme  elles  exigent  d'abord  que  F  et  D 
aient  le  même  signe.,  celui  de  la  quantité  (a)  ne  dc^ 
pendra  plus  alors  que  du  signe  du  coefficient  F;  on 
aura  donc  un  minimum  s'il  est  positif,  et  un  maximum 
s'il  est  négatif. 

Euler,  dans  ses  Inttiiutiones  Calculi  dijffèreniialis , 
n'indique  qu'une  seule  condition ,  savoir,  qUV  £>  et  F 
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soiewt  de  même  signe  ;  .Lagfange  montra  le  ^emier 
qu'elle  n'était  pas  suffisante ,  et  donna  sur  ce  sujet 
uae  ihécirie  à  laqiieUe  il  ne  manquait  plus  que 
Y^^Km^tu  du  cas  où  £^'  =  FDj  discuté  depuis  pat 
M.  Français  (*). 

Sî  Ie9  coeffifiieBS  du  second  ordre  s'anéantissaient  en 
même  teotpi  que  eem  d»pcemter,  il  n'y  a«u«it  maxi-^ 
mum  o«  minimum  qn'aattmt  que  Ids^eoefficiens  du 
troisième  ordre  disparaîtraient  aussi ,  et  que  les  termes 
du  quatrième  formeraient  ûpe  quaiititédont  le  signe 
ne  dépendrait  aucaaemeol  de  «,^  c'est-à-dire  y.  que  le 
polynôme  en  «,  qui  monterait  alors  au  4*  degré ,  étant 
considéré  comme  une  éfi^tM>n  de  ce  d^^é»  n'aurait 
que  des  racines  imaginaires  ou  des  racines  égales. 

i56.  Pour  exemple  analytique ,  j'ai  choisi  la  ques- 
tion suivante  y  analogue  à  celle  du  n**  i  o3  :  Partager  la 
quantité  a  en  trois  paiiiçs ,,Xy  y,  ♦  — x-^-y^  teliû 
que  le  produit  x*j*(a — x— yy  soAt  un  maxi^^nuipr 

Oa  a  alors 

— = x"*"*^(a— -a: — ^)f  "'  {  muT^mx^^mjr^-px  }=o, 

--= jT^^'-'Ca— ar— j-)'""*  {  na — nx — njr—pjr}'=^o\ 

les  facteurs  ma—mx — mjr^px  et  na — nX'-^njr^r-pjTy 
étant  é|;alés  à  zéro,  fournissest  les  équ^JtiiQns 

qui  y  par  réiinsrnation  de  a  —  x  —  jr^  conduisent  à 

nx 
mpx-^npxssoy     d'où    j^  =  — ; 


[*)  f^^€A  h'  j£Aili}  in-.i«,  m*  V9].,  i«i«(  6^1. 


Ci  Ton  Uoave  ensuite 

< 

ma  na  P^ 

xg= *  r= : — ,  a— X — rsz — -f^-- — . 

m+n+p^^      m+n-hp  ^ .    m^fiirp 

Poiir  sayoir  si  ces  yalears  appiirtienileiit  en  effet  à  un 
maximum^  on  les  substituera  dans  les  expressions  gé- 
nérales de 

d'M         ê^u         d*a 

enlhisantypottrabréger,  iii-f-i»4'/^«=^f  9  ontrouTera 

^=-  =r(T)"(T)""'(ff' 

Les  quantités  D  et  Fsont  toutes  deux  négative»,  et  Ton 
l'assurera  sans  peine  qu'elles  ren^lisseint  la  condition 
E^^DFj  lorsque  les  ezposans  m^n^p  sont  positifs; 
ainsi  on  a  obtenu  le  maximum  demandé. 

157.  Comme  application  géométrique,  je  prendrai 
I4  détermination  de  la  plus  courte  distance  entre  un 
plan  et  un  point  donnés. 

Soient  x^  jr^  z  les  coordonnées  du  plan ,  qui  sonjt 
les  inconnues  du  problème ,  x'  p/^  li  celles  du  point 
qui  sont  les  données;  la  distance  entre  le  point  et 
le  plan  sera  exprimée  par 


u 


=  v^|x~  jc')*  +  cr  -  yy  4-  («-/)', 


I 


qui  deYra  être  considérée  comme  une  fonction  de«  deux 
variables  x  tK  y^k  cause  de  liî  dépendànee  qu'établii 
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entre  celles-ci  et  Tordoiuiée  Zj  Féqoation  du  plao 
donné.  Si  on  la  représente  par  £=:  j4x  +  Bj- +  D  y 
que  Ton  diffésentie  u  dans  cette  hypothèse  (i  36) ,  or 
aura  ds  ss  Jldx  +  Bàj*  ;  et  snppriuiant  les  déno- 

minatearsdeayalenrsdeT-  etde  -r-*  on  trouTerà 

dx  âjr^ 

équati<Mi$  qui  sont  précis^ent  celtes  de  la  perpen- 
diculaire au  plan  donné. 

S'il  touche  y  au  point  dont  les  coordonnées  sont 
*>   Xf    «»    «n«   surface   courbe    pour   laqaelle.. 
àz^pdx  +  qdxi  comme  alors  A^szp^  ^=7»  le» 
équations  ci-dessus  deviendront  celles  de  la  normale 
à  celte  suifaoe  (i5o). 

De  Vapplication  du  Calcul  différentiel  aux- 
courbes  à  double  courbure ,  et  des  surfaces 
développables. 

i5&  On  sait  (Trig,  ig3)  que  deux  équations  pri- 
mitives entre  trois  variables ,  se  représentent  par  une 
ligne  considérée  dans  l'espace ,  tandis  qu'une  seule 
équation  entré  trois  variables  appartient  à  une  surface. 
Lorsqu'on  veut  appliquer  le  Calcul  différentiel  aux 
courbes  à  double  courbure ,  on  peut  les  regarder 
comme  les  limites  de  polygones  dont  trois  côtés  con- 
sécutifs ne  sauraient  être  dans  le  même  plan.  Le  pro* 
longement  de  l'un  de  ces  côtés  donne  la  tangente,  de 
même  que  dans  les  couri>es  planes. 
Fia.  39.  Ainsi  la  tangente  JMT  de  la  courbe  MXj  fig,  3^^ 
est  la  droite  qui  passe  par  les  poiot^  dont  les  coor- 


I  • 
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donoées  sont 

et  l'on  aura  pour  l^  équations  de. ses  projections 
sur  les  plans  des  xj-  et  des  xz^ 

qoi  appartiennent  ëvîdemiaent  aux  lignes  M'T'  et 
M"rj  tangentes  aux  projections  M'X'  et  M'X"  de 
la  courbe  proposée  (68).  Il  ne  reste  plus  qu'à  mettre 
dans  ces  équations ,  au  lieu  des  coordonnées  j*,  t  et  de 
leurs  différentielles ,  les  valeurs  tirées  des  équations 
des  projections  de  la  courbe  proposée. 

iSg.  Deux  tangentes  consécutives  TM  et  im^  déter-^ 
minent  le  plan  qui  passe  par  deux  cAtés  consécntifsy 
et  qu'on  noinme/;i!aA  osculateur  :  on  peut  trouver  son 
équation  en  le  regardant  conune  passant  par  trois 
points  consécutifs  de  la  courbe  proposée.  Soit  donc 

.  ^=Jif  +  By+D 

son  équation;  il  faudra  qu'on  ait  d'abord 

puisqu'il  doit  contenir  le  point  dont  les  coordonnées 
sontx,^  etx;  et  pour  que  les  deux  points  suivans 
s'y  trouvent  aussi,  il  faudra  de  plus  que  la  différen- 
tielle première  et  la  différentielle  seconde  de  son  équa- 
tion, aient  lieu  en  même  temps  que  celles  des  équa- 
tions de  la  courbe  proposée. 

On  pourrait  prendre  une'  des  différentielles  do: ,  Aj^ 


ou  d^  pour  eonstante  (i33}  ;  mais  il  tera  iAut  tymé* 
trique  de  les  traiter  toutes  comme  variables  en  même 
temps ,  et  il  viendra 

ds  =  jiàx  4-  Bàx^ 
d'jBss  Aà*x+  Bà*Xi 

d'où  l'on  tîjrera 

puis  retranchant  l'équation 

z=s  Axri-  Bjr  r^  D, 
de 

z'=  Jx'+  Bjr'+  D, 

mettant  ensuite  ponr  AeiB  leurs  Taleuii ,  fiûsaal 
disparaître  les  déaominateurs ,  et  passant  tous  les 
termes  dans  un  seul  membre ,  on  trouvera 

+  (»'—«)  (d«dV^d^d»x)  =  o, 

résultat  remarquable  par  sa  forme. 

En  y  substituant  y  pour  deux  quelconques  des  trois 
coordonnées  x^  jr^t^  leurs  valeurs  tirées  des  équations 
de  1»  courbe  proposée ,  on  aura  l'équation  du  plan  os* 
culateur,  particularisée  par  la  coordonnée  restante. 

Ici  s'offre  l'occasion  de  vérifier  cii  qu'on  lit  à  la  fin 
du  n^  1 82  ;  car,  si  en  regardant  d'abord  ^  et  ;c  comme 
des  fonctions  AeXy  on  fait 

dj-Gspd:Çi    d»j-iB3fdjc%    djs=/dj:,     d**=y'd:r% 

et  qu'ensuite  on  suppose  les  trois  variables  fonctiona 
d'une  quatrième  I,  on  aura  par  le  n*  i3i, 

à^X  =  f  d**  +  /»*•*  »     d*x  =  qàx^  +  p'd-jr , 


valean  dpni  la  subslitaUoft  âaoB  T^uaiioa  du  pbn 
oscula^ur^  feiauit  dkpatallre  d*Xy  conduil  aa  mâme 
résaltat  que  si  Ton  eut  bit  dx  coastatit. 

i6o.  Ob  otMerreiàen  panant ,  que  la  différentielle 
de  Varc  de  la  courbe  a  pour  expression 


t/d«»  +  dj-»  +  di^, 


puisque  c'est  celle  de  la  distapce  des  points  dont. les 
coordonnées  respectives  sont 

i6i.  La  lérie  des  tangentes  d'ooe  courbe  à  doubla 
courbure f  ou,  ce  qui  revient  au  pièmcila  suite  de  S(e^ 
plans  osculateûirs-y  lorsqu'on  les  mène  par.  des  p<Hfils 
peu  éloignés  j  forme  uu  polyèdre  co^iposé  de  plans 
angulaires,  accolas  les  uns  aux  autr/es  par  «a  c&té 
commun ,  et  qui  peuvent  seiaoïeQer  «u  mânif  flw  of 
se  développer,  en  les  faisant  tourner  autpur  d«  ce 
côté  :  c'est  ce  que  représente  la  figuxa  4^*  Si»  potH"  ,1^.  ^o. 
plus  de  simplicité.  Ton  n'y  considère  en  premier  lien 
que  les  lignes  tirées  en  plein ,  on  verra  bien  comment 
les  côtés  du  poly|[OAe  MMM^Mz  etc.,  prolongés 
dans  le  même  sens,  forment  les  angles 

TM,T,,  T.M^T^,  TJliTz,   T^M^T^,  etc., 

silués  d'abord  dans  des  plans  dîffârea^,  et  qui  se  ra^ 
nèneoC  aur  un  seul ,  en  tournant  autour  des  lignes 

ilf/r,,       Af.r,,       MzT%,      eic. 


ensuite  leurs  piolongemens  dans  le  sens 
opposé,  parties  qui  sont  ponctuées,  et  qui  croisent  la 
direction  des  autres,  eu  passant  soit  au-dessus,  soit 
au-dessous ,  on  en  voit  naître  une  seconde  nappe,  du 
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polyèdre,  laquelle  rencontre  la  première  tui^ant  W 
cdtés  du  polygone ,  qui  défient  ainsi  une  ligne  de 
rebroussement  sur  ce  polyèdre. 

Il  est  bon  d'obier^er  qae  cbaq»  cAtë  de  cfi  poj^^one 
peut  être  envisage'  comnie  l'intersection  de  d^ux  &ces 
contiguës  da  polyèdre  ,  et  chacun  de  ses  angles, 
comme  celle  de  trois  faces  consécutives  du  même 
polyèdre. 

Cela  posé,  si  Ton  conçoit  que  les  points  pris  sur  la 
courbe  proposée,  pour  former  le  polygone,  se  rappro- 
chent de  plus  en  plus,  le  polyèdre  tendra  sans  cesse 
vers  un  corps  continu,  qui  en  sera  la  litoiite ,  comme 
les  cylindres  el  les  cônes  sont  celles  des  prismes  et 
des  pyramides;  et  sa  ligne  de  rd>rou88eme&t  se  chan- 
gera dans  la  courbe  proposée ,  qui  est  aussi  nonunée 
V arête  4e  rebrûuuemeru  de  la  surCace  formée  par  ses 
tangentes  :  telle  est  Torigine  U  plus  simple  des  sur- 
&ces  développables ,  annoncées  dans  le  n*  1^3. 

Lorsqu'on  a  les  équations  de  la  courbe  proposée, 
celle  de  la  surface  de  ses  tangentes  s'otitient  facilement  -^ 
car^  si  dans  les  équations  de  la  tangente , 

on  change  jr ,  j^,  2 ,  en  «,  iS,  y»  afin  de  pouvoir  sup- 
primer les  accens  affectés  aux  coordonnées  courante» 
de  cette  droite,  et  qu'on  représente  par 

^=,(.),   ^«f'W,    »«4W.  3;=*'W» 

les  équations  des  projections  de  lia  courbe  proposée, 
et  leurs  différentielles,  en  sorte  que  les  équations  de  sa 
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^ogente  deTtenKent   > 

jr-  Ç  (m)  ss  ^'  (•)   (X  — •)  îii), 

z-^' W  =  4'W  (*-•)  (*), 

cette  droite  ii'e$t  plus  particalarisëe  que  par  la  valeur 
de  m.  Si  donc  on  ëlimine  «.  ce  qui  est  toujours  po8*- 
sible  quand  les  fonctions  ^  et  4  ^^^^  connues,  l'é- 
quation résultante  en  x,  j*  et  « ,  appartiendra  à 
VeiMQible  des  tangentes  de  la  courbe  proposée ,  et 
sera  par  conséquent  rëquation  de  la  surCsice  qu'elles 
ferment. 

Il  est  évident  qu'on  pourra  reconnaître  par  cette 
équation ,  si  la  courbe  donnée  est  plane  ou  à  double 
courbure,  puisque  dans  le  premier  cas,  la  surface 
dont  on  vient  de  parler  sera  un  plan,  et  dans  le 
second  une  suriace  courbe. 

Quand  les  fomtes  des  fonctions  f  et  4  ne  sont  pas 
données,  Félimination  ne  peut  s'effectuer  qu'en  diffé- 
reniiaot ,  et  Ton  parvient  alors  au  caractère  général 
des  surfaces  développables.  Il  faut  d'abord  observer 
que  Téquation  (a) ,  établissant  une  relation  entre  x, 
j^  et  «,  fait  voir  que  la  dernière  de  ces  quantités 
est  une  fonction  des  deux  autres  s  je  différentie  donc 
sous  ce  point  de  vue ,  et  auccessivement  par  rapport 
à  X  et  par  rapport  à  /*,  les  équations  (a)  et  (b).  Pour 
abréger,  je  pose 

après  les  réductions ,  il  vient 

o  =  f'W  +  (x —)•»), 

/.=4'(#)  +  (X  — 1.)«'4», 
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mettant  alors  dans  les  valeurs  iep  etàeq^  celles  de 
(a: — «)/  et  de  (ar— !«)«•,  tirées  des  deux  premières 
e'quationSy  p  et  q  prendront  la  forme 

^  et  if  désignant  dés  fonctions  dépendantes  de  f  et 
de  4»  ^^  P^i"  conséquent  arbitraires.  II  résulte  évi- 

deoiment  de  là  que 

< 

V  étant  aussi  une  fonction  arbitraire  comme  les  prëcé* 
dentés. 
Maintenant ,  si  Ton  foit ^  ainsi  que  dans  le  n*  i5i ^ 

qu'on  différencie  successivement  par  rapport  à  x  et 
par  rapport  à  j-,  Téquation  p=w  (^),  on  obtiendi*a 

et  éliminant  la  fonction  v  (9)9  on  aura  enGn  l'équa-^ 
lion  différentielle  partielle  du  second  ordre 

rl-.»=0,        ou      g^—   _(^gj^)=0, 

qui  exprime  le  caractère  général  des  surfacea  déve- 
loppables ,  décou^^ert  par  Euler,  mais  sous  une  autre 
forme. 

Il  faut  4'&bord  remarquer  que  l'équation  (e)  du 
n®  iSa,  se  réduit  au  premier  degré  »  lorsqu'on  y  fait 
n — tf*=o,  ce  qui  montre  que  les  surfaces  dévelop* 
pables  n'ont  qu'une  seule  courbure ,  et  qu'à  propre- 
inent  parler^  l'une  des,  deux  valeurs  de  /devient  infinie 
dans  ce  cas.  La  ligne  de  courbure  qui  s'y  rapporte, 


«Bt  piëcÎBéaient  mae  des  tangentes  f énëratrîces ,  celle 
i{ai  passe  par  le  point  que  Ton  considère. 

Le*plan  qur  touche  la  coarbe  à  ce  point)  pasêe  par 
li^  même  droite ,  à  tous  les  points  de  laquelle  s'étend 
le  contact  entre  le  plan  et  là  surface  proposée  ^  comme 
il  est  aisé  de  le  voir,  puisque  ce  plan  n'est  autre  que 
la  limite  de  ceux  qu'on  mènerait  par  deux  tangentes 
consécutives. 

Cette  propriété, «particulière  aux  surfkces  dévelop*» 
pables  et  résulunt  de  ce  qu'elles  sont  composées  de 
lignes  droites  qui  se  coupent  deux  à  deux ,  les  distingue 
de  toutes  les,  autres  surfaces ,  sur  lesquelles  le  contact 
arec  un  plan  n'a  lieu ,  eti  général ,  que  dftns  un  seul 
point.  « 

i6a.  Mener  une  normale  h  une  courbe  considérée 
dans  l'espace  y  est  un  problème  indéterminé;  car  il 
«xiste  un  nombre  infini  de  droites  qui  ^  passant  par  le 
point  donné,  sont  en  même  temps  perpeodiculaires  à 
la  tangente  t  Tensemble  de  ces  droites  forme  un  plan 
perpendiculaire  à  cette  tangente ,  et  qui  se  nomme 
plan  normal.  En  donnant  aux  équations  de  la  tan* 
gente  (i58)  la  fortne 

on  Toit  que  "équation  du  plan  normal  est 

(x'-x)  ^  +  (jr'^j)^  +  «'-«=5  0  .  {Trig.  .8a), 

OU 

(x'— x)dar  +  (/— ^)dj-  +  («'— *)dz  =  o    (i). 

Considérons  maintenant  le  plan   normal  pour  le 
point  consécutif;  il  est  évident  qu'il  coupera  celui 
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qu'on  vient  de  déterminer,  et  qae,  sur  cette  intersec'^ 
tton ,  les  coordonnées  j/,  j/^  /  n'auront  pas  varié  i 
quoique  jp  soit  devenu  x  +  Ax  :  on  aura  donc  alors 

(ar'-.x)d«j:  +  Cy— r)d'r+(«'— *)*«— d*'~o   (2), 

en  posant  pour  abr^er, 

d x»  +  d^*  4-  d««  =:  ds\ 

et  le  système  des  équationt  (i)  ^t  (a)  exprimera  la 
droite  dont  il  s'agit.  Si  on  le  combine  avec  les  équa« 
tions  de  la  courbe  proposée  »  pour  éliminer  x^  jr^eiz^ 
il  restera  une  seule  équation,  appartenant  à  la  sur&ce 
qui  est  la  limite  des  intersections  successives  des  plans 
normaux ,  comme  la  développée  des  courbes  planes 
est  celle  des  intersections  consécutives  de  leon  nor- 
males (80). 

Cette  suriace  est  évidemment  développable ;  car, 
ainsi  que  celle  des  tangentes^  elle  est  composée  de 
lignes  droites  qui  se  coupent  deux  à  deux ,  ptdsque*  si 
Ton  substitue  un  polygone  à  la  courbe  proposée,  l'in- 
tersection du  premier  plan  normal  avec  le  second,  et 
celle  du  second  avec  le  troisième ,  seront  toutes  deux 
dans  le  second,  et  ainsi  de  proche  en  proche.  • 

C'est  ce  que  l'analyse  prouve  aussi  ;  hx  si  l'on  change 
X  en  «  comme  dans  le  n®  précédent,  qu'on  fasse  âm 
constant,  et  qu'on  supprime  les  aicens,  les  équa- 
tions (i)  et  (a)  deviendront 

-..-^'W-4'W'  /='^   P^' 

la  seconde  étant  la  di£Pérentielle .  de  la  première  par 
rapport  à  «,  montre  qu'on  peut  diffiérentier  ceUe-ci 
par  rapport  à  x  et  j^,  sans  faire  varier  «j  puisque  les 
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«termes  qui  résulten^ient  de  cette  fonction ,  seraient 
..nuls  en  vertu  de  la  seconde  équation.  La  preinière 
donnera  donc  iseulement 

»  +  /^4'W  =  o.    ^»  +  ?•!'(•)  =  o^ 

d'où  il  flRt  conclure ,  comme  dans  le  n®  cit^ ,  que 

i63.  Nous  somtnes  maintenant  en  état  de  déter- 
miner les  courbures ,  ou  flexions    d'une  courbe  à 


^"^ 


(*)  Sîy  dans  l'équation  (lO ,  oo  iait 

•ce  qaî  rtadra  «  fonction  de  m,  on  ponnra  poaer 
et  il  Tiendra 

Ces  ëqnationff,  qni  dément  de  celle  du  plan,  X'^Ay  +  B9^mt 
^na  laquelle  on  a  rendu  deux  des  comtaniea,  fonçtiova  de  la 
tfoiôème ,  apiiartîenneni  à  la  aiyte  dca  inteneetiona  d'un  plan  aa- 
•ojetti  à  ae  mouToir  d*une  manike  quelconque  dana  IVapace  :  tel 
est  l'éuoncë  le  plus  concis  de  la  formation  .des  surfaces  dévelop- 
pables. 

En  joignant  aux.  équation^  (.1^)  et  (a*)  la  differentieUe  de  la 
deuxièifte,  prise  seulement  par  ropport  à  m,  afin  de  passer  an  point 
comipua  k  deux  intexvecûons  successives  des  plans  générateurs, 
on  aura  pour  ce  point» 

et  si  Ton  élimine  m  entre  les  équations  (i*),  (a^;  et  (3*),  on  obtien- 
dra Taréte  de  rebroussement  de  la  surface  développable  (i6i). 

La  famille  des  surfaces  déreloppables  ne  renferme  pas  toutes 
ceUca  qui  août  engendrées  par  le  mouvement  d'une  ll^e  droite  ;  il 
y  a  en  oatrs  les  surface*  gauches  ou  réffiée$  ;  vo^ea,  sur  ce  sniet. 
Je  Traité  in-4^,  1. 1,  page  606 ,  et  1. 111 ,  page  666. 
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double  courbure.  La  première ,  celle  qui  subsisterait 
encore  quand  on  développerait  la  surface  des  tan- 
[pentes  ou  des  plans  osculateurs ,  est  celle  du  cercle 
qui  est  la  limite  de  tous  les  cercles  passant  par  trois 
points  consécutifs  de  cette  courbe ,  et  c^tenu  par 
conséquent  dans  le  plan  esculateor.  Son  Mitre ,  qui 
est  évidemment  l'intersection  de  ce  plan  avec  les  deux 
plans  normaux  consécutifs ,  ,sera  donné  en  joignant 
l'équation  du  plan  osculateur  (iSq),  au  système  des 
équations  (i)  et  (2)  du  n**  précédent. 

Au  moyeu  de  ces  équations ,  on   déterminera  tes 
valeurs  de 

or'  — j:,     y  —  jr,     z'^z, 

pom*  les  substituer  dans  l'e.Tpression 


qui  sera  celle  du  rayon  cherché,  que  je  représenterai 
paf  u. 

Si  l'on  pose  d'abord  pour  abréger 

AxA^jr  —  dj-d'ar  =  Z^ 
dzd'x  —  dxd'z  =  F, 
d^d*»  _  dzd'j-  =  X, 

en  indiquant  chacune  de  ces  expressions  par  la  lettre 
qui  ne  s'y  trouve  point ,  l'équation  du  plan  oscula- 
teur (iSg)  deviendra 

X{x'^x)  +  Y{f—j-)  +  Z  (z'—z)  =  o; 

et  eu  la  combinant  avec  celle  du  premier  plan  nor- 
mal (n*  précédent) ,  on  en  tirera  d'abord  les  valeurs 
dex' — X  et  de  y^^jr  en  tI^-^z^   qu'on  mettra  dans 
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l'éqiaiioii  du  second  plan  normal ,  qui  donnera 

,_(Xdj^-rd:c)d^^^ 

^-^= D ' 

où 

D  =  (rd«  —Zày)à*x+  iZdx  —  Xdz)à'x 

puis 


y-j^      = 


D 

(Zàx  —  XAz)àà^ 
D 


et  substitiuint  ces  valeurs  dans  Texpression  de  ti',  on 
trouvera 

a_  [(Xdj-— rd3r)*+(Zd3g^xdx)*4-(rdz— Zdj-)^]d5» 

Cela  fait ,  on  s'assurera  aisëment  que 
Xdjr  ^  rdj-  +  ZAz  z=  o, 

«$  en  ajoutant  le  quarré  de  cette  expression  au  premier 
facteur  du  numérateur  de  u',  on  aura 

On  verra  aussi ,  en  développant  la  valeur  de  Dy  qu'elle 
se  réduit  k  X^-^Y^  -^  Z*  i  on  obtiendra  donc  pour 
dernier  résultat, 


i^)  Si  Ton  faisait  coin lante  la  dilEérentielle  di,  ce  qaî  donnerait 
did*5  =  dxd»  jc  +  àyà*y  +  d«d»a  =r  o , 
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L'intersection  des  deux  plans  normaux  consëeutifsi 
ëtant  perpendiculaire  au  plan  du  cercle  qui  passe  par 
les  trois  points  pris  sur  la  courbe  proposée,  en  est 
l'axe  y  et  chacun  de  ses  points  peut  servir  à  décrire  le 
cercle ,  en  prenant  pour  rayon  la  distance  de  ce  point  à 
ceux  du  cercle  ;  mais  parmi  tous  ces  rayons  ,  on 
distingue,  sous  le  nom  de  rayon  de  courbure  absolu^ 
celui  qui  est  dans  le  plan  même  du  cercle ,  et  que 
nous  venons  de  trouver. 

Les  valeurs  de  ^\y  y  t'  feront  connaître  la  position 
du  centre  d^  coiurbure;  et  en  éliminant  x^  ^  et  z ,  on 
obtiendra  les  équations  de  la  courbe  formée  pat 
tous  ces  centres  ;  uouiis  cette  courbe  n'est  point  la  dé» 
veloppée  de  la  proposée,  lorsque  celle-ci  n'est  pas 
plane  (*)• 

La  formule  précédente ,  donnant  comme  cas  parti* 
culier,  la  courbure  de  l'intersection  d*une  surface  et 
d'un  plan  quelconque ,  se  rattache  à  ce  qu'on  a  vu 
sur  la  courbure  des  surfaces  (i5i).  Je  me  bornerai  ici 
au  cas  où  le  plan  coupant  passe  par  la  normale  à  la 
surface  proposée  $  je  prendrai  le  plan  tangent  pour 


et  qa'<ni  ajoatât  le  quarre'  de  U  dernière  egpreuîon,  au  dételop- 
pementde  Jr*+  ^*  +  ^'>  on  tn/DTeraU,  après  des  rédactions 
faciles  à  aperceToir, 

^ di4 

""■"d'j'-f-d»^»  4-d«»«* 

En  supprimant  tont  ce  qui  appartient  2i  la  troisième  coordon» 
nce  a  y  on  aurait 

^*  j,  V  d^' 

tt*=  -        .    , ,    d'on    M=     ...         ■^— , 

d»««  4-  d»  j'»  •  l/d**«  4-  d«y  • 

formule  ^  joindre  ans  expressions  de  >,  dans  le  n^  i3o. 
(*)  ^or«»  P»g«*  ^^5  et  (Bo  du  !•'  Tol.  du  Traite  in-4». 
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celui  des  xjr^  et  pour  origine  des  eoordoniiëes  le  point 
où  Ton  cherche  la  courbure.  Dans  cette  hypothèsi», 
d^  =3  o  et  d*^  ss  o  y  à  cause  que  le  plan  coupant 
^tant  perpendiculaire  sur  le  plan  tangent ,  l'intersae- 
tion  du  premier  avec  la  surface,  se  projette  en  ligne 
droite  sur  le  second.  Il  résulte  de  là 

• 

Z=o,   r=— dj?d**,    Xssdj-àH,  df«=dx»+d7', 

mab  si  Ton  pose  en  géhéral  dz^^pdx -^  çâj-y  on  en 
déduira 

d*»  =:  d(pda:  +  qdjr)  z^àpdx  +  àqdj- 
suivant  la  notation  du  n*  i5i ,  où  djrzBzmdx-^  et  de  là 

Cette  expression,  dépendant  de  m ,  change  die  valeur 
avec  la  direction  du  plan  coupant,  et  peut,  en  consé- 
quence, être  susceptible  de  maximum  ou  de  minimum. 
En  égalant  à  zéro  sa  di£Pérentielle  relative  à  m,  on 
trouve 

(r+  a^m  +  tm^ym  —  (i+n^)  (#  +  /m)  =c  o , 

ce  qui  se  réduit  à 

*m*+  (r— i)m  — *s5o; 

ainsi  les  valeurs  de  m  sont  ici  les  mêmes  qu'au  n®  1 5i . 

Comme  elles  appartiennent  à  deux  directions  perpen- 

dîculaires,  onpeutfaire  passer  les  plans  des  xz  et  des  j-;s 

|tr  ces  deux  directions  ;  Tune  des  valeurs  de  m  sera 
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nulle  et  l'autre  infinie,  ce  qui    suppose  i=:/>  cUns 
Véquation  précédente.  Alors  on  a 


1  +  »»' 


expression  qui  donne  -  et  -  pour  les  rayons  de  cour- 
bure correspondans  :  c'est  aussi  ce  qui  résulte  de  l'é- 
quation (e)  y  page  aoS ,  lorsqu'on  y  fait  /i=  o ,  ^  =  a 
et  *=5SQ. 

Les  autres  rayons  de  courbure  se  déduisent  de 
ceux-là,,  en  posant  m  =  tangt^,  v  désignant  un  angle 

quelconque.  En  substituant  à  m,  sa  valeur    ,. 

on  obtient 

cos  !/•  -f-  sin  *^    I 

**        rcosv*  + /sinv*         rcos^^  +  isin  i^** 

et  -  =1  r  cos  i**  +  /  sin  »/*. 

u 

Si  l'on  change  ici  l'angle  (^  dans  son  complément 
i9 ..  (/  ^  et  u  en  u\  il  en  résultera 

-,  =  r  sin  i'*  +  I  cos  V*  ;     d'oà  l'on  conclura 
u 

ce  qui  fiiit  voir  que  la  somme  des  quantités  inverses 
des  rayons  u,  est  constante  pour  les  directions  qui  sont 
à  angle  droit  (^). 


(^)  Les  eontiderationi  ci-destot  reatrent  dans  celles  qa^Eoler, 
premier  auteur  de  cette  belU  thi^oric»  a  mises  en  usage  ;  et  on 
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t64.  La  seconde  courbure ,  ou  la  seconde  flexion  de& 
courbes  qui  ne  sont  pas  planes ,  est  la  courbure  des 
surfaces  de'yeloppables  formées  par  leurs  tai^geates,  et 
indiquée  par  les  angles  compris  entre  les  plans  oscula- 
leurs ,  comme  leur  première  flexion  Test  par  ks  angles 
comprb  entre,  leurs  tangentes.  Or,  les  droites  qui  sont 
les  intersections  des  plans  normaux ,   étant  perpen* 
diculaires  aux  plans  osculateurs,  comprennent  eatie 
elles  le  même  angle. que  ces  derniers  ;  de  plus,  comme 
•elles forment ,  par  leurs  rencontres,  l'arête  de  rebrom-* 
aement  de  la  «||tface  des  plans  normaux  ,  ejleç  sont 
aussi  les  tangeJH  de  cette  arête,  qui  font,  par  consé-* 
quent,  entre  elles  des  angles  égaux  à  ceux  des  plans 
osculateora  correspondans  :  ainsi  la  seconde  flexion  de 
la  courbe  proposée  est  égale  à  la  première  flexion  de 
r arête  de  rebroussement  des  plans  normaux  Cette  re-^ 
lation  remarquée  par  Fourier,  est  réciproque  entre 


voit  comme  te»  rcsultau  t'accordent  avec  ccnz  que  Mooge  a 
obtenaiy  en  •uivaQt  uoo  marche  toute  différente,  qui  lui  a  fait  re** 
coooattre  Ict  points  singuliers  qu'il  a  nommés  ombilics^  dans  les- 
quels le  nombre  des  lignes  de  courbure  devient  infini  (  note  de  la 
page  m).  M.  Poisson  a  découvert  d*antres  points  ob  «  la  direction 
9  des  lignes  de  courbure  n>st  pas  indéterminée,  mais  leuK^nombre  est 
a»  plus  grand  qne  deux  :  il  pent  être  quatre  ou  six ,  ou  tout  auiru 
»  nombre  pair,  et  le  rayon  de  courbure  d'nne  section  normale 
•  est  snsceptible  de  plusieurs  ma jrim a  etmmima,  dont  le  nom- 
>  bit  est  toujours  égal  à  celui  des  lignes  de  courbure.  »  Il  donne* 
pour  exemple  Féquation  polaire   z  s=  u*sin  r9  ,    dans   laquelle 

u  ^>^ x*-hy*9  •in  â  ='~9  et  dont  le  cas  le  plus  simple ,  celui  où 
Usai,  est  s=yV/z*  -f-^*-  Ici  p  ti  q  sont  véritablement  nnis, 
tandis  qne  r,  «,  t,  qui  se  présentent  sons  la  forme  -,  dépendent 

du  rapport  de  ^  k  x.  {Journal  de  l'École  Polytechnique f 
XXI*  cabicr,  page  ao5.) 
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les  denx  courbes ,  puisque  les  tangentes  de  la  proposée 
comprennent  évidemment  entre  elles  des  angles  égaox 
à  ceux  que  forment  ses  plans  normaux ,  qui  sont  le» 
plans  osculateurs  de  Tarete  de  rebroussement  de  la 
surface  développable  qu'ils  composent. 

Ce  serait  ici  le  lieu  de  parler  des  points  singulier» 
que  peuvent  présent»  le»  courbes  à  double  courbure  ; 
mais  cette  discussion  me  mènerait  Irop  loin  ;  je  me 
contenterai  de  faire  observer  que,  d'après  ee  qui  pré* 
cède,  elles  sont  susceptibles  de  deux  sortes  d'in- 
flexions :  Tune  qui  se  rapporte  à  l^toremière  ceiutw 
bure,  se  manifeste  comme  dans  l^iourbes  planes, 
par  le  changement  de  signe  de  leur  rayon  de  courbure 
absolu  ;  l'autre ,  par  celui  du  rayon  de  eouriiure  de 
la  surface  de  leurs  tangente,  ou  de  Faréle  de  rebrou»^ 
sèment  delà  sur&ce  de  leurs  plans  normaux.  A 


/ 


f  *  ' 
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SECONDE  PARTIE. 

CALCUL    INTÉGRAL. 

De  ^intégration  des  fonctions  rationnelles 
et  une  seule  variable. 

i65.  Le  Calcul  intégral  est  Tinrerse  du  Calcul 
différentiel;  il  a  pour  but  de  remonter  des  coefficiens 
différentiels  aux  fonctions  dont  ils  dérivent.  L'expo- 
nûou  des  principes  de  ce  Calcul  présente  des  diviaionfr 
anâlogaes  à  celles  qu'offre  le  Galcol  différentiel.  Il 
peut  arrirer  que  la  composition  des  coeffidens  diffé-* 
rentiels  de  la  fonction  cherchée  ^  soit  donnée  immédia- 
tement par  les  variables  indépendantes  »  ou  qu'on  ait 
seulement  une  équation  entre  quelques-uns  de  ces 
coefficiens  et  une  ou  plusieurs  des  variables  :  le  pre- 
mier cas  étant  le  plus  simple  ;  c'est  celui  qu'il  convient 
de  traiter  d'abord. 
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Lorsque  le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre 
d'une  fonction  de  x,  est  donné  en  x,  on  a 

àr 

Y-sszXf     ou     dj-==Xdx: 

la  fonction  cherchée  est  donc  celle  dont  la  différentielle 
est  Xdx  y  et  on  l'indique  comme  ci-dessous  : 

jr  =  fXdx, 

la  caractéristique  /  étant  l'inverse  de  la  caractéristique 
d,  de  sorte  que  fàuz=zu^  et  àfXàx^siXAx  (*). 

Gela  posé,  les  diverses  formes  que  peut  avoir  la  fonc-« 
tiou  donnée  X  se  classent  ainsi  c[u'il  suit  : 

Fonctions  rationnelles, 

Aaf"  ^  Bx"  +  Cxi'  + _  U 

A'x^+  B'x»'+  Cx^-f.  ....  ~  f'^ 

Fonctions  irrationnelles , 

Fonctions  transcendantes , 

f(t/,  1^),     f(C/,  sinf),  etc. 


(*)  Ceux  qoi  ont  ccrit  les  premiers  sur  lé  Calcul  intégral,  ont 
employé  la  lettre  /  comme  Tiairiale  An  mot  fommt ,  parce  qne, 
•uivant  les  idées  de  Leibnitz,  les  différentielles  représentant  les 
accroissemcas  infiaimeDt  petits  des  variables  (6),  il  s^ensuit  qaVnc 
variable  quelconque  est  la  somme  du  nombre  infini  d^accroissemens 
quelle  a  reçus  depuis  son  origine  jusqu'au  moment  oh.  on  la  con- 
sidère; et  cVst  \\o\kv  cela  qa*on  a  donne  2k  la  fonction  que  f'ai  op^ 
pelée  pnmitivCi  le  nom  à^ Intégrale  ^  comm^  ëtast  le  résultat  de 
Pagrc'gation  de  toutes  les  diffifrenticUes  :  on  verra  plus  loin  (  a36) 
qu'elle  est ,  en  toute  rigueur ,  la  limite  de  leurs  sommes  :  ces 
dénominations  e»nt  bien  entendues  ,  on  peut  se  servir  indifiërchi'» 
ment  de  Pune  on  de  Tauirc. 
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i66k  On  voit  d'abord  que  pour  effectuer  Tintégra- 
lioiiy  il  £iut  renverser  lerrèglea  qui  ont  servi  a  diffé* 
rentier;  or,  par  la.  première  de  ces  règles ,  on  a 

d  (il  4*  **  ""  'w)  ==  dtt  +  ^•^  "~  ^"W  (ï o)  > 

et  si  Ton  intègre  le  premier  membre ,  en  y  supprimant 
la  caractéristique  d,  on  trouve 

u  -f.  il  —  IV  s=  /(dtt  +  di^  —  àw) , 
ce  qui  revient  à 

/dif  -f-  /di^  —  fdw  =  /(du  +  di*  —  dw)    (i65) , 

d'où  il  résulte  que 

/(Pda:  +  Qdx—Mar)  =  fPix  +  /Qda:  —  fRdx, 

c'est-à-dire  que  F  intégrale  de  la  somme  de  plusieurs 
.  Jonctions  différentielles,  est  égale  à  la  somme  des  in-- 
tégraUs  de  chacune  de  ces  fonctions. 

Deméme,   d.iiii=tfdii  (i  i)  donne  mirs/bdu,  et 
par  conséquent ^dliz=:â/'dii,  d'où  faXdx-^safXdxi 
ainsi  Von  peut  faire  sortir  du  signe  f  le  coefficient 
constant  a,  f  ou  Vjf  faire  entrer,  observation  importante 
pour  la  suite. 

i^j.  Gdia  posé,  on  a  parien^  i3,  d.a?''=nj:»"'da:; 
en  passant  aux  intégrales  y  on  en  dédoit  x^^=nfx^''^dx^ 

d'où /2t»-*dj:= — ,    et  changeant    nenn-fi,    on 

^■•♦*' 
obtient  fj^dx  =  — • — , 
^  /i  +  i 

c'est-à-dire,  f^nt  pour  intégrer  la  différentielle  monôme 

x'dx,  Ufaut  augmenter  l'exposant  de  la  variable 

d^une  unité,  puis  diviser  par  le  noui^el  exposant  et 

par  dx. 

De  plus,  suivant  la  remarque  du  n®  7,  la  di£féren- 

tielle  de  X-f-^  étant  la  même  que  celle  de  X^  il  faut. 


à  tontes  les  intëgtales^  ajouter  une  constante  qui  dt-^ 
meute  arbitraire  t  ainsi  lorsque 

iyzzsax^àxj  on  a  r= — ; —  +  A. 

i68i  ÂTant  d'aller  phis  loin ,  il  est  à  propos  d'exa- 
miner un  cas  particulier,  dans  lequel  la  règle  ci-dessus, 
est  en  défaut  -,  c'est  celui  où  n  =:  — i .  Il  vient  alors 

^  o  o 

mais  si  Ton  iait  attention  que 

àjr  Œ5  ax^^dx  ==  —  ses  ad.br  (29) , 

oik  reconnaîtra  bientôt  que 

et  que  l'exception  que  présente  ici  la  règle  du  n^  pré-t 
cèdent»  tient  à  llmpossibilitë  d'exprimer  la  transcen--. 
dante  Ir  en  un  nombre  fini  de  termes  algébriques. 

Néanmoins,  tm  simple  changement  de  forme  dans  la 
constante  j4  ,  suffit  pour  rattacher  ce  cas  particulier  à 

la  formule  générale  ;  car  si  Ton  écrit  —  — ; —  +  A 

au  lieu  de  ^ ,  ce  qui  est  permis ,  puisque  cette  cons- 
tante est  arbitraire ,  la  formule  générale  est  alors 

et  devient  |  quand  naes-^  i  ;  mais  si  Ton  y  applique 
le  procédé  du  n^gS,  en  prenant  n  pour  variable ,  oa 
obtiendra  la  vraie  valeur 

jr  =s  a\x  4-  A 
hn  même  que  ci-dessus. 
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169.  L'expression  ^ 

t{ui  représente  une  diffârentielle  rationnelle  et  entière^ 
,  quelconque  d'ailleurs  y  conduit  à 

"d'après  les  règles  des  n^  166  et  167. 

Je  n'ajoute  qu'une  constante  arbitraire  ;  car  il  est 
aisé  de  voir  que  si  Ton  en  ajoutait  une  pour  chaque 
Hmonome ,  elles  n'équÎTSudraient  toutes  ensemble  qu'à 

une  seule,  qui  serait  égale  à  leur  somme. 

■ 

170.  Si  Ton  avait  àjrs=z{ax'j'b)'^dxj  on  déve» 
lopperait  la  piqssance  indiquée,,  et  l'on  intép-endt 
chaque  monôme  qui  résalterait  de  cette  opération  ; 
mais  il  est  bon  d'observer  qu'^Hi  peut  arriver  au  ré- 
sultat saat  efieetaer  le  développement.  Il  suffit  de  faire 

€ix  +  b=:zZf  ce  qui  donne  â:= ,  dxss  —  j  substi- 

tiuuit  dans  l'eiqpression  de  d^,  on  trouve  djr  ==: , 

■et  par  conséquent  jr  =  —z —         +  A*  Mettant  pour  z 

sa  valeur,  on  aura  donc,  lorsque 

far +*)■•♦•* 

Pour  d^  =  (ar"  + ft)"x"""'dj:,  la  transformation 
réussit  encore;  car  en  posant  ax*4~^=2)  il  ^^  ré- 
sulte nax^'^^dxssz  dx,  d'où 


x*^'dr=  — ,  drae et  r  =  — - — ; — r+>>» 

Tia'     ^         na         ^       na(m  +  i) 


( 

^ 
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ce  qui  donne ,  lorsque 

lui(m-l-i)    ^ 

171.  Je  passe  aux  fonctions  fractionnaires,  et  pour 
commencer  par  le  cas  le  plus  simple ,  je  suppose  qu'on 

.    *  #x"*dx 

ait  djr  s=  y..  En  faisant  ax  +  b  sbz  ,  on  trouve 


et  par  conséquent 

dr=Î^ÎJn*^. 

développant  là  puissance  (z  —  &)",  multipliant  le  ré- 
sultat par  dz-,  et  divisant  après  par  z",  on  aura  une  suite 
de  monômes  à  intégrer. 

Prenons  pour  exemple  le  cas  où  m  =  3  et  n  :=!i  ; 
il  viendra 

en  appliquant  à  chacun  de  ces  monômes  la  règle  géné- 
rale (167) ,  il  en  résultera  -^ 

J-  =  J [^  -  3**  +  3*nz+  *3,-»  J 4.  A. 

On  remettra  ensuite  pour  z  sa  valeur,  et  Ton  aura 
enfin ,  lorsque 

-     «r'd:ff 


Oti  construirait  sans  peine  la  formule  générale  ;*  et 
51  Ton  avait  ^ 

.     MX'ix  4-  fi^JçPàx  +  yx^dx ♦ .  ■ 

^^  ~  (ax  +  fr)"  ' 

on  récrinrft  comme  il  soit  : 

,  ux*dx      .      fixPdx  yx^dx 


puis  on  opérerait  sur  chaque  terme  en  particulier , 
conune  je  viens  de  le  faire  sur  le  premier. 

172.  Les  di£férentielles  fractionnaires  et  rationnelles 
sont  en  général  de  la  forme 

(^ar*  ^Bx^+CxP )ix 

A'x^+B'x^'+ax^' * 

que,  pour  abréger,  je  représenterai  par  — p-.  H  faut 

d'abord  observer  que  l'exposant  de  x  dans  le  numéra- 
teur peut  être  supposé  moindre  que  dans  le  déuomina* 
teur;  car  si  cela  n'était  pas,  en  divisant  U  par  /^,  et 
nommant  Ç  le  quotient  de  cette  division  et  R  le  reste, 

il  viendrait  /  -— -sc/Çdx-f-  /  — =-  ;  mais  Q  étant 

une  fonction  rationnelle  et  entière  1  fQdx  s'obtien* 
drait  par  l'application  immédiate  de  la  règle  du  n°  167, 

et  il  ne  resterait  plus  à  trouver  que  /  --p-i  <)ains  la-> 

quelle  la  fonction  B  est,  par  rapport  à  or,  d*un  degré 
moins  élevé  que  la  fonction  f^.  La  forme  la  plus 

générale  que  puisse  avoir  la  fraction  —p- ,  sera  donc 
X»  +  ^'x»--f.  B'x^-^+  Cx'-^  . .+  Sr     * 
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La  méthode  gëajtfrale  pour  intégrer  les  différentielles 

exprimées  par  des  fractions  rationnelles ,  consiste  à 

les  décomposer  en  d'autres  dont  les  dénominateurs 

soient  plus  «mples^^  qu'on  désigne  sous  le  nom  de 

fraciions  partielles,  et  qn^on  obtient  comme  il  suit. 

En  égalant  à  zéro  le  dénominateur  de  la  fraction 
proposée,  on  formera  l'équation 

et  concevant  qu'on  ait  déterminé  les  diverses  racines  de 
cette  équation ,  on  les  représentera  par 

Of     a  f     a  j     a  f     etp.  y 

en  supposant  qu'elles  soient  toutes  inégales  ;  par  ce 
moyen,  le  premier  membre  de  l'équation  ci-dessus,  ou 
le  dénominateur  de  la  fraction  proposée ,  sera  mis  sous 
la  fofme  d'un  produit  de  n  Caeteurs 

9-^a,    «— «%    X — a*,    x— «^,  etc. 

Cela  fait,  on  regardera  la  fraction  proposée  comme 
la  somme  des  fractions 

Nix        N'dx       N'dx 

jz:^'  ji:?'   ïz:?'  ""^-^ 

ayant  pour  dénominateui's  les  facteurs  du  dénomina- 
teur de  la  proposée,  et  pour  numérateurs  des  cons- 
tantes indéterminées^ 

Je  suppose,  pour  fixer  les  idées,  que  la  différentielle 
à  intégrer  soit 

(jjx^  +Bx+  C)dx 
x^+Jfx^  +  B'x  +  O' 

et  qu'on  ait  trouvé 
x^+J'x*+  B'x+  C  =  {X'^a) (ar— tfO  {x^aT). 


&i  rëdiitiiint  m  n^e  d^nominvCeiir  les  frftétiotit  ' 

•  •  _ 

Ndx        iV'dx      'N'dx 
et  lesajoiUaut^  il  yiettAni 


k  dëaomuiateur  sera  îe  ittéme  que  celui  dé  là  pro- 
potée, er  le  nam^raietii'  sera  nécessairement  une 
fonction  du  degré  inférieur  à  celui  dti  dénominateur  ^ 
c'est-à-dire  du  second  degré.  En  développant,  oii  a 
en  effet 

(  (iNM-N'+iv*)T^[;iV(ii'-|.ûO+iV'(à-^«0+iv^(«+4/)> 

•  <  • 
Cette  fonction  étant  comparée  avec  le  nnmératem;  d^ 
la  fraction  proposée ,  dopne  le&  trois  équations 

4{ui  ne  sont  que  du  premier  degré,  par  rapport  aux 
indéterminées  iV,  iV',  AT/. 

Pour  les  résoudre  ^  il  suffit  de  multiplier  la  première 
par  âf,  la  seconde  par  a,,  et  d'ajouier  les  -produits 
avec  la  troisième;  on  trouve  de  cette. manière, 

'=siV(a-.a')(a~aa,         . 

d'après  les  lois  de  la  ^composition  des  équatîosks  ,-e«  par 
ooiuiéc|iient, 

V—    ^^^  +  Ba+C 

Cale .  intégr, ,  5«  ^îtîon.  1 7 
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où  le  mmérate§9r4H^  gm  dewetU  eehd  d9  taframêùn 
proposée,  quand  on  jf  change  x  en  a^  ei  le  dénomina^ 
ieur,  le  produit  des  diffirenees  entre  la  racine  a  el 
toutes  les  autres. 
Suivant  cette  loi  ^  on  aura ,  sans  calcul , 

et  il  ne  sérail  pas  dilBiçiliC  4e  ilaiMiner  qu'alla  oowAent 
au  ca9  général  \  inais  999^  y  parvieadfoiM  hiantèt  ca* 
core  plus  facUf^mtvit. 
Cela  p9$tf ,  pi^qn^ 

{Aat^^  Bx  +  C)dx_  JV^dar        iV'dx       N^Ax 

■             „  ,      j                       .1.               J^<*^        ^'d« 
on  fera  d  abord  x—  aâacz,  et  Ion  aura s= , 

dont  Tintëgrale  est  AMz,  o^  A^l  (ap--*a),  0«  trmnM 
de  même  que 


/ 


et  par  con$éq\^nt 

—  l  [(a?  —  û)^  (x  —  û')^  (^  —  fl*)^*]  +  const. 

173.  L'intégration  des  fractions  ratîonnelles^  o*a 
donc  aucune  difficulté,  lorsqu'elles  sont  décomposées 
oomne  en  vient  de'  le  nÀty  an  fiActkns'paftîflliw» 
dont  les  dénominateurs  sont  des  binômes  ula  {iwtiiMcr 
degré  ;  mais  cette  ferme  n^est  possibk  que  pour  les 
facteurs  qui  sont  «impies  dan»  lé  dénominateur  de  la 


•imctlo^  proposée*  £n  eff^t ,  la  gupposttion  de  a'i=itt^ 
dans  l'exemple  du  n®  précédent^  jtend  infinies  les 
valeurs  de  iv*  et  de  N'f  et  cela  tient  à  ce  que ,  dans 
Tensenable  des  fractions  partielles 


:+ 


— — *  ^-. , 

a:— a         x — a 


la  somme  des  indéterminées  N+N'  se  comportant 
comma  oiK  seul#  »  il  ne  s'an  tvoiùre  plutnift  nombre 
suffisant. 

On  obvie  à  cet  inconvénient^  en  substituant  à  ces 
deux  ftactions ,  qui  n'en  font  plus  qu'lme ,  la  sui- 
vante « 


••^  £ 


(x  —  a)*       ' 

et  en  la  réduisant  au  même  dénominateur  avec  la  der^ 
uière^  r*3*T»9  <>n  obtient «ocove «unomhre  d'équa*- 

lions  ^al  à  celui  des  inconnues  iV,  iV'  et  iV". 

Llntégration  de  la  nouvelle  fraction  n'offre  d'ail- 
leurs aucune  difficulté,  puisqu'en  faisant  x-^azzzz^ 
on  retombe  sur  des  monômes ,  comme  dans  te  dernier 
exemple  du  n*  i^i,  dont  celui-ci  n'est  qu'un  cas  par- 
ticulier. 

Bu  général ,  si  le  dénoitiinateur  /^  de  la  fraction 
proposée  contenait  le  facteur  (x  — a)",  il  fiiudrait 
prendre  pour  ce  facteur,  une  fraction  partielle  de  la 
forme 


(x  —  a)*  ' 

qu'on  int^p^rait  en  posant 

4P  — f  a  SX  Sy     d'on    jt  =x  a  4*  ^>     àxss  dr; 

17.. 
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car  le  résolut  de  cette  mibstitution,  étant  de  la  forme 

.    I  — '    I     _•  _         '    • 
revient  à 

Il  montre  en  mémetempa  qn'on  pent  tidiatitoer  à  la 
première  fraction,  les  snÎTantes 

Max  Mtâx  M^  Mm^tdx 

dont  les  numérateurs  sont  des  constantes ,  et  qui  s'in- 
tègrent aussi  par  le  procédé  du  n**  171. 

1 74-  ^tte  dernière  forme  et  celle  qui  répond  aux 
facteurs  inégaux  (17%) ,  sont  les  plus  simples  dans  le^ 
quelles  on  puisse  décomposer  les  fractions  rationnelles 
à  intégrer,  et  donnent  lieu  à  une  opération  subsidiaire 
qui  se  divise  en  deux  parties.  La  première ,  qui  con- 
siste à  déterminer  les  facteurs  du  dénominateur  F]  dé- 
pend, comme  nous  l'avons  déjà  dit,  de  la  résolution 
de  Véquation  /^=  o  (i  72)  ^  la  seconde  partie ,  qui  est 
la  détermination  des  numérateurs  des  fractions  par- 
tielles ^  s'effectue  par  plusieurs  procédés,  dont  voici 
le  plus  élémentaire. 

Ayant  mis  à  pari  un  facteur  simple  x  —  a  du  déno- 
minateur, on  pose 

F=(x-a)Q    et     ^=__  +  -, 

P  étant  une  fonction  de  x ,  provenant  de  la  réduction 
au  même  dénominateur  de  toutes  les  fractions  autres 


J 


N 
^ne y  qui'entrent  dans  la  proposée;  ce  sera  par 

conséquent  une  fonction  entière  par  rapport  à  x.  Mais 
en  réduisant  au  même  dénominateur  les  deux  mem- 
bres de  la  dernière  équation  posée  ci-dessus ,  on  aura 

il/=iVO+(:c— tf)F,     d'où    P=^~^^', 

et  puisque  P  est  une  fonction  entière  de  x ,  il  faudra 
i\^Q  V — iVQ  soit  divisible  par  x — a^  ce  quinep^nt 
avoir  lieu,  à  moins  que,  suivant  le  théorème  fondai 
mental  de  la  composition  des  équations ,  le  polynôme 
.  U  —  NQ  ne  s^évanouisse  lorsqu'on  y  change  x  en  «^ 
Si  donc  on  désigne  par  u  et  par  q  ce^qne  deviennent 
17  et  Ç,  après  cette  substitution  qui  ne  change  rien  à 
N,  puisque  c'est  une  constante^  on  aura 

U'^NqtszOy    et    Nss'-j 

expression  donjt  la  valeur  sera  toujours  finie  ;  car  soa 
numérateur  et  son  dénominateur  ne  sauraient  devenir 
nuls,  pubquela  fractioa  étant  réduite  à  sa  plus  simple 
expression  y  le  ÊKSteur  x-^a  ne  fera  point  partie 
de  1/ 9  et  n'entrera  pas  non  plus  dans  Q,  puisqu'il 
ne  se  trouve  qu'une  fois  dans^:  il  sera  donc  tou- 
jours possible  d'obtenir  la  fraction  partielle  corres- 
pondante à  un  facteur  de  cette  sorte. 

Si  l'on  met  au  lieu  de  1/  ce  qu'il  représente  ti  72) ,  et 
qu'on  pbserve  que 

Ç  =  {x^d)  (a:  —  a"')  (a:  —  «•)  etc., 
on  obtient 

^  ^  q~    {fl  — a^){a^  a)  (a -^  a")  etc.   " 
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expression  qui  rantre  dans  la  loi  annoncée  plM  haut 

(17*)- 

175.  Voyons  inaintenaut  comment  on  peut  trouver 
les  numérateurs  des  fractions  partielles  qui  répondent 
aux  facteurs  égaux.  Soit  f^z=zQ(x — û)*;  posons 


(1^3) ,  forme  que  la  détermination  des  inconnuos  ra 
justifier.  En  réduisant  au  même  dénominateur,  it 
viendra 


(a:— d)-  • 

et  comme  P  doit  être  une  fonction  enti&re,  il  faudra 
que  le  numérateur  de  son  eixpratsion  soit  divisible  m 
fois  de  suite  par  x  —  a  :  ce  numérateur  s'évanouira 
donc  lorsqu'on  y  changera  x  en  â.  On  voit  d'abord 
qu'il  se  réduit  dans  ce  cas  à  r/—-  Qff-^  mais  pour  que 
£/-*-  QN  soit  divisible  par  x  —  a  y  il  faut,  en  con- 
servant les  mêmes  dénominations  que  dans  le  ti*  pré- 

u 
cédeoty  qu'on  ait  u — qN::s:i^  ou  iV:ss-, 

Cette  valeur  changera    J7—  Qti  en    1/  —  -  Q , 

qui,  se  divisant  alors  par  x-^a^  sera  de  la  forme 
C/i(a:-— a),  l/|  désignant  le  quotient;  et  la  suppression 
du  facteur  «  — «a,  dans  les  deux  termes  de  P,  donnera 

U^—Q[N^  +N,(x^a)..  .  +  N^,(x^àr--'] 

(ar  — tf)— • 

Maintenant  pour  obtenir  iVi,  on  fera  x  saa^  et  en 


sa  e^uBPh  mifesAx..  *  96S 

'  ment  de  dr  «n  a,  on  aura  Ui— -  j^iViSs^,  oa  iVaSsA 

M<iltaiiteiiiUiteaillîett  dé  JV,  6a  Talenrdaiiff  Vi^QN^, 

.  If  •      - 

U  tn  if  sultera  Ja  qvanUté  £/»  -r  -*  Q  »  9^  »  a'é:vaooiû»- 

•ant  lorsque  ;r  9b  a  ,  sera  divisible  par.  î»  —  a>  «t 
par  conséquent  P  se  réduira  à 

r/^  représentant  le  quotient  de  la  division  de  I/i'-*—  Q 
par  jr— *  «.'  Eu  continuant  là  même  notation  ^  oii  tloil^ 
veia encore Mf—j^iVs SCO,  d'où  iV«=^yetai«8i4fs^ 

atttf«É|  MM  tomber  jatitais  ftur  des  YalelliPs  kiftaiés« 

176.  Le  Calcul  diâerentiel  lacilite  l)eaucoup  les 
opérations  précédentes.  En  effet,  si  Vùn  différends 
suGcesnvement  m  —  1  fois  l'équation 


C^saÇ[«'+W,(*  — 41)4- iV.(df  — «)• a 

+  iV«..(a?— fl)--']  +  P(a:  — 41)-, 

». 

et  qu'on  fasse  ensuite   «=3  a,    dans  cette  équation 
et  dans  celles  qu'on  en  aura  déduilea,  il  vi( 


d*U=i  Nà^Q  +  aNA  Qdx  +  aTV.  Çd:r», 

àWiszNà^Q  +  3N,d^Qâs+6NAQàx'  +  ôiVsÇdar^, 
etc., 

équations  qui  déterminent  chacune  des  inconnues  Nf. 
iV|,iV,y  elc.,  par  celles  qui  la  précèdent;  bien  en* 


i 


Unda  qu'âpiès  le3  diffârenliations ,  il  iaadn  cbaogBrx 

'  Lia  valetir  de  q  se  trouve  aussi  par  la  différen- 
tialian.  En  pou^^nt,  jusqu'à  Tordre  m  ^. celle  de  Té-^ 
quation  f  =  Ç(a:-— a)"»,  et  faisant  ensuite  x=sa, 
le  résottàt  se  réduit  â    d»/^ss=7iî(m— i). .  .a.  iÇdjc" 

(57),     d^)à     0  =  — ^""^  ^   ,    O   ayant  alor9  la 

1.2, . .  mm      ^      '       .       • 

valeur  particulière  désignée  par  q. 

On  pàS9e  ensuite  aux  dîfiërentlelles  de   Ç  ^   rei- 

latives  à  a:  =  a ,  en  prenant  successivement  celles  de 

roxdrem-f-i,  m+n^  etc.,  deTéquation  F=Q(x — «)"; 

car  il  est  aisé  de  voir,  d'après  la  remarque  du  n*  87, 

qn^iidms  ce.  ^as,  d*"*"^^d^\Q(«  — «)",   par 

exemplci   se  réduit  à    (m -f- i)m.  ..a.idQdx*.    Il 

suit  de  là ,'  ipi'on  pourra  exprimer  les  indéterminées 

iV,  iN^jNs^j  etc. ,  à  Taide  des  dîffiérentidles  du  nui9ér 

rateur  U  et  de  celles  du,  dénom^nfiteur  ^de  U  fraction 

proposée  (**J, 


•^m»mÊt^m    ni     ■■     ■     m    i     |         |  M  i     ii    <■■        ^H 


(^)  Si  Ton  metuit  Ift  prei^ière  à{oafioa  d«  ctt  «rtide ,  ton*  1» 
forooie 

qa^on  en  pilc  alors  les  diffëreiitie%i  saoceHives ,  et  qn'oD  y  fit 
ensuite  xssOf  on  obtiendrait  les  vaienra  immédiates  des  qnaq* 
tités  iV,iVi,iKt,  etc. 

(**)  yojre*  le  Traite  in-4*,  t.  II,  page  19  ;  voy^  aussi ,  dans  les  Acta 
Acad, PetropoUtanœ  ^  an.  1780,  parsi'fp,  Sa,  comment Euler, 
an  moyen  d'un  développemeot  analogae  k  celui  de  vf  dans  le  n*  ga, 
détermine  les  numérateurs  des  fractions  partielles ,  lesquels  sont  les 

coéScicos  des  puissances  nc'gatives  de  ft,  quand  on  chan|^  P  en  -k. 
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177.  Le  fond  du  calcal  ne  changerait  pa«,  quand 
même  quelques-unes  des  racines  a ,  ^,  a'j  etc.  ne  se« 
raient  pas  réelles  ;  les  imaginaires  qui  s'introduiraient 
alors  dans  les  numérateurs  dés  fractions  partielles, 
disparaîtraient  par  des  réductions  au  même  dénomi* 
nateur  ;  mais  il  est  peut-être  plus  simple  dWiter  ces 
formes ,  en  ne  décomposant  le  dénominateur  f  qn*eh 
fiicteurs  réels  y  ce  qui  est  toujours  possible ,  parce  que 
les  facteurs  imaginaires  d'un  polynôme  quelconque  > 
se  groupent  deux  à  deux  en  facteurs  réels  du  se- 
cond degré.  (Complément  des  Éléme'ns  d Algèbre.) 

Ces  facteurs  peuvent  en  génial  être  représentés 
par 

et  pour  obtenir  les  fractions  partielles  correspondantes, 
il  ne  faut  que  modifier  tris  peu  les  procédés  des 
p~  i74«t.i75» 

Dans  te  cas  d'un  lacteur  simple,  on  pose 

U_  Mx  +  N  .P 

d'où  Ton  tire 

l/=5  Q{Mx  +  iV)  +  />(x»  —  a«a:  +  #*+  j8»), 

et  raisonnant  comme  dans  len^  174»  puisque  P  doit 
toujours  être  une  fonction  entière  d^|^y  il  faut  que 
la  quantité  U—Q^MxJ^-N)  soit  divisMe  par 
jt* — a«a:-f-«*  +  ^*  •  die  doit  donc  renfermer  an 
nombre  de  ses  facteurs,  ceux  de  ce  polynôme,  ets'é- 
Tanouir  par  conséquent  dans  les  mêmes  circoostances. 


% 


a66  tAÂiri  AtiiCDltAuit  * 

MàM  le»  racines  de  ir*  -^  ^^  ^*  n^  «f.  j|*  âss  o  sont 

I 

valeurs  qui,  substituées  iaccessÎTemeut  dans 

V —  Q{Mlx  -|-  iV),    doiyeat  faire   évanouir   cette 

ifQaiitité.  Soîeiit  doac  u  zïzu- 1/— x  tt  fdû^  V^^ 
ce  que  deviennent  V  etÇf  apràs  ce4te  ■nbttitutipo } 
ou  aura 

équation  double,  à  cause  du  signe  dr  dont  sont  aiFectés 
plusieurs  de  ses  termes,  et  qui  est  équivalente  à  celles 
qu'on  formerait^  en  égalant  séparément  à  zéro  la  par- 
tie réelle  et  la  partie  imaginaire.  D'après  cette  consi- 
dération ^  on  aura 

u  —  (qm  —  q'fiM  —  qN  âtt  o, 
u'  ^  l^m^   q^)M  —  ^IV  ==  o, 

équations  qui  donneront  les  valeurs  de  Jf  et  de  AT. 

178.  Si  le  facteur  â^-«raittf-f-a'4*i8*,  que,  pour 
abréger,  je  représenterai  par  A,  se  trouve  plusieurs 
.    fois  dans  le  dénominateur  ^,  et  qu'on  ait 

on  prendra  dans  ce  cas  (i^S)  , 

V      Mx+N      M,x  +  N,      M^x  +  N^  P 


(*)  En  développent  le»  puiitance*  («  +^  l/— i  )-  ci  («— jô  l/-^i)» , 
on  verra  que  les  expressions  telles  qoe  y4fjc'"+  jjar»  +  Cx^-h  elC, 
doivent  en  effet  prendre  !a  forme  supposée. 


réduisant  an  même  dénomiuateury  et  tirant  la  Valent 
de  i'y  il  Tiendra 

rt 

1   ■  .. 

Eo  raisonnant  dans  ea  cas  comme  dans  les  préeédenâ, 
OA  condwa  cpie  le  nnménitenr  de  cette  expression  doit 

s'ëTanoùir  par  la  supposition  de  x =«  ±  /S  ^A— i ,  qui 
rend  anssi  R=zo;  et  gardant  les  mêmes  dénoaûnations 
que  ô-dessus,  on  aura^  après  cette  opitratioii» 

u±i^  >/:Z7-.(gr±^i/=r)  [W  (-i:iSi/=I7)+iV]=o,      . 

ee  qui  donnera,  pour  déterminer  ilf  et  iV,  les  mêmes 
équations  que  dans  le  n*  pvécédent.  Ayant  tirouré  les 
faleurs  de  ces  quantités,  on  les  subsUtuera  dans  le 
numérateordePi  et  les  termes  C/— Ç(ilfo-f^A^)  dete->> 
nant  dirisibles  par  /t,  ou  ar*^-^â«dr4-j^*f'j8*^  Texpres^ 
sion  entière  le  deviendra  aossi^  Nomment  donc  2/,  le 
quotient  de  €/—  Ç(ilfo+]V)  par  a:*—  2mx  +«*+  fi*f 
on  sera  conduit  à 


En  remettant,  dans  ce  nouveau  munéraleur,  pour  x, 

les  valeurs  «:£:^V^*-i,  puis  égalant  le  résultat  à 
zéro  »  J#t  <t  iVt  seront  déterminées  comme  Font  été 
plus  haut  M  et  JV,  et  Von  continuera  d'opérer  de  la 
même  manière,  pour  parvenir  aux  valeurs  des  le^ 
très  Ifa,  iV»,  Ms)  N$j  etc. 

1 79.  Ce  cas  est  parfaitement  analogue  à  celui  qu'on 
a  traité  dans  le  n^  1 75  ;  et  le  Calcul  différentiel  s'appli« 
que  de  I4  même  manière ,  à  Tun  et  â  Tautr^'y  M  moyen 
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de  r^quadon 

t/:==Q[Jlfo+iV-Hil/î^+iV,)R+(lf.:c+iV.)fl-+ . .  ..J 

+PBr 

et  de  ses  différentielles ,  dans  lesquelles,  jusqu'à  Tor- 
dre m -^i  inclusivement,  celles  du  terme  PÂ"  s'éya* 
nooissent  lorsqu'on  fiiit  A  ss  o.  On  obtiendra  ainsi  les 
équations 

AU={Mx  +  N)dQ  +  MQdx+(M^x+N,)QàR, 

etc.  y 

« 

chacune  desquelles  deviendra  double,  lorsqu'on  met- 
tra pour  X  les  valeurs  dont  il  est  susceptible  en  verta 
de  l'équation  A=:o,  ou  «* — 2«x -f- 1»' +  il*  =.o. 
Eu  égalant  séparément  à  zéro,  la  partie  réelle  et  la 
partie  imaginaire,  oh  aura  un  nombre  suffiaan^^'^ 
quations,  pour  déterminer  Jf ,  2V,  ilf,,  iVj>  .etc* 
Il  faut  encore  remarquer  que  de 

on  tirera 

d«;^=Çd».fl-,     d'où     Q=ijj!^, 
lorsqu'on  supposera 

fl  ou  X*  —  2itX  4*  «•  +  i8*  =  o. 

On  trouvera  d  Q ,  d*Q ,  etc. ,  dans  la  même  hypothèse , 
en  prenant  les  différentielles  des  ordres  m  +  i« 
m  Hh  3 1  etc. ,  de  l'équation 

et  supprimant  ensuite  les  termes  que  cette  hypothèsû 
rend  nuls. 


i8o.  Pour  intégrer  la  fraction 

(Mx  +  N)âx 


X* — acur  4*  «»  + /l»^* 
on  obserrera  que 

X*— îux  +  «•  +  j3*  =  (Jt— .  «)•  H^.  ^'•j 
on  fera 

X «=SjC, 

et  il  Tiendra 

(ar— li)»^^»         x^+is»  ?+;;?    * 

en  posant  ^ 

Mais 

«•+/8*       ■*■  ?+^       *•  +  i8*  ' 

la  première  partie  du  second  membre  de  Téquation 
ci-dessos  est  înt^prable  ;  car^  .en  faisant  js*-)-/S*s:ii 

du 
on  a  xdz  s=s  — ,  ce  qui  donne 

Quanta  la  seconde  partie,  si  Ton  y  fiiit  zzsifiu    il 
vient 

N'Az         N'    du 


lA.  t 


z*  +  fi*  Il»+I  * 

dtt 

mais  on  a  tu  I  n*  36,  que  ■        ^   est  la  différentielle 
de  Vaic  dont  la  tangt^u  :  donc 


g 


a^O  TBAI«É  lb*KW«AtMI 

J    fi  w'+i        |8  ^      ** 

s^  —  arqf  tangas'^l  +  cotui. 

Ed  réttnissant  ces  deux  résaltats,  on  obtiendra 

Il  est  bon  de  remarquer  que  Tare  dont  la  tangente 
est  î,apour  sinus -p^^,  pour  cosinus  -^j^- 

{Trig.  ag);  car  cette  considération  offre  le  moyen  de 
présenter  Tintëgralc  proposée  sws  plusieurs  formes, 
en  désignant  l*arc  par  son  sinus  ou  par  son  cosinus. 
Lorsqu'on  fcmet  pour  z  sa  Talenr,  on  trouve 


f: 


{Mx  4-  N)àx    _ 


^1  |/a:'— îUjr+-»+i8'+  _^_  arc  ^tang=;i-^  J+conif. 

Venons  maintenant  à  la  différentielle 

{Mx  +  N)ix 

On  fera  d'abord  jt— «s=«  et  Jlf«+iV=s=2V';  par  ce 

,     .  Ailfx-KAOd* 

moyen  on  n  aura  plus  à  trouver  que  I  ^         , 

qui  peut  s'écrire  ainsi  : 


^f{z-+rr  "^  ^7(«'-h>y 


La  premifere  partie  e%t  intëgrable  iitfm^diatement, 
et  cela  se  ▼oit  en  fusant  jftf.  /8*  =»  w,  puisqu'on  a 

d'où  ron  tire 

V 

Qiia«t;  i  la  .seconda  partie,  elle  est  comfvise  dans 
une  classe  de  formules  dont  nous  nous  occuperons 
bientôt ,  et  ati  moyen  desquelles  on  ramène  son  inte- 

gratiûft  ^  pelle  de  la  £i»rmala  p-w     \y:±^    (aoo) ,  où 

1  exposant  du  dénominateur  est  moindre  d'une  unité, 
et  ainsi  de  witc  jusqu'ày^q^^,  déjà  obtenue. 

En  rapprocbaqt  les  résultats  précédens ,  on  remar- 
quera sans  doute  que  les  différentielles  qui  se  présen- 
cent  sons  la  fiomie  de  fmclions  vaUMaelles ,  pa^v•ot 
tol^^rft  a'iplégrer,  soit  algébriquement,  soit  pat*  le 
moyen  des  logarithmes  ou  des  arcs  de  cercle. 

i8i.  Je  vais  donner  maintenant  une  application  de 
ce  qui  précède.  Soit  la  fraction 

les /acteurs  de  sait  démmiinatenr  soi^t  faciles  à  déoou-« 
Trir  \  car  il  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Le  facteur  ;r^—  f  sa  décao^ose  en  ar*— i  et  a:* -f  i , 
ou  X  —  f ,  X  + 1  et  j^  4- 1  :  on  a  donc 
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et  par  contéqueni  la  fraction  proposée  est  décompo-^' 

sable  comme  il  suit  {l^Sii^']i)  : 

Adx     .      BAx      .     Càx 


+ 


+  ir'^*+i 


X 1         {x 

Dix      Eàx      Fax .     {Gx^B)èx 
+    o:^   ■*■   X»   "*"    flc    "^      *'  +  !     * 

En  réiobaskt  «u  même  dënominaleory  et  -comparant  le 

résultat  avec -^r; — ; 5,  on  déterminerait  les 

numérateurs  inconnus  ;  mais  je  vais  faire  us^e  des 
autres  procédés  indiqués  ci-dessus. 
Pour  cela ,  je  confère  séparément*  ks  quatre  ftc- 

teurs 

X— I,     (x+0%    Jt^    et    x*+i, 

qui  forment  le  dénominateur  de  la  frtiction  proposée. 

,  N 

Au  premier  répond  une  fraction  de  la  forme  — —  ; 

les  quantités  l/sssi  et  Ç5=sa?3(jr +  !)•(«* -fO>  1^«- 
qu^on  y  fait  x=sit  donnent  usri,  j=:t8t  on  à  donc 

(174)  2V=g)  et  pour  la  première  fraction  partielle 


8x  — 1* 

J'observerai  qu'on  aurût  trouvé  immédiatement  la 

valeur  de  9,  en  différentiant  le  dénominateur 

i«^jj;_a:*— jp*,  et  faisant  ensuite  x  =  i  (176). 

Au  facteur  (x  -{- 1  )*  répondent  deux  fiactioas  par* 
tielles  de  la  forme 


{x^iY  •  X  +  l 
ayantalors  Q=jr3(ar— i) (*•+!),  je  fcis  âr-fi=30, 
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d*où  x  =  — I,  </=4i  et  -  =  T  5  ainsi  la  se<^onde 

î      4 

fraction  partielle  est  i^— i-^. 

Mettant  dans     V  —  J!fÇ ,     au  lieu  de  iV  sa  va- 
leur y,  pour  obtenir  Texpressioh  de  Zy,  (i^S),  j'ai 

'  a:  4-1  4(*+0 

—  ar^+2^  —  3ar'  -1-4** — 4* +  4 

= -^ ; — , 

d'où  il  vieut  —  :^-^  =g  :  ou  a  donc  poiK  ïa  .ùppir 

q        l^       S  '^ 

sième  fraction  partielle  ^  — — - .  .     i  • 

Pour  appliquer  ici  le  Calcul  différentiel,  on  forme- 
rait (i  76)  l'équation 

qii^il  auffindt  de  différeotier  une  foû^  et  posant  en«- 
sàite  x: — —  1,  il  viendrait 

I  =  NQ, 

o  =  NdQ  4-  KQàx; 

Ç  étant  x^  —  jfi  ^-j:*-»-  ar*,  la  première  de  èes  équR-^ 
tions  donnerait  N'=:z\^  et  10  seconde  iV»  =:  |. 
Le  facteur  x^  fournit  les  trois  fractions  partielles 

^^^^     VbAiV       «i«rfhB         ^^M* 

jr*  ^  X*    x' 

qu'on  détermine  au  moyen  de  l'équation 

i  =s  Q[N  +  N,x  +  N^x'}  +  Px^ 

Cale,  i/it^^r.,  5*  Titien.  18 


r 


I« 


)• 
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et  de  ses  différentielles  première  et  seconde.  En  ob- 
servant que  Ç  =  3:*+j^ — X — I,  et  faisant  x=o, 
dans  Q^  àQ  et  d'Ç,  <m  obtient 

on  a  donc -,  -| — i  —  -- 

X*         X*'        X 

Il  ne  resta  phis  à  trouver  que  la  fraction  partielle 
correspondante  au  bcteur  or*  +  1  »  ^^  dont  la  forme 

est  — .  On  pourrait  la  ceneliure  en  retranchant  de 

la  proposée  toutes  les  précédentes  ;  mais  je  vais  y  par- 
yénir  dîi«cteiiient  par  leâ  formules  du  n""  1^7.  On  a^ 
d'abord   Q=j:?»(x— i)  (x  + 1 )•=«•  + a:*— :r4—jr5; 
puis  le  facteur  or*  «f»!,  étant  égalé  à  téro,  donne 

4:  =  dti/ — 1,  «  =  o,  /S  =  i,    d'oùTontire 

yiry'l/-*-»!^:— adsaV^— 1>    11  =»  i,   et   «'=0; 

les  équations  qui  déterminent  M  et  N  devknnent 

i+2ilf  +  ^N=z  o,     nM — aiV  =  o , 

et  Ton  trouve  par  conséquent  ilf  =  iV z=  —  ^. 

Voilà  4oikc  la  fraction  proposée,     a       7!^t4 — "^^ 
décomptisée  dans  les  sui ffntes  : 

'     ^^     j.  *       <1^         I    9    dj? 
8ar  — I  "*■  4(jp4-0*        8^  +  1 
djp       dx         djr         I  (JP  +  i)dx 

L'intégration  de  chaciinè  de  celles-ci  àe  présente 


i 
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aucune  difficulté ,  et  Ton  obtiendra  pour  résultat 

—  gl  (r'+  0  -^^  7  a**c  (tang  =: x)  +  const, 

La  rémniott  de  tous  les  leroies  algébriques  ^odutra 

2  *^*  ^.f  •■■"  5jr* 
la  fraction    ■  ,   ,. ^,  et  celle  des  termes  loga- 

4x  (i  -+•  x) 

rithmiques  donnera 

;l(*— i)+ii(x  +  o  +  l(x+o  — i'l(x-+i)  — Ix 

on  aura  donc 

/Ax _^ a  —  ag— 5j?*       i  .  /x'-^tx 
ar«  +  x'  — j:4_x^~    4x*(i  +  x)    "*"  8    \x»-+.i/ 

j  —  ^  arc  (tang=:a:)+  const. 

^           ,,      je'"da?            jr'^dx  ' 
Les  différentielles  — ,  — — — - —  non-seu- 

lement  peuvent  fournir  des  exemples  particuliers  d'in- 
tégration, m^is  elles  s^nt  suacepiiblts  d'étie  traîlces 
géttérale»en4i  parce  qu'il  y  a^  pour  décomposer  leur 
dénomi^teu^  en.  facteurs  simples  «  un  procédé  com- 
mode qu'on  trouvera  plus  loin  (.188). 

BertintégnUi&n  desfbnûtions  irrationnelle. 

t8i^  Les'Ibnctioufi  inrâCimÀeltfeé  dbtveht  être  regar- 
dées •comnae  intégrées  ^toutes  les  toin  que ,  par  quelque 

18.. 


transformation,  on  les  a  rendue,  rationnelfcs,  ou  du 
moins  lorsqu'on  les  a  ramenées  à  une  suite  de  monômes 
irrationnels  ;  car  alofs  on  peut  y  appliquer  immédia- 
tement les  règles  précédente». 

Soit  pour  exemple  i ^ '  '^  *•*  *^' 

i+i/5 
dent  qu'en  faisant  x=  *S  toutes  les  cxtracUons  indi-     , 

quéess'effectuent.etl'ona^^^^i^;  *vi«mt 
par  I  +  «%  il  ▼««^^ 

dôttt  l'intégrale  est 

aT-^-— i+ï^— S  +»— arc(tAng=z)l+co/wi.  ; 

.  6   _ 

et  remettant  pour  z  sa  valeur  \/x,  on  obtient 

6  6  6__  6_  6_ 

+  6arc  (tang  =v/«)  +  coiwt. 

r 
1 

i83.  La  première  espèce  de  fonctions  ifrationnelles 
dont  je  vais  m'occupet  e«  celle  qui  ne  lenfetme  que 
le  radical  \/A+Bx+Cx',  et  qui  nesautfair  avoir  que 
l'une  ou  l'autre  des  formes  XàxV^lT+B^TT?   et 

^^  ,  X  étant  une  fonction  ratiOBnelle 

\/A  +  Bx  +  (Jx' 

de  X.  Il  faut  d'abord  remarquer  que  l'une  de  ces 
formes  rentre  dans  l'autre  ;  caf  l'on  peut  écrire  1« 


première  ainsi  qu'il  suit  : 


y»^*  -       '     — 

_X(A'hBx-^Cx^)dx 
~"    ^A  +  Bx+Cx^  J^ 

et  le  numérateur  du  résultat  est  alors  une  fonction 
rationnelle. 
Avant  d'indiquer  les  moyens  de  rendre  rationnelle, 

par  rapport  à  Xj  l'expression  f/w^  -f*  Bx  +  Cx^^  je 
mettrai  la  quantité  A  -{-  Bx  -{-  Cx^  sous  la  forme 

A   .  B 


<^+l-+-0' 


«t  faisant,  pour  abr^fer, 

il  en  résultera t/^  +  i9jr+  Car*  =y  V^«  -^  ^  -^  a:\ 
Maintenant  si  l'on  pose 


V/«  + /2x  +  x*  ^  «  —  or, 

en  élevant  au  quarré,  il  viendra  «+  /la:  :^  z^  -^  axz, 

s'  —  « 
ce  qui  donnera  x  =  -;— ,  d'où 

Par  le  moyen  de  ces  Taleurs,  on  changera  la  dif- 
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férentielle        .  en  une    autre  de    la 

forme  Zds,  Z  étant  une  fonction  ratîonoelle  île  js,  et 
réelle  tant  que  C  sera  positif;  mais  si  C  était  négatif, 
y  deviendrait  imaginaire^  et  la  transformée  pourrait 
le^^enic  ausai.. 

wtLs  ce  cas ,  on  aurait  v/  ^+  Bx —  Cr* ,    et  fiiis^ut 

il  Tiendrait  7  k  «  -4-  /^^  —  -^^  •  La  quanti  té  x*  -*  /Sx — « 
peut  toujours  se  décomposer  en  facteurs  réels  du  pre- 
mier degré;  si  on  les  représente  par  x — â  et  or  -—  a% 
il  est  évident  que 

Faisant  ensuite  v/(^— «)  (a'—*)  =  (jr-r-  a)z  ,  éle- 
vant au  quarré  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion^ elle  deviendra  divisible  par  x  —  a^  et  Ton  aura 
a'—  xaz{X'-^  a)z*y  d'où  l'on  tirera 

X  35ï  — ^— — — 
«•  +  ! 

valeurs  qui  rendront  encore  rationneUe  la  différentielle 
proposée. 

1 84.  Je  prends  d'abord  pour  exemple  la  différentielle 

9  ;   la  preipiière  des  transfermatÎDns 


précédentes  donnera  ■..,,■, ,    do|i$  l'intégrale  est 
~l(/S-4"2^)  +  const.   Remettant  pour  z  sa  va^fur 


X  +  i/«  + to+^>  fit  pour  M^  0  et  Y  les  ^uaniité» 
qu'ils  représentent,  il  Tiendra 

i 

+  consU  > 
r<»iiltat  auquel  on  peut  donner  la  forme 

pour  réunir  ensuite,  avec  la  constante  arbitraire,  le 
terme  constant  — r=  *  ^7=-  r 

1 85.  Soit  pour  second  exemple     ■     ■  ^  -^ — -  en 

faisant  usage  Ae  k  dernière  t^^sfqrmatîott  est  n""  i83> 
—  adz 

arc(tang=z}4-<^'»/' 

f 

Substituant  au  lieu  de  ;c,  sa  valeur  JL-J — ^ ^   ijf^ 
de  Téquation 

et  mettant  ^C  pour  y,  on  obtiendra 


/7^fe^--7^  •"<"^=7èîi>H'""'-  ' 
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a  et  a  étant  les  racines  du  Téquation  .    ., 

,      B  A 

Si  Ton  prend   ^  =  C  =ï  i   «t  iff  =  o,    la  diffé- 
rentielle proposée  devient^  dans  ce  cas  pardculier, 

■              ,  et  la  formule  précédente  donne  pour  son 
|/i— a:' 

tangsg-T: )  +  consi.  j  car  a 

et  a'  étant  alors  les  racines  de  x*  —  i  =  o,    il  faut 
prendre  û=—i  et  a'=  i,  pour  ne  pas  tomber  dans 

Vimaginaire. 

Je  vais  montrer  que  ce  résultat  revient  à  Tare  .dont 

le  sinus  =  x ,  et  dont  on  sak  oue   •   .  exprime 

U  différentielle  (36).  Pour  c^a,  je  rappcllerj^i  que 

d*où  il  suit  que  l'arc  douMé  de  celui  qui  est  indiqué 

l/i— ar' 
dans  la  formule  précédente  a  pour  tangente -^ » 

et  que  par  conséquent  il  est  le  complément  de  l'arc 

donit  — >^~  serait  la  tangente  et  *  le  sinus  (Trig.  9), 

|/i — x^ 
Nommant  donc  s  ce  dernier,  on  aura 

et  comprenant  l'arc  —  ~  dans  la  constante  arbitraire, 


il  vieudra  f—:^=^  =  *  +  const, 


DB   CALCUL   nÏTiaBAL.  28 1 

En  général ,  dans  tous  les  cas  où  Ton  obtient  deux 
intégrales  diverses  en  apparence,  pour  la  même  diffé-- 
rentielle ,  la  différence  ne  peut  porter  que  sur  la  cons- 
tante arbitraire;  car  si  deux  fonctions  ^et  ^T  sont 
tcUc8queAX:=df^,  ou  àX^dF=dÇX—F)z=:o, 
il  faut  nécessairement  que  X  —  f^=:zconsL 

186.  On  peut  ramener  immédiatement  la  différen- 

dz  djT 

tielle —  =  —  ■   =     à    celle 


d'un  arc  de  cercle  :  car  en  feûsant  d^abord  x^ —  ^=  ^9 

a 

djE 
on  aura  —  — :  posant  ensuite  «-f':  fi*  =  g^ 

et  »z=zgUy  on  trouvera  —  ,  dont  l'intégrale 

yy  i  —  tt' 

est  -.arcrsin^tt)  -f  const. 
y 

187.  L'intégration  de  la  formule  —7=;==:  peut  aussi 

s'effectuer  au  moyen  des  logarithmes ,  et  conduit  alors , 

par  des  expressions  imaginaires,  à  une  relation  très 

remarquable  entre  l'arc,  le  sinus  et  le  cosinus. 

dx 
£n  comparant  cette  formule  avec  r « 

on  trouve    ^=1,  ^  =  0,   Cas— i,  et  l'intégrale 
générale  devient  (i84) 

y! l(xV/^  +  V^i— X")  +con8t. 

y—i 

dj7 
Si  l'on  représente  par  s  l'arc  dont  ■     est  la  dif- 

y  i — x* 


«= — '=^    l{jr V^— i+|/i— jp*)  +  c<>»r/./   . 

et  81  Fon  veut  que  cet  arc  soit  nul  en  même  temps 
que  Xf  ï\  faut  supprimer  la  constante  arbitraire  ;  car, 
en  faisant  jr  te  o,  le  second  memiMe  se  védnit  à  cette 
CQpstante,  à  cause  4iue  1 1  s=  o  (*). 
Cçla  posé,  $n  oI>serraJit  qu^  ^  étiint  le  sii|us  de 

Tarez,  |/i — x*   en  est  le    cosinus,  l'équation  ci- 
dessus  deviendra 

«V^ — I  s=l(eMS-)-f^ — ««»«); 
et  si  Ton  siippofe  z  négatif,  comme 


sin  ( — z)  =  —  sin2,     cos(— «)  5=3  cos  z 


j 


(*)  il  peoc  n'ètsfi  (MS  inatile  de  montrer  que  celte  int^rale  s^ol>- 
tient  uumëdiftteMMiit  eo  poeant 

d*o4i  il  fuit 

pQU  en  diffi^rfntîftnt,  et  diruant  par  3  , 

ossOt  — xV/^)d«  — <djcV^, 

dg         _      df 
et  par  oonMÎquent 

J  ]/T=r-j t-^xV^  itV-^    ^-« 


on  aura  ^ncor^ 

—  «  V^^  =  1  (cpa«  -^l/^  Bm«)  ; 
en  sorte  que 

±1  x]/^  =  t  (coa  z  ±t  \/^  sln^. 

Prenant  dans  chaque* membre,  au  lieu  ées  loga- 
rithmes ,'  les  nombres  correspondant,  il  yiendoa 

^V—i  ^^  cosz±:V^ — 1  sinr, 

équation  qui  p^ut  le  Tërifier  (ui  y  substituant  au  Ijeu 
de  Texponentielle ,  du  cosinus  et  du  sinus ^  leurs  dér- 
îreloppemens  tir^s  des  n*"  27  et  3^.  . 
Si  Von  considère  à  part  les  équations 

e»*^^  =  cosz  +  l/^  sih  «, 
^^^^'  cscosa  —  ^^  sîn  z, 

pour  les  ajouter,  on  en  tirera 

COS  Z  =  ^^.  ; 

^et  en  retranchant  la  seconde  d<  la  première,  il  en  ré- 
sultera 

sin  2  =  .    — , 

21/— X 

Ces  expressions  ne  sont  au  fend  qve  ée  purs  sym- 
boles algébriques,  représentant,  sous  une  forme  abré- 
gée, les  séries  du  n*  37  ;  mais  quoiqu'on  ne  puisse  leur 
assigner  de  valeur  soua  aucune  forme  finie,  ils  ne  s'en 
prêtent  pas  moins  au  calcul  avec  la  plus  grande  fa«- 
etltté,  et  manifestent  toutes  les  propriétés  dont  jouis- 
sent les  ligues  trigonoméirÎÉf ues  qu^ls  «icpriausnt. 


I 

A 
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En  mettant  nz  au  lieu  de  je,  dans  l'équation 

tf**  - -*  =  coa«  ±  \/ —  i  BinZy 
elle  devient 

fOiMây-i  j^  cosn*  ±  V^— I  sinjiz  ; 
mais  on  a  aussi  • 


é^'y^'=z(é^^r^')'  =3  (cosa  :12  /— I  sinz)»  : 
donc 


(ces»  ±:  V^— I  sîn  «)■  =  cos  nz  ±:  y^î  sin  nz. 


Ces  e'quations  conduisent  à  des  résultats  très  impor- 
tans  ('*')  ;  ici  je  m'arrêterai  sur  Tusage  '^  qu'on  en 
peut  faire  pour  découvrir  les  facteurs  de  la  fonction 
^■+?  (i8i). 

188.  Cette  fonction  qui  rerient  à  j:":pa*y  selon  le 
signe  de  q^  se  transforme  en  â^C^qp!);  lorsqu^on 
fait  xzzzajr;  et  pour  en  connaître  les  facteurs,  il 
suffit  de  résoudre  l'équation 

qui  donne 

j-  =  ±:i. 
L'expression 

jr  =  cosjs  -f-|/ — I  sin  z 

satisfait  à  cette  condition,  par  une  détermination  très 
simple  de  Tare  z  ;  car  l^>n  a 

jr*  i=  (coss  + 1/^^  sins)*  =  cos  nz  +  V^— i  «in  nz  ; 

et  comme,  en  désignant  par  sr  la  demi-circonférence^ 

(*)  Ployez  U  note  j9,  à  la  fin  de  PooTragc. 
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et  par  m  un  nombre  entier  quelconque ,  il  vient 

sin  mw  as  o     cos  mw  =  dz  i , 

selon  que  m  est  un  nombre  pair  ou  impair,  on  niiura 
qu'à  supposer  nzcnimt^  pour  obtenir  j^*ss±:i. 

Afin  de  distingi^er  plus  particulièrement  le  cas  où  le 
nombre  m  est  pair,  de  celui  où  il  eftt  impair,  on  écrit 
pour  le  premier  sm  au  lieu  de  m,  et  pour  le  second 
am  4- 1 ,  et  l'on  fait 

nz  =  amir,     et     nz  r=  (am  +  i)x. 
Dans  la  pretnière  hypothèse,  il  vient 

71  /t 

et  d^8  la  seconde  y 

(27W+IV    ,   .y .     (2/W  +  l)îr 

189.  Au  moyen  du  nonubre  indi^terminé  m,  on  ob- 
tient par  pe  qui  précède'  toutes  les  yaleurs  dpftt  j-  est 
suspep^ibU;  car  la  pneniière  expression,  en  y  &isant 


0,     donne  ^=i; 

m=si ,  ,  j*s5COS — +  y  —  ism-^  ; 

n  71 

r=cos2— 1-|/— isin^  ; 


Tt  71 


71  n 


1 
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i^.  PaMé  te  terme )  6a  ne  retrôure  plus  d«  doUTelles 
valeurs,  mais  seulement  les  précédentes,  qui  revien- 
nent dans  le  même  ordre.  En  effet ,  si  Ton  suppose 
n  ^s^m,  il  vient  Sfeuletaent  j-  si;p  eos  sur  =1»  et  Vqu 
retombe  sur  la  preaiière  valeur ,  ipit  se  rqpredoua 
toutes  les  fois  qu'on  prendra  pour  m  un  multiplo  de  n. 
Faisant  ensuite  m  =ix  n  «^^  1,  il  vient  Tare 

71  n 

dont  le  cosinus  et  le  sinus  sont  les  mêmes  que  ceux  de 
l'arc  —  {Trig.  22),  ce  qui  ramène  à  la  deuxième  va- 
leur, et  kiflsl  des  autres. 

2®.  Le  tableau  ci-dessus  semble  ne  présenter  qu'une 
seule  valeur  réelle,  la  première  ;  mata  ôh  éh  ttàti^t  UM 
seconde  lorsque  n  est  pair,  parce  qu'on  passe  alors  par 

m  =  - ,  qui  donne  jr  =  cossr  +  \/ — i  shi sr  =  -^  i  • 

3"*.  I^es  valeurs  tinagitiiiiiiM  du  tnètiië  tàbkfth  se 
groupent  deux  à  deiit)  savoilT)  lu  deftiière  avee  là 
prtBmîère  ^  l'avant^^f^ntèr^aifM  la  s«éoude,  et  ûitiiii  dé 
suite,  parce  que 

--sajr— — ,     ^ 2^Œ£25r — — ,     tftC. , 

et  qu*en  général 

cos(2»-— <ï)  =  cos  <7,   sin(2ir — a)  =—  sin  a  (Trig.  29). 

Ainsi,  quand  n  est  tiSi  fioih'bre  impair,  n  —  1  étant 
pair,  toutes  les  racines   imaginaires  depuis     m  =  i 

jilsqu'à  rnsan— I,  se  réunissent  eu      *^      coii^tai 


I»  CAtcmL  bltJlDHAi:..  2B7 


de  la  forme 

T  — 

Ct>8 

nmw 
n 

±: 

|/- 

•t«itt 

armr 
n   ' 

oft  il  suffit  d'ëtendre  les  valeurs  de  m  jusqu'à.  • . . 
n —  I 


2 


Quand  n  est  un  nombre  pair,  il  se  forme  seulement 

"^    couple»  9  parce  que  la  radue  qui  répondra  - ,  et 

qui  est  réelle,  occupe  le  milieu  de  celles  qui  sont 
imaginaîres.  • 

On  arrive  à  des  conséquences  semblables  pour  Té- 
quatiôn  j-*+'  =  *^>  où 

^=scosi J-^-J-|/_i8m -p-i-, 

formule  dans  laquelle 

msso,     donne  r=cos  -  4-  i/— i  sin  -  ; 

^^ Sr       y .    Jjr 

mrsiy  jic=cos- — 1-1/ — ism — ; 


(an— 3V         y .  (2n— 3W 

— a  «  r =cosi 4-  y  —  i  sin^ i-  ; 

(an— iV       y-^ —  .   (an— !> 

msn— I ,  j-ssscos^ ^  +  |/««i  sm^^ --. 

n  n 

Au  delà  de  ce  terme,  on  ne  retrouve  plus  que  les 
mêmes  valeon ,  comme  dans  le  cas  précédent,  et  par 
la  même  raison.  Il  ne  peut  }  en  avoir  une  réelle  que 
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si  n  est  impaire,  et  alors  elle  répond  à        .   i 

msss qui  demie  j^=5:  cos  jr  +  i/ — i  sin  sr  =  —  i . 

Gomme  elle  occupe  le  milieu  du  tableau  ^  les  racines 
imaginaires  qui  en  sont  également  éloignées,  se  réu- 

nissent  en  couples  de  la  forme 

r  =  cos^ J__^H;  1/ — I  sini CL 

•'  «  n 

ê 

où  «il   suffit  de    pousser  les  valeurs   de  m   jusqu'à 

msr-^ .  il  faut  aller  jusqu^à  m==,-   quand  n  est 

paire ,  parce  qu'il  n'y  a  plus  que  des  racines  ima- 
ginaires.   ■    •     ' 

Si  l'on  trouvait  quelque  difficulté  à  comprendre  ces 
énoncés,'  on  les  éclai retrait  sur-le-champ,  en  donnant 
à  n  des  valeurs  particulières. 

190.  Il  est  facile  de  déduire  de  ce  qui  précède,  les 
facteurs  réels  des  quantités  y*  zpi.' 
D'abord  la  formule 

r.ssoos ity — I  sm 

* 

donne  pour  facteur  du  premier  degré  de  la  quantité 
j-^  —  I,  les  deux  expressions  imaginaires 

3fwiir\         ^  / .    '^tntfir 

I  sm , 


(^-cosH^)-»/: 

^^  — COS--JPJ  +y—ï  SI 


n 

MftTF. 


INI  cÂJjcvh  intIoral.  i6â 

«t  en  les  multiptiant,  on  obtient  l'éxpareMîon 

j^—  2^  cos  — ■ f-  I 

qui  comprend  tous  les  Cacteurs  réels  dtt  second  dogré^ 
On  tcoaTe  de  même  qnsies  &ctoilrs  dn  seoûttd  degré 
de  la  quantité  ^  +  i ,  sont 

jr* —  :kjr  cos  ^ * — ^  >4»-  I . 

n 

n  faut  observer  que  ces  formules  comprennent  aussi 
ks  bctews  réels  du  premier  degré  ;  mais  ils  s'y  pré^ 
sentent  comme  doubles  *,  car  si  Ton  fait  m=:o  dans  la 
première,  elle  devient 

^'— 27"  +  i  =  Cr  — 0'; 

«t  si  n  était  paire,  en  prenant  m=$-,^t)roaT0fiât 
encore 

résultat  que  donne  aussi  la  seconde  formule  lorsque  n 
est  impaire,  et  qu'on  y  fait     m  = 


n 


igi.  Les  fonctions  de  la  forme  ar*"-^2px"  +  q 
peuvent  être  traitées  comme  celles  qui  ne  renfermant 
que  deux  termes.  En  les  résolvant  à  la  manière  des 
équations  du  second  degré,  on  eil  tirera  les  facteurs 


qui  seront  réels  tant  que  //'  Surpassera  ^,  et  auxquels 
on  donnera  la  forme 

Cale,  intéf^r.,  5*  «dition.  ig 


.   I 
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en  prenant  successivement  pour  a*  les  valeurs  de 

abstraction  faite  de  leurs  signes  :  ce  cas  rentre  donc 
dans  les  précédens. 

Lorsq^i'onaura/'VCi^y  onfera/>=«i*,  çszfi*^^  *=i^, 
et  il  viendra 

mais  la  condition />•<  y  ou  «i'*<[/S'"  donnant  •■  <^i8", 
la< quantité ^s«ra  «ne  fraction,  et  pourra  par  consé- 
quent être  prise  pour  un  cosinus.  Soit  donc  i"  Tare  cor- 
respondant ;  la  fonction  proposée  deviendra 

i8*"(j-" 3J^"  COS  <^  +  l)  , 

et  il  ne  s'agira  plus  que  de  résoudre  Téquatiou 

jr^  —  2jr»  COS  J'  +  I  ==  O. 

On  en  tire  d'abord 

jr*^  =  cos  ^  ±:  t/ — I  sin  ^  ; 
puis  prenant 

j' =  cos«  rtV^— I  sin«, 
il  vient  (187) 

^"  =  cos  7W  rh  v/ — I  sinnZf 

et  en  comparant  avec  Tautre  valeur  de  ^" ,  on  obtient 

cos  71Z  =  cos^  y       sin  /iz  =  sin  ^. 

On  satisfait  en  général  à  ces  relations ,  en  supposant 
R2=;  %mw  -f-^,  m  étant  un  nombre  entier  quelconque  ; 


puisque 

onaura.dooc  .    .  ;.,  i 

et  les  facteufs  du  premier  degré  de.la.^mstif^n     , 

■ 

•sexofit  par  c«ito^4jpife»tl  oo^npria dmoslit.fbniMik»    i: 


4 
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Sî  roA  a;7ait  â:**-4-2/?j:"  +  jf  =^o^   on  ferait  encore 
•^« 
•N^^  =  008  ^;  mais  on  prendrait 

^«»  _  2jr»  c08(»  —  ^)  4-  I  , 

puisque  «orf(fr  —  #*)==  —  cos^*,  il  Tiendrait  ensuite 

cos  /w.=  cos  («•  —  ^) ,     sin  Tijs  =:  sin  (»  —  J') , 
et  par  conséquent 

nz  =  aJWîT  -I-  sr  —  ^  =  (am  +  i)  «•  —  <r    (*). 

■■Il       — — — ■K^^—      ■  ■>    mil      I  I  II     I  I   I  in     I     . 

(*)  Let  formoles  det  n**  190  et  191  condeoDent  implicitemenc 
Im  th^rèmet  de  Cotes  et  de  Mowre,  et  remplacent  avec  avanrai^e 
cet  tbëorèmes,  qui  ne  sont  plus  maintenant  qu^un  objet  de  puro 
cnrioffîté  ;  je  n*ai  pas  cm  par  cette  raison  devoir  les  inscrer  ici  : 
on  les  trdoTe  dans  le  Traité  in-4*»  t.  I,  page  ia5.  P^ojr,  dan$  la 
note  B y  artide  lU,  âne  dëm^iistraiion  de  Cfs  formoles,  indépen- 
dante des  imaginaires.  ^'  \     '^ 

19.  « 


^  TJtavi  élJlKBMT4I»B 


Z^.  Fi^^grftion  des  différentielles  (« 


19a. 

Ces  différentielles  sont  représentëès  |^  la  for- 

n^e 

\^ 

dont  on  îicf  fikiliùue'j[>oiiit  la  généralité,  en  supposant 
que  m  et  n  soienf  de9,i»oiiib|r^  enlieira. 

i  if 

Si  FoiianMly  f>arQaienpk,«'dâKii^to*)«i^a  feittit 

or  =  x^^  Vd'oà*  il  Yésiiherait  6i^AM{ù^^  ^i^f .  Qn  peut 
aussi  regarder  n  comme  essentiellement  poèitive»  parce 

que ,  dans  le  cas  où'l^on  aurait  Jf^'^^drfa  -if-  S J?**^)^  »  on 

supposerait  ar  =- ,  et  il  viendrait  — «~"»~*d«(a  +  ô«»)f . 

L4  formule  x^^'d^  (  ^u:' + 6x"  )*  reTÎen  t  encore  à,  U 
précédente,  en  divisant  par  x'y  dans  la  parenthèse  ; 
car  on  obtient 

L  pr  *  l 

Pour chereher  dans quela cas  x^^^éx^t^èsc^  feut 
devenir  rationnelle ,  on  fait  a  4-  àx^ = z^,  en  sorte  que 

(a  +  baf)^  =  z'  ;  puis  o»  trouve 


t  9 


et  la  dUEéM&tielk  proposéi  dévoilant  pis  là 

•31-1 

on  voie  alors  qu'elle  8tr|k  nttîoiiiielle  U>ate8  les  fois' 

que  —  sera  ud  nombre  entier. 
^      n 

L'exprëmon  3i^&x{U'^bxy  satisfait  à  cette  condi- 
tion  f  puisque  7Mp=99  't=3 ,  —  =  3 ,  et  se  transforme  en 


â'-^-'K^O- 


*     .    ^ 


La  diAéfMtiiAl*  â:'^*d!r(a  4i  *a^)f  :  esj^  Mip^pi^le 
dMM  autre  fbifoé^  eu  rendant  «égatif  Fevpo^jW.lt^^r 
dttb»  la  j^lMlbèse,  ou  ea^diTisaiil.par.i^fr)»  fwntité 
A  +  ^^  ;  ' il  ▼ient  ainsi  '-.i  ... 

ar»-»dar  (a  +  Aa-)f  =  «""^^""'dxCax— +*)♦. 
Cela  tait,  si  Ton  change  n  en  —  n,  aen  b,  b  en  a\  m 
en  m  4-  -£^  dans  la  transformée  6n  s ,  obtenue  f>tus 

haut»  on  en  déduira  l'éitpressfioii 

7    •    ■ 


»    •  ■  • 


I      « 


•  1 1 1  <j 


r ' 


lui  \    a    / 

qui  sera  rationnelle  si  —  +  -  est  un  nombre  entier. 
Cflu  runtnt  à  flnre  iauné4iaflenienti  • 
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transformation  employée  par  Euler. 
C'est  à  ce  cas  que  se  rapporte  la  différentielle 

I 

m 

pour  laquelle 

193.  Puisqu'il  n'est  pas  possible  d'intégrer  en  gé- 

néral  la  formule  /x— 'dj:  (a  +  bx^y ,  l'idée  qui  se  pré^ 
sente  d'abord  est  de  chercher  à  la  réduire  aux  cas  les 
plus  simples  qu'elle  peut  renfermer. 

On  y  parlrient  asseï  focilemtat ,  an  moyen  de  l'inté- 
gradm  parpartiet,  procédé  fécond  cpii  sert  à  ramener 
une  intégmie  à  une  autre.  Il  se  tire  de  Kntégiaûon  des 
deux  membres  de  l'équation 

à.uv  =  uây  +  i^u  (11), 

% 
qui  conduit  à  • 

uv  =  ruàv  +  fvàuy     d'où    fuiv  =  vv  '^Jvàu.     . 

■  ■  '  • 

On  voit  par  là  que  si,  dans  la  différentielle  Xix^  la 
fonction  X  peut  se  décomposer  en  deux  facteurs  P  et 
P,  et  que  l'on  sache  intégrer  la  différentielle  Qdx^  eu 
nommant  v  son  intégrale ,  "et  faisant  «  =  P ,  on  aura 

fPQdx=Pv^fi^dP, 
..."  f  .      .  •  •      . 

ce  qui  ramène  la  difficulté  à  obtenir  fvàP. 

104.  Pour  abn^gertim^^desirésditais^  danarappli* 
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cation  de  ce  qui  précède  à  la  formule  x^''^àx{a+bx^y , 

•    j'écrirai  p  au  lieu  de  -  »  et  il  Eaudra  supposer  que  p  est 

.  un  nombre  fractionnaire  quelconque  :  on  aura  alors  la 
formule 


et     «  =s 


Parmi  les  diverses  manières  de  décomposer  cette 
diffiérentielle  en  facteurs ,  je*  choisis  celle  qui  tend  à 
diminuer  Tei^posant  de  x  hors  de  la  parenthèse,  et  qui 
s'opère  en  écrirant  ainsi , 

la  formule  proposée.  Par  ce  moyen,  le  facteur.... 
x"""*dx  (a+Ajp"y  est  intégrable ,  quel  que  soit  /?  (i  70)  : 
en  représentant  donc  ce  facteur  par  àv ,  on  a^J 

(a+bx^y^' 
•  {p'\-\)nb 

d'où  il  résult^ 

W  fx^-'dx{a+bx''y=L 

.  (p+i)nb  ip+i)nbJ^        ax{ti+ox-y     , 

or 

/x«-»-«dx(û+*ar«)rH'= 

/3r*""«-'dx  {a+bx*y(a+bx^)t=: 
afx'^*^'dx{a+bx'y+bfx^''dx{a+bx^y  ; 

mettant  cette  dernière  valeur  dans  l'équation  précé- 
dente, et  rassemblant  les  termes  affectés  de  l'intégrale 

/**'"'dar(a  +  ^**)'i   il  vie»* 


I. 


«9^  '  T^Aitté  iiiiaoïT JJBU 

d'où  l'on  tire  (À) /ar"-*dx(a  +  ^x«)^=a5 

b{pn  4-  m) 

Il  est  aisé  de  voir  que  puisqu'on  peut  rameuer, 
par  cette  formule,  Tintégrale  /«■'~*dx(a  +  te»)^  à* 
/jrr"""-'d»(a  +  ix")'j  oi|  ramènera  aussi  cette  der- 
nière à  yj:"*""'*'"'dx(a-|- éj:*)'',  en  écrivant  m — nk 
la  place  de  m  dans  Téquatlon  (^  ;  puis  changeant  en*» 
cote  y?»  en  m— an  dans  cette  même  équation,  elle 
fêta'  connMtre  /x"'"^*****dr(a  +  bafy^  au  moyen  de 
/r"r'"""djr(fl  +  bx'^y^,  et  ainsi  de  suite. 

En  général ,  on  nombre  r  de  réductions  conduit 
à  /j:*"""»'~*dx(a  4-  éjc^y  ;  car  %\  dans  la  formule  {A)  y 
on  change  m  en  fh —  (r — i)/i,    on  en  tire 

/a*^(^-ï)»-idjc(it  +  *j:*y  = 

Il  est  évident,  par  cette  dernière^ que  si  m  est 
un  multiple  de  ra,  l'intégration  de  la  différentielle 
ar"*****4«(«+&c^)'  s'effectuera  algébriquement}  puis- 
qu'alors  l'anéantissement  du  coefficient  m  —  'm  fera 
disparaître  la  dernière  intégiale/x"'""''""**dj!r(û  +  fta:")'', 
r^ultat  qui  s'accorde  avec  celui  du  n*  192. 

195.  On  peut  obtenir  aussi  une  réduction  par  la- 
quelle l'exposant  de  la  parenthèse  soit  diminué  de 
l'unité  \  pour  cela»  il  suffit  d'observer  que 

/j:"-'dx(«+*j:»)''  =  /ap'"-*dr(a  +  ba^y{a  -f  baf) 
— :  a/2c«-'dx(#+  &r»y-»^  */x-+»"'dx(a  +  *Jr"y— , 

et  que  la  formule  {A)^  en  y  changeant  m  eni»t  +  i^» 
tX  p  QTk  p  —  I ,   donne 


b{pn  ^  m) 

Substituant  cette  valeur  dans  l'e'quation  précédente, 
on  aura  {B) fx'^^dxÇa  +  bx^y  = 

Avec  cette  formule ,  on  ôtera  successivement  du 
nombre  p  toutes  les  uuittfs  qu'il  peut  contenir,  sim- 
plification qui ,  jointe  à  celle  que  procure  la  formule 
(A) ,  fera  dépendre  rintqgrale 

y2ir"- 'dar(fl  +  bx^y    de    /x"-""*dar(a  +  éar»)'-', 

m  étant  le  plus^and  malUple  At  n  contenu  dans  fis^^r, 
et  s  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  p. 

L  int^|p*aley2r7djr(a+^^^)'  t  fài'  exeniple,  sera  ra-« 
menée  successivement ,  par  la  formule  (A)*  â 

/;r*djr(a  +  bx^)%      fxdx{a + bx^)  '  ; 
puis  la  formule  (B)  fera  dépendre  fxâx{a  +  ftxT  de 

5  i 

fxAx{a  +  bx^y ,  et  celle-ci  de  fxàx{a  +  ^a:")'. 

196.  II  est  évident  quQ  si  m  et  p  étaient  négatifs , 
les  formules  {A)  et  (B)  ne  rempliraient  pas  le  but 
pour  lequel  elles  ont  été  construites  ;  elles  augmente^ 
raient  alors  les  exposans  de  x  bors  de  la  parentbè!ie, 
et  celui  de  la  parenthèse;  mais  en  les  renversant,  on 
en  trouve  qiii  s'appliquent  au  cas  dont  il  s'agit. 

On  tire  de  (^  , 

/x"-""Mj:(a  +  bx'^y  = 

a{m  —  n)  ' 


et'mettaiil  —  m  ^  n  au  lieu  de  m,  il  vient  (C) 


om 


formule  qui  diminue  les  expoiians  hors  de  la  parenthèse. 
Pour  renverser  la  formule  {B)^  on  prend 

3r"(a  +  bx^y—  {pn + m)fx'^'dx(a + ft  J'y 
puis  on  écrit  — -/?  -|-  i  au  lieu  de  pj  et  il  vient  (D) 

ar"(fl4  6j:»)-P^»^(ifi+n— n/i)  fx^-'dx{fl+bx'')-f^' 

{p—i)na  ' 

formule  qui  atteint  le  but  proposé. 

Les  formules  {jf)y  (5),  (C),  ^D)  deviennent  illu- 
soires ,  lorsque  leur  dénominateur  s'évanouit.  Gela  ar- 
rive pour  la  formule  (^^  par  exemple,  quand  m=:^^t^  : 
mais  dans  tous  les  cas  de  cette  espèce ,  la  différentielle 
proposée  peut  se  ramènera  un  monoroç,  ou  bien  i  une 
fraction  rationnelle  {^. 

/j?'*~*'dx 
' ,  m  étant  un  nombre  entier  po* 

ntif  ;  la  formule  {A) ,  en  y  faisant  <7=  i ,  6= —  i ,  n:=a  > 
J?=— î,  donne 


/x^^'dx x"""*V^i — X*  ^  m — a  p x^^^dx 


(*)  Voyez  le  Traite  in-4',  U  II,  page  4'- 
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et  mettant  m  au  lieu  de  m— i,  il  yicnt  • 

Si  Ton  donne  successÎTemenl  à  m  diâérente$  râleurs/ 
en  tommençant  par  les  nombres  impairs ,  on  aun^ 

/'   xdjc  > 

etc. 

« 

On  tirera  de  là 
77==;=—  K  I— 4F*  +  consL , 

/'  «'«l* /'">«  .  i'6  .  .  1.4.6  .  .  i.a.4.6\./ . 

etc.; 

,  la  loi  de  ces  valeurs  est  évidente. 

Passant  aux  valeiirs  paires  de  m ,  et  supposant  m=:2 , 


m 

m=4>  '»=6,  «te.,  on  trouve 


etc. 


Dans  cm  cas ,  toutes  içr  ipt^irales  proposées  dëpen- 
drontde 


krc  (An  =:i  x) -^  const.  (36), 


et  eo  rcjprésentant  par  ^rarc  indiqué,  ont  aura 

/dx 
j^7^=  =  ^  +  eo/w/., 

/x^dx  1        . I    ^ 

Kl—*'  î»  a^    ^  '      . 

-7==— ( 7^+7-7x1  V^i— x•^ 7  ^  +eonsL  , 

/a:*dj:  /i   .  ,  i.5  ,  ,  1.3.5  \^/ i.3.5 


etc. 

198.  Je  vais  chercket  maintenant  les  formules  qui 
répondent  au  cas  où  m  est  négative.  On  a  alors,  par 
la  formule  (C)  (196), 


9E  OAUnih  IntAobal.  3oi 

et  en  écrivant  —  m,  au  Heu  de  —  m«*«r,  il  vîekit 


On  ne  peut  paa  snppoter  mttii,  poîsqtie  cette  va* 
leur  rend  le  dénominateur  nul  :  il  faut  dont  chercher 

à  priori  l^'intégmle  de  -■    -|_,;fe.  On  la  trouvera  faci- 

a?V/i— ar' 

lement  d'aprè»  ce  qui   a  été  dit   n^   192;   on  fera 

I— jc*  =3  s%dVù  il  résultera 

— »dj5 


x  =  V^i— .«•,     da;=s 


et  par  conséquent 

dx  — àz 


*|/i_ap'         I— a*' 


équation  dont  le  second  membre  a  pour  intégrale 
Remettant  au  lie«  de  x  sa  TaietiT,  on  aura 


multipliant  par  i-f  l/i— jc',  les  deux  termes  dç  la 
frastion  cMliprise  sons  le  signe  1 ,  on  obtiendra 


302  TBAiré  itlHSKTAIHfi 

OD  aura  donc  enfin 

MainCenanty  si   Ton   suppose,  d'abord     m  ss  3, 
mssSy  etc.,  il  Tiendra 


/*      àx        _      |/i— j*      i  r      ix 

/*      dj?        _       |/r^^*      3  r      dbr 

/*      djf^ t/ir^^      s  r       dj? 


Faisant  ensuite   m  ==2,  m  =  4>  ^=6,  etc.,  on 
trouvera 


/•      dx                  i/i  —  «*  . 
73=3=  sa f-  const, , 

/*      dx V^i  — af*   ^  a  /^      dr 

/'       dx  l/i— «*j^4/^       ^ 

etc. 

De  ces  deux  suites  d'équations  on  tireta  »  comme 
dans  le  n^  précédent ,  deux  classes  de  formules,  Tune 
intégrée  par  logarithmes,  et  l'autre  qui  sera  algé- 
brique. 

19g.  La  différentielle  x"""*djf(ar*'+6aî*y,  se  rame- 
nant à  la  forme  x"+i''r*dx(tf +ftx*""0'  ('9^)  >  est  suscep- 
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tîble  des  mêmes  rédactions  que  celle-ci»  J'en  donnerai 
pour  exemple  l'expression  ■   .  =r  qui  se  présente 

dans  la  Mécanique.  On  a  d'abord 


Â 


=  fx9QX{lCX  -^  JC*)     ' 


|/2CX  — X' 

=  fx      'dx(ac  — ar)~  •  ; 
la  formule  {A)  (194)9  ^^^7  'usant 

donne 

/ir^""'dj:(2c— xr»  = 

et  si  l'on  observe  que 

puis  qu'on  iasse  rentrer  les  puissances  fractionnaires 
de  or  dans  les  parenthèses,  qu'on  changera  ensuite  en 
radicaux ,  on  aura  la  formule 

x^ûx 


200.  Les  trois  exemples  précédons  se  rapportent 
aux  formules  {A)  et  (Q;  on  tire  des  résultats  non 
moins  utiles  de  la  formule  (D)  (ig6),  puisqu'elle  sert 
à  intégrer  la  différentielle 


3o4  TBAITé  iLiUMTAIBt 

qui  a  été  mise  de  côté  dans  les  fractions  ratioimelles 
(i8o)  ;  car  si  l'on  fait 

x  =  z,     asss^*,     Ac3ai,     mai,     nssa,    pssm, 

la  formule.  (D)  devient 

/d«(/g* +  «•)—= 
^(g*  +  jg')-"»-»"  -I-  (2m— 3)/dg08»  +  B')-*-»-' 

(2m  —  2)/3*  ^~"  ' 

d^où  il  résulte 

y^      dz         ^^  f  I  z  I 

(^•  +  18*)*  "^  l  (am  —  2)/3*  •  («*  +  /8«)— «  J 

am — 3      p        dz 

La  réduction  indiquée  dans  cette  formule  s'arrête  à 

/*   dz 
■ — -— --,  car  si  Ton  faisait  m=i,  le  diviseur  am — a 
Z-  +  /8*' 

devenant  nul ,  le  second  membre  serait  infini.  Il  est 

aisé  de  voir  que  cette  circonstance  est  du  même  gênrt 

que  celle  du  n^  i66>  puisque  si  Ton  pouvait  passer  de 

m=i,  à  m=Oy  on  tomberait  surrintégrale/dsxtsz^ 

/*  dz 
et  Ton  aurait  algébriquement  l'intégrale  /  -^ — ^ ,  qui 

est  nécessairement  transcendante  (i8o). 

De  r intégration  par  les  séries. 

20 1.  L'intégrale  fXàx  s'obtient  facilement  lors» 
qu'on  a  développé  la  fonction  X  en  série,  parce  qu'on 
n'a  plus  à  intégrer  que  des  monômes ,  auxquels  s'ap* 
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pUque  Immëdiatemeut  la  règle  du  n®  167.  En  effet, 
soit 

si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  cette  équation 
par  â;r,  e^  qu'on  intègre  séparément  chaque  terme  du 
second,  on  trouvera 

Lorsqu'on  rencontrera  dans  le  développement  de  X 

A 
un  terme  de  la  forme  —  ,  il  en  résultera  dans  Hntégrale, 

le  terme  J^x  (168). 

aoa.  La  fonction  la  plits  simple  qu'on  puisse  réduire 

en  série  9  est      ,      y  ayant  pour  déreloppement 

a'oà 


/: 


df         X      3^        x^        *'    • 


a-f-x      a      aa*       %c?       4^ 

mais  on  sait  d'ailleurs  que  /  — - —  =1  (a+a:)  -^comi,  t 

J  a  +  jp 

on  aura  donc 
l(«+x)=:*^-^.+  -gi.— ^  +  etc.  +  «n,/. 

Pour  trouver  ce  qu'exprime  la  constante,  il  n*y  a  qu'à 
faire«:=o;  il  vient,  danscette  supposition ,  Xa-zrzconst,  ^ 
et  par  conséquent 

Ca/e.  intégr,,  5«  Mkîmi.  «»• 


3o6  TRAITA  âlilONTAIllB 

résultat  confonne  à  celui  du  n?  29* 
Soit  la  diffétet&tielle  '  ji      ,  qui  1  potiraiit  se  raeCtve 

so«s  la  foinne        -  ,  appartient  à  Tare  dont  la  tan- 

X  û 

gente  =  -  (36)  ;  en  réduisant  -^  en  série^  on  ob- 

tiendra 

a  '  I        X*    .    xS       «^   - 

et  l'intëgraUon  donnera  ensuite 

Si  l'on  yent  tirer  de  cette  équation  la  valeur  du  plus 

petit  des  arcs  dont  la  tangente  est  -  ,  il  faudra  suppri« 

mer  la  constante  arbitraire  ^  puisque  Tare  cherché  est 
nul»  lorsque  âr=o,  et  Ton  aura 

résultat  conforme  à  celui  du  n"*  38. 


(.  x\      X      x^    ^  0^       ^'    .     . 


jc*djr 
£n  opérant  de  même  sur  •----: — -.  on  troure 


/; 


m 
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tf"-f-Jf»         (lll+I>l*         (lft4-li-^t)A'* 


• 

2*3.  Le  but  de  i'int^gnrtion'par  les  séries  étant  de 
se  procnier  des  raleors  approchées  des  intégrales  qa'oii 
ne  peut  obtenir  rigoarensement ,  ii  est -important 
d'aVoir  plusieurs  séries  pour  exprimer  la  même  inté- 
grale ,  afin  de  choisir  celle  que  rend  convergente  bi 
Taleur  particulière  qu'on  se  propose  de  donner  à  x. 
Les  séries  qui  procèdent  su'iTant  les  puissances  posi- 
tives de  X  dont  les  ezposans  vont  en  croissant,  ou 
les  séries  ascmdanies,  ne  convergent ,  en  général,  que 
dans  le  cas  où  la  variable  x  demeure  très  petite  ;  tandis 
que  celles  qui  procèdent  par  les  puissances  négatives 
de  X  y  ou  les  séries  descendantes,  convei^ent  d'autant 
plus  que  cette  variable  est  plus  grande. 

Pour  parvenir  à  une  série  de  cette  espèce,  .dans 
Fexemple  ci-dessus ,  il  fiiudrait  changer  Tordre  dès 
termes  du  binôme  i^-^ro^^  et  mettre  x  à  la  place 

de  a  dans  le  développement  de  ^^— ; — ^  ;  on  aurait 
1  1         û»    .  a*»       II'»   .     ^ 

+r:îi— rr;  +  etc,, 


x*+a*      X*      X'*   '  x^      X*' 

et,  après  avoir  multiplié  par   x'^dx  et  intégré,  il 
viendrait 

/»x*dx  I 


t 

(n. 

— m— 

{in 

—  m— i)x'"- 

(3n- 

—  m— i)x'* 
+  etc. 

,  +  consL 

90.  . 

Il 


Cette  si^rie  ierait  illusoire,  si  qaelqu'an  dé  ses  dé- 
nominateurs, compris  dans  la  forme  m-m—i, s  éva- 
nouissait, ce  qui  arriTerait  si  m  +i  était  un  multiple 
de  n  ;  dans  ce  cas ,  la  fifférentielle  développée  contien- 
drait un  terme  de  laforme  rf*"')-  ^,  dont  Tinti^le. 

serait  àC*-"»î«lx. 

Si  l'on  (ait,  dans  le  résultat  ti-dessus,  maso ,  ï«=a 

et  â=i,  il  devient 

/lif- =  -  -  +  ^,  -  ^  +  etc.  +  co««.  ; 

maïs  quoique  l'expression -jq^.  soit  ]j|  différentielle 

île  l'arc  dont  la  tangente  est  x ,  il  n'en  faut  pas  conclure 
qae  la  série  précédente  soit  le  développement  de  cet 
arc,  puisqu'elle  donne  l'infini  lorsque  a:  =  o.  La 
considération  de  la  constante  arbitraire  lèvera  cette 
difficulté,  si  l'on  fait  attention  que  pour  connaître  la 
vraie  valeur  d'une  série,  il  faut  toujours  partir  du  cas 
où  elle  est  convergente.  Or  la  série 

* 
l'est  d'autant  plus ,  que  x  est  plus  grand ,  et  elle  s'éva- 
nouit lorsque  x  est  infini  :  à  cette  limite,  l'équation 

arc  (tang=  ^)  =  —  ^  +  ^3  —  §?  +  «^^-  +  ^^^'  ' 


se  change  en  arc  de  1?=  -  =  const. ,  et  substituant  cette 


valeur  de  la  constante,  on  obtient 

«r       I    .     1  ï 

2 


arc(lang  =  a:)  =  -  — -  +  3p  — §j  +  etc. 


•■ 


On  poumdt  int^rer  aussi  ht  fonction  rationnelle 

—=^  (172),, en  développant  en  série  l'expression 'v^  ; 

«nais  ce  moyen  ne  conduirait  qu'à  d«s  résultats  fort 
compliqués  et  rarementconrergens  ;  d'ailleurs  ces  cal* 
culs  sont  à  peu  près  inutiles ,  puisqu'on  sait  ramener 
cette  différentielle  aux  logarithmes  et  aux  arcs  de 
cercles,  dont  on  obtient  ks  valeurs  par  les  tables  tri^- 
gonométriqnes. 

t 
204.  La  formule  /Ir"'*'da:(a-{-6^)^    est,  bcile   à 

l 

intégrer  par  le  développement  de  la  quantité  (a-f-^^")* 

en  série,  et  il  vient  pour  résultat  . .    , 


/a-r->d«(a+6x")f  =5  oï  V^ — Y 


•  4-const, 

Si  l'on  voulait  obtenir  une  série  descendante  par  rap- 
port à  X ,  il  Cetudrait  donner  à  la  différentielle  proposée 


la  forme  x     ^     dx(ft+aj?""*)* ,  et  après  avoir  déve- 

loppé  (b  +  Ax'"*)9,  multiplié  le  résultat  par  x      1     dx 
et  intégré,  on  aurait 

ax      ^ 

-i — : 

mq  +  np 

^P^ÏL L_+^(£=?)£.?f !_+etc  [ 

gbmq^(p^q)n        f.2q*b*  mq+(p — 2q)n^^         ) 


3lO  TEAIvé  iLiKBHTAlBB 

Tant  que  les  quantités  a  etb  seront  positives  toutes 
deux ,  ou  que  q  sera  on  nombre  impair^  on  pourra 
se'  servir  indifféremment  de  cette  série  ou  de  la  pré- 
cédente; mais  lorsque  q  sera  pair,  la  première  formide 

t 
deviendra  imaginaire  par  k  £acleur  «« ,  si  ^  est  néga- 
tif, et  la  même  chose  anrivera  è  la  seconde,  si  &^  est 
^     négatif. 

do5.  Soit  -    ■,  expression  qui  est  la  différent 

tielle  de  Tare  dont  le  sinus  =  x  (36)  ;  on  aura 

_J^^— ,  ,  V  >  '-^j^i  '-^*^jr«l  ''^*'^"^j«lctc  4 

et  de  là 


/i 


l/TIT]?       ^a3^a. 4^^2.4.67  ^       ^ 

Sn  supprimant  la  constante^  la  série  s'anéantira  lors- 
que xsBO;  elle  donnera  par  conséquent  la  valeur  du 
plus  petit  des  arcs  dont  le  sinus  aesjr,  comme  dans  le 
n*  38. 

Void  encore  quelques  résultats  facUes  à  dl>tenir, 
d'après  ce  qui  précède ,  mais  qu'il  est  bon  de  con- 
naître. 

I*.  — = — = '  -  }  faisant  |/af=ii, 

on  a — }  mais  par  la   série  précédente,    il 

i/ï— W 
vient 


l/r^      \  ^a3^a74  5^a.4.6  7  ^      /^ 
donc 

1/^:1135     A  ^aS^M  5^^.4.67^       y'' 


a*.  dairV^aaar*-«*=(aa)^x*dj/i j  ; 


or 


donc 


\3  aS.aA      a.47.4a» 


2. 
1.I.3   ax* 


i.i.o    a*  \^y —   , 

\3      aS.aa      a.47<4<>' 


1.1.3     4r  \       y 

/'      ÔJP  I 

>  donne,  après  la  rédaction  de  — 7.=;sr==. 

en  série  et  rmté(p:ation , 

j/i-f-x*     '  ^ a  3       âT^ 3      a. 4-^  7 


••• 


3l2  THAlTi  iLiMkNTAlRB 

dx         -    .       I  1.3  1.3.5 


/*    do:      _,  1  1. 

—  etc.  +  consu 

Cette  8ërie;  c|uL  renferme  Ja  transceadante  Ix^  est 
d'autant  plus  convergente  que  ix  est  plus  grand  ;  on 
peut  obtenir  une  autre  entièrement  algébrique ,  et  d'au- 
tant plus  convergente  que  x  difiëre  moins  de  Tunité. 
Pour  cela,  il  faut  faire  x=7i+  u,  ce  qui  donne 

J  |/*»^i    J  v/3B+«*        1/2-'  Va/      ' 

à  t 

développant  T  i  -| —  J     ,  multipliant  chaque  terme  par 

Il  'du,  et  intégrant  y  on  trouve 

r     ait       ^ 

»   /    î      »^"'  .  i-^an"      >.3.5att*  .        \" 

--=(  211' srr  +  — /^~7'~ — 7-2 — 5  +  etc.  i'+consu 

|/a\  a3.a      2.45.4      a. 4. 67. 8  / 

(i.w     ,    1.3   u*         1.3.5  u',.  \.y — 

et  puisque  ii=«— i,  les  termes  de  <sette  série  sont 
d'autant  plus  petits  que  x  —  i  est  peu  considémble. 

206.  L'utilité  de  la  réduction  des  difrér^tielles  en 
série,  étant  seulement  de  les  transformer  dans  une 
suite  de  termes  dont  chacun  soit  intégrable  en  parti- 
culier, il  n'est  pas  toujours  nécessaire  que  les  termes 
de  ces  séries  soient  des  monômes. 

Si  l'on  a,  par  exemple, 
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7=±=r-, 

et  que  e  soit  une  quantité  fort  petite ,  le  développement 

de|/i-*e*x'  donne  une  série  très  convergente^  parce 
que  dans  la  différenUelle  proposée  x^  est  toujours  <:^i , 

à  cause  du  radical  ^i — x'.  On  trouve 

V  I  —  tf »jf'  =  I e*a:*  —  — >c*a:* T-^e^*^—  etc. . 

a  a. 4  ^•4»o 

et  la  suite  à  intégrer  est 

(  I e'a:* >c«*4 T^c!^^—  «^«*  )  » 

y/i— a:»\       a  »-4  2.4-6  / 

dont  chaque  terme  rentre  dans  la  formule  /    ^  , 

traitée  au  n?  197.  En  substituant  au  Ueu  de 

/'    dx  f  a?'dr  /*  x<«U 

les  exprenions  données  dans  le  n*  cité,  il  en  résultera 


/dxV  1—  g* 


+  etc -1-  cohst. 

On  traiterait  d'une  manière  analogue  la  différent 
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tielle 

dx  dr  I 

en  rédiûsant  en  série  la  quantité 

ï 


=  («+*)  •; 


et  quant  à  la  différentielle 

dx 

|/(acx  — X*)  (ô  — x) 

qui  se  rencontre  dans  la  Mécanique ,  le  déyeloppe- 
menC  de 

ramènerait  son  intégration  à  la  formule 

/'     x^dx 
t/acx— X* 

Z>e  ^intégration  cks  Jonctions  logarithmiques 

et  exponentielles. 

!»o7.  Soit  d'abord  la  différentielle  Pdx(lx)«,  /» 
étant  une  fonction  algébrique  de  x  ;  Tintégration  par 
parties  fournit  le  moyen  de  la  simplifier  en  diminuant 
l'exposant  de  Ix.  • 

En  effet  y  si  dans  l'eiqpression  générale  /s"Pdx,  on 
peut  intégrer  le  fiicteur  Pdx^  et  qu*on  pose  en  con«- 
séquence 

Pdx=rdi',     M  =  «*    et    ds=:zdxy 


r 


/ 


'  D£  CKLXXU  INTioBAL.  3l5 

la  formule  /udi^sut^— /Udu  (igS)  donnera 

résultat  où  la  dîffërentiaticm  a  diminué  d^une  unité 
rezposant  de  z,  si  toutefois  oet  exposant  est  positif. 

lie  contraire  aura  lieu  s^ilt  est  négatif;  alors  il  faudra 
changer  la  manière  d'opérer,  et  faire  tomber  Tintégra- 
tion  sur  le  facteur  s*^  ce  qui  se  peut  en  observant  que 
réqnation 

dx=r/dx  donnant  àx'^-y^  on  a   A  — —  = 
»o8.  Pourladifiërentiélle  x*dâ7(lx)*y  on  pose 


x^dxssd»^.    d'où    v=:— -— , 
«t  réqnation  (i)  conduit  k 

/t«d*(lx)»ar^— 4= -r-/a:»d«03P>*""- 

Si  dans  cette  dernière  on  change  successiTement  n 
en  71— 'i,  enn  — a^  et€«,  on  trouveia 

/jt-dx(ix)--'===î^^K:i^_^ 

etc. 

En  poursuivant  ces  réductions  ^  on  Ateta  de  l'ex- 
posant n  y  Vil  est  fractionnaire ,  toutes  les  unités  qu'il 
contient;  et  l'on  peut  aussi  par  leur  secours  construire 
la  formule  générale 


3l6  TBAItI   iLiuXKTklîLË, 

x"*<Lr(br)*'  =: 

{m  +  iy     ^  ^     ^ 


— »— I 


+  (—1)'*'  *- (m-hiy^' "  /*^«*  w 

Il  est  bien  aise  de  voir  que  le  faeteur  (-r-iy^  sert  à 
indiquer  l'altematite  des  signés  -(-  et  •—  selon  que  p 
est  pair  ou  impair  :  on  doit  remarquer  tn  outre  que 
rintéjgrale  du  second  membre  disparaît  quand  /»=  /i. 

En  prenant  iis=i  et  nssa,  on  trouve 

fx^dxhe 3= — -  <lr—  ■*    .    X  +  consi. , 

Lorsque  m =-»ii  la  formule  ci-dessua  cesse  d'être 
applicable  ;  mais  en  faisant  Ix=  i/,  on  a 


/ 


dx  «■■'■* 

—  (Ix)*  =  fu^àu  =  — ; —  4-  const. 
X  '^  n  + 1 

=s (Ix)»"»"'  +  consL^; 

n  -f-  1 


et  la  même  transformation  rendrait  algébrique  la  dif- 

dx 
férentielle  — Uy  dans  laquelle  L/^désiyaeraituaefonc-f 


lion  algébrique  de  Ix. 
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Lorsque  n  çsi  n^tif  oa  fractionnaire,  la  série  se 
prolonge  à  Tinfim;  en  faisant  n  =s — 2»  P^'  exemple, 
il  vient 

""'•"'((Le)»      2(iiH-iî  (l^r       4(m+i)«(larr 


1.3.5 


T  4-  €tc.  l  4-  const. 


209.  Pour  diminuer  Texposant  de  Lr^  lorsqu'il  est 
négatif,  il  faut  employer  la  formule  (2)  du  n!^2on^ 
avec  laquelle  on  trouve 

Répétant  cette  réduction,  en  changeant  n  en  n-~i 
en  n  —  2 ,  etc. ,  et.  sujjposant  que  n  est  un  nombre 
entier,  on  obtiendra 

/x^dx g^"*^  (m+\)x^'^^ 


(n— 1)  (71—2)  (n— 3)  (la:)— ^*  •  " 
(wi-fi)»-'  rx^dx 

"^(n— i)(n— 2) nj     \x 


Quand  m=:— i,  la  formule  précédente  conduit  à 
rési»ltat  qui  devient  illusoire  lorsque  n=:i;  mais  la 


3l8  TBAItI  iLiMBNTAnB 

difféfieiitielle-f—  qui  pépoad  à  ce  cas,  s'intègre  immé- 
diatement y  en  faisant  Lr = « ,  puisqu'elle  se  transforme 
en — ,  et  Ton  a  lu  4-  const.  =  1(1^?)  rf-  cofUL 


/ 


L'intégrale     /     ^      ,     de  laquelle  dépend 

-c^dj? 

,  quand  n  est  un  nombre  entier,  parait  deyoir 


se 


(Le)' 

constituer  une  transcendante  à  part.  On  la  ramène  à 
une  forme  plus  simple,  en  faisant  x''^*=zx;  car  il 

vient  alors  «"da:= — 7— ,  Ir = — ; — ,  et  par  con- 

On  trouvera  plus  bas.  le  développement  en  série  de 
cette  dernière,  qui  se  rapporte  aussi  aux  fonctions  ex- 
ponentielles, en  posant  lz  =  u,  ce  qui  donne  z  =  6", 

ds  =  e«duety^=:y-^. 

ai  I .  Je  vais  m'occuper  maintenant  de  Tint^gration 
des  fonctions  exponentielles;  je  ferai  d'abord  remar- 
quer que  l'équation  d.a*=:a*dxla  (27)  donne 

tf*dj:  î=|-d.a*,     d'où    fi^âx=:'T^'\^consi. 

d.o* 
On  tire  aussi  de  là  djrss  -^r-  ;  par  ce  moyen,  la  dif- 
férentielle Fdx  devenant --^j — ,  se  change  en— r— , 

lorsqu'on  &it  a*=u,  et  est  algébrique  par  rapporta  ir, 

lorsque  F'  est  une  fonction  algébrique  de  a'.  On  trouve 

.    .             a*dx  du 

ainsi  que  — = ==. 
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112.  Pateons  k  la  formule  fa^Jt^àx ,  de  laquelle  dé- 
pend fPa^dXf  lon^pie  P  est  une  fonction  ratioimeUe 
et  entière  de  a?.  L'é<{nation  (i)  du  n^  207  donne 

ll*Jp'  FI 

et  en  continuant  cette  réduction  de  n— i  à  n— 2 ,  etc. , 
on  parrienty  lorscpe  it  est  un  nombre  entier  positif,  à 

^  \a\  la         ^     (la)* 

n(n— 1)  (n— 2)-^  .        ,  ,      .  ^  r(»-i)...  1 1  , 


21 3.  Si  Petposant  n  est  n^tif ,  l'application  de  la 
formule  (2)  du  n^  207,  conduit  à 

/ig*djg g*  ,      la      /*a*dr 

et  quand  l'exposant  n  est  entier,  on  obtient 

/to*djr a*  a*la 


(H— 1)X"-*        («  — l)  (lt-*'2)X«-» 

a»(la)*  «*(Ia)"— 


(n-i) (n— a)(ii— 3)jf-*  '  •  '  '      (/i— i)(it-.2). .  ix 
(la)»^*  ro^dx 

"'"(/l— l)(ll— 2)...l  J        X 

On  ne  saurut  pousser  la  réduction  au-delà   de 

/a*dx 
—  ;  car  I  équation 

/a*dx_ g* ,       la      pa'dx 

ne  donne  rieui  lorsque  nssi. 


1 


3aO  TRAITÉ   ÉLÉMENT AIBB  « 

On  retombe  eucore  dans  cet  exemple  sur  la  trans^ 

cendante  / ,  dont  j'ai  déjà  parlé  n*  a i  o  ;  et  si  Ton 

pouvait  obtenir  son  expression ,  on  aurait  en  même 
temps  Tint^grale  /à*x^dx,  pour  tous  les  cas  où  n  est 
un  nombre  entier. 

Lorsque  n  est  un  nombre  fractionnaire ,  les  deux 
dëveloppemens  dont  on  vient  de  faire  usage  ne  se  ter- 
minent point.  Si  Ton  avait,  par  exemple ,  ii.=  —  ^, 
le  premier  donnerait  la  série 

cFàx         «•     f    .      I       .  .    1,3 


)/x    .  \a  l/xl        ^1«  ^  4a?»(I<i)* 
,     1.3.5     ,    \    I     , 

et  en  fiiisant  n=  ^  dans  le  second ,  on  aurait 

— =•  =  aa*K  j?< ;r  +  '      î:  i 

^x  i*        '-3  1.3.5  . 

5*V^  +  etc.  >  +  comi, 

21 4*  En  remplaçant  a*  par  son  développement  (17) 
dan»  la  fonction  fPaî^ixj  on  obtiendra 

fPi^Ax  =  fPAx  +  -  /Pxd:c  +  ^'  /Px'dx 

^  1.2 

4.  J!?1L/Pa:3dx  +  -^î^  /Pa-ldx  +  etc. , 

I,2.3''  1.2. 3,4 

ce  qui  fournira  un  nouveau  développement  de  fPa^Axy 
toutes  les  fois  qu'on  pourra  obtenir  les  fonctions 

fPàXf    fPxAx^ . . .  .fiPx^iXy  etc. 
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Si  P  =  x",  il  viendra 

r.x.3(n-{»4) 
où  il  faudra  mettre  Ix au  lieu  de  ■  ■  '  .,  lorsque  n  sem 

7I  +  I  ^ 

un  entier  négatif  e'gal  à  —  t. 
donne  le  développement 


/ 


a'àx  _  ^  jrlg       g^Çlg)*        x3(ltf)« 


^-  1.1        i.a.a       i«a.3i3 

+  7X3:4:?  +  '''+""'^'' 


que  la  supposition  de  0*=:  s,   d'où  il  résulte  ^  =f~ 
et  Ix  =  llz  •—  lia ,  transforme  en 


/ 


^=iu+!î+l»  +  i  <^>' 


U  iai.2       3  Ï.Î.3 

21 5.  Il  y  a  encore  un  autre  moyen  d'intégrer  une 

e^^rdj? 
fonction  exponentielle,  telle  par  exemple  que  —> — r^  ; 

c'est  de  ciiercher  à  la  rapporter  à  la  dififérentîaUeide  la 
fonction  e^P^  qui  est  e*(/'dr  +  dP),  et  dana  laquelle 
P  {«présente  une  fonction  algébrique  de  x.  C'est  prinr- 
cipalement  la  sagacité  et  l'habitude  du  calcul  qui  peu* 
vent  guider  dans  ce  procédé.  L'exemple  proposé  étant 

Cale,  intégr  ,  5«  édition.  J^i 


fort  simple ,  il  suffit  de  faire  i  -4-  or  9=  «  ;  on  a  ator» 

et  ayec  un  peu  d'attention ,  ofi  Toit  bien  que  «—  — 
ëtaiàladîffinentieUedei,  UfanrproMbePaei,  d'oà 

il  résulte  l'intégrale  —  4"  consi.  Remettant  au  lieu  de  x 

f^  e*wrdjr          e* 
sa  valeur,  on  trouve  /  7 — ; — -  =  — V-con$i. 

De  VmtégrMion  des  fonctions  circulaires. 

ai6.  L'équation  (1)  du  n^  207,  en  j  faisant  P  =  or* , 
z  =  arc  (sin  =:  or) ,  et  observant  que 


d.ar#(8in  =  a:)=— -=rrr     (36), 


donnera 


fx'dx  arc  (tin  as  x)  =s 
,-   ♦arc(sitt=jg)-— — — --  I  , 

/^•^^djf 
—        ■    a  été  traitée  dans  les  n**  197  et  198. 

Cet  exemple  suffit  pour  montrer  q«e/Psdaf^  z  dé- 
signaiit  «A  arc  de  eerele  et  x  Pane  quelconque  des 
lignes  trigoAométrîqM»  e»imopoada»tc»  à  œt  arC| 
pMrra  être  ramenée  k  rinftégnJe  itmn  iMàrtnaùelU 
ê%ébrtqiie ,  tontes  les  f<ns  que  fPàx  mm  une  feo^lkm 


algébrique  de  cette  variable,  puisque  les  dififrentielles 
,de  l'arc  sont  aussi  de  paieilles  fonctioDS  (d£). 

En  supposant  toujours  que  or  soît  le  smua  de  l'arc  z, 

ei  fiiîsanS  Pi±  i,  dans  Téquation  (i)  â^a  u^  ^07,  on 

obtient 

V/i— ap* 
/il-»  — 4=^ =—  s"-'  V^î— X*  +  (n  —1)  /««-•da?, 

et  ainsi  de  soi  te,  d'où  l'on  conclut 

/i*d«  = 

«-*-ii(n^i)  (/i—  2)i»**^*|/ 1— a?»  +  etc., 
série  qui  t'arrête  lorsque  n  est  un  nombre  entier 

Si  Von  iLVBiiPdx  =  dzy  l'intégrale /Pz"dar  se  çhan'* 

gérait  en  fg^àzss f-  cof»f .  ;  et  si  Ton  sub^tuait 

n  ^  i 

•à  2*  une  fonction  algébrique  quelconque  de  js,  l'in- 
tégrale considérée  par  rapport  as,  rentrerait  dans 
quelqu'une  des  formules  traitées  précédemment. 

217.  Les  fonctions  qu'on  rencontre  le  plus  souvent 
ne  contiennent  pas  l'aro ,  mais  seulensent  sa  différen- 
tielle, et  pour  les  intégrer  il  faut  se  rappeler  que,  par 
les  n**  33  et  34, 


a 

d .  sitt  fKusz     nàzHOBHt,  à^ati  /dxcos7U=a    >   sin  ns+consi. 
à .  cos  fis  = —  nds  sin  nz ,  fàz  sin  nzzsz^" -    ços  nZ'^^^consi, 


9C 


«• 


-    I 
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,  ndz         .,    ^    r      àz  I 

d.   cot  nzïss—  y. -.  doa  I  -r-. ■.--= cotnz  +consii 

(sm  >»*)*'         J    (sin  nzy         n    ' 

ndzêïnnz  fdz  sintiz         i 

(cos  nt)*         n 

I 


_        ,  ndzêinng  Ck ^  .      ^  , 

d.    sec  n«=3     -7 -n-»    .      /  'v :z=     -  secn» +«onj/. 

(«os»*)*'  J    /«-^-— r\»  V.  r 


Rcosnz 


'^consi. 


,         ,  ndzcosnz  '  /'djscosnz  i 

d.cosecnjs= : -—,  /  — •: 7-s= cosecn;4-con^£. 


(sin  /12)' 


n  sm  ns 


+  COM/. 


.  2ifi. .  De  ces  intégrations  «résulte  d'abord  celle  de 
toutes  les  fonctions  rationnelles  et  entières  de  sinus  et 
de  cosinus  ^  parce. qqe ,  au  moycA  des  expressions  de 

9ih,a.cos&j     co^a'mb^     sin  a  sin  ^,     cos  a  cos  ^, 

rapportées  daps  le  tableau  des  formules  trigonomé- 
triques  (7>t^.  29),  on  peut  les  changer  en  simples  sinus 
fBt  cosinus.  . 

Soit  pour  exemple 

dar  siu  (fuj:  +  n)  cos  (/?J?4"  y)  ; 
si  l'on  fait  d^abord 

on  trouve 

sin  {mx  +  1)  cos  {px  +  ^)  = 
^ sin[(fii-|-/?)x  +  n  +  2]  4.  i  sin£(m -i. /p)a:+ o— y]  ; 

et  posant 

-  • 

d'où 
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on  n'aura  plus  à  intégrer  que  la  di£B^iilsélle- 

ds  sin  X  -4"    ^  m  '■        d''  8Î]iz% 


qui  donnera 

CCS  z ; cos  z  +  const. 


2(m  -f- j?)  a(m  —  />) 

£n  remettant  pour  z  et  %  leurs  valeurs ,  îl  viendra 

C08[(m+to)j:4-n+^l      cos[(m-p)a:4-«-^^]  . 
h^ —  ^\    ' ££_ — ti — -£11 lA^const. 

:i{m+p)  a(F» — p) 

II  n'y  a  pas  plus  de  difficulté  pour  les  sinus  eC  cosînnr 
éleyës  à  des  puissances  entières  et  positives,  parce  que 
les  formules  trigonomëtriques  citées  convertissent  cea 
puissances  en  sinus  et  cosinus  d'arcs  multiples. 

Cest  ainsi  que  la  formule 

sin  û*  =3  ^  —  "5  cos  aa , 
changeant 

[sin  {mx  +  »}]■    en     |  —  î  cosa(m:r  +  ?»)> 

conduit  à  l'intégration  de 

djr[sin(mx  +  n)]*j 
car  si  l'on  fait 

:k(mx  +  71)  =  z,     d'où    dor  =  —  , 

am 

ou  obtiendra  la  différentielle 

dz 

{^  — Icosz), 

am  ^        ' 
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dont  Tintégrale 


% — sins 


-.  1      HBipp»«J<m»***    Ml     I^.i    ..piili     II    Bru  J    *Ak  4>Mi9ê^ 

ai<^  Oft  t^Aè^eraî|  miséttent  des  expressions  de 
sin  a'  et  de  cos  tf*,  a  celles  de  sin  a?  et  de  cos  c?^  et 
ainsi  de  proche  en  proche  ;  mais  celles  du  n^  187  con- 
duisent à  des  formules  qui  comprennent  tous  ces  caSs 
particuliers. 

En  effi»€,  on  a  d'abord , 

COsa*=i^ -I-^j -,  ou  2"C0ftS^S=:(€**^-«+tf-«*'^')«  ; 

et  si  Ton  développe  le  second  membre  de  cette  ëqua.- 
tii^  y»  eft  supposant  ppA  n  soit  un  ooiubfe  skiâer 
posî4if ,  cas  dans  lequel  la  forosuie  du  biii#me  sVrrête„ 
et  lea  termes  placés  à  ëgale  distanot  des  extrêmes  ont 
les  mèuies  coeficieps,  il  ràenéva 

a"  co8z''= 


I  i.a 


mais  lorsqu'on  change  z  en  ms^  Tëquation 

«^•^^'  =  cos;&  d=V^ — I  sin», 
domiant 

é^'^-^  s=  cos  m2  ±:  |/^^  sin  mx, 

fournil  le  moyen  d'exprimer  en  sinus  et  cosinus  tous 
les  termes  du  déTcloppoment  d-dessns,  qui  peut  en^ 
suite  s'écrire  ainsi  ;  a"  cos  s"  = 


9È  oAuwfc  Ui'ÉéanÀS».  H7 

cos  AS  +  -  CO8  (n—  a)«  + ^  cos  (n  —  4)* 


I  1.2 

ru 


4*"^  ■   ■  ■  o — ^ tos(ii^6)x...+  - cos— (n,— a)«  +  co»— 

I  •  2  •  o  I 


+  l^— I  f  sin  it»4 — 8iB(/t — 2>+ -i ^  sin  (n— 4)* 

1  I  1.2 

+  — -— — -  nD(ii-€)t . . .  +  -Bin— (it— 2)«  4-  mû— iw  \ ,. 

1     «^4    0  1  ^ 

et  les  tenues  affecte's  d^  |/^^  se  détrniseat  comme  oa 
▼a,le  Toir. 

I*.  Si  n  est  impaire,  le  nombre  de  ces  termes  es^ 
pair  ;  en  les  assemblant  par  couples  pris  à  égale  dis-, 
tance  des  eiirêmes,  ils  ne  diffi^eront  dans  chaque 
couple  que  par  le  signe,  parce  que 

sfai  ^^^  Wtz  iTPi      sin  mz  (Trig.  26), 

quelle  que  soit  m  :  la  première  moitié  des  termes  est 
donc  détruite  par  la  seconde ,  et  il  ne  reste  que  la 
partie  réelle  du  développement.  Si  Ton  éprouvait 
quelque  difficulté  à  concevoir  ce  qui  précède ,  il  suf* 
firait  pour  la  lever,  de  Cuire  le  calcul  en  assignant  à  n 
une  valeur  particulière  ,  comme  3  ou  5. 

Dans  cettie  opération  ^  on  verca  sans  peine  que  la 
partie  réelle  j  qui  forme  la  valeur  de  2*  cos  s*,  lors* 
que  le  nombre  n  est  impair,  peut  être  réduite  à  la. 
moitié  de  ses  termes^  en  observant  que 

cos  —  mjç  =r  cos  mz  ÇTrig,  26) , 

d^eà  il  sût  q«e  les  termes  placés  i  égale  distance  des 
eitrèmes  sont  égaux  :  on  peut  donc  se  borner  aux 
termes  qui  composent  la  première  moitié  de  la  for- 
mule ,  pourvu  qu'on  les  double.  De  cette  manière,  on. 


I 


1 
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trouve 

a*  ces  2*  = 

,   an       ,         .      ,  2n(/i — i)       ,        ,^ 
acos  «»-| cos(it — a)z  -| ^ coi{ii — 4)* + elc*  t 

ou  A  en  divisant  les  deux  membres  par  a, 

a*""'cosz*sss 

cos  ns  +  -  cos(n— a)z  +  -^ cos  {n —  4)*  +  «^c. , 

en  s'arrêtant  au  dernier  arc  positif,  qui  est.  ^ 

[n  — (/i— 'i)]a  =  ji: 

a®.  Quand  l'exposant  n  est  pair,  chaque  partie  du 
développement  a  un  nombre  impair  de  termes  ;  mais 
dans  la  partie  imaginaire,  celui  du  milieu  étan^t 

n(/i— 1)(  j» — a). ..  .(11— -+i  j 

-, •ân(ii-^ii)«, 


■»— •^■" 


1  •  2  •  O  •'xl  •  •  •  •  *" 

^         a 

s^evanouit  :  cette  partie  est  donc  encore  nulle. 

Quant  au  terme  du  milieu  de  la  partie  réelle ,  comme 
il  est  affecté  de 

cos  (n  —  n)z  =  cos  o  :=i  ^ 

il  se  réduit  à  son  coefficient ,  le  même  que  ci^dessus  ;  et 
à  cause  qu'il  est  unique  dans'  la  formule,  îlfaut  en 
prendre  la  moitié ,  si  l'on  veut  le  soumettre  an  facteur 
commun  a ,  supprimé  dans  le  cas  précédent ,  en  sorte 
qu'on  peut  encore  se  servir  de  la  même  formule  que 
dans  ce  cas ,  pourvu  qu'on  ait  soin  de  ne  prendre  que  la 
moitié  du  coefficent  du  cosinus  de  l'arc  nul  qui  se  prë^ 
sente  alors. 

Avec  cette  attention,  il  sera  facile  de  former  les  var 
leui's  de  la  table  suivante  : 


^ 
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a  C08  JS*  S=  C08  22-4"  I  9 

4  C08  Z^  SS  C08  32 -f- 3  cos  ;s» 

8gos2^  =  cos4^  4"  4  cos^2  4"  3) 

l6c08Z^=  G08  52  -f-  5c08  3j8  -f"  I0C08  2, 

3aC08Z^  =  CO$62  +  6C0S42  +  l5c08  32  +  >99 

64  C08  2'  =  C08  72  +  7  C<>8  S^  +  ^^  C0832  -f-  35  €082, 

etc. 

220.  L'expression  do  sinus  (187)  donne  Tëquation 

8in  2"  =  i r== ^, 

et  par  conséquent 

a«(  V/^)"  8in2*  =  (e*^-*  —  c-»*"^»)"  = 

I  1.2. 

n(n— i)(n^2)    ,,_ej,v^=-,         ^  «  ^-(«-«jxv^-.-.  e'^J/'i 

1.2.3  I 

où  les  termes  du  dernier  membre  sontaltemativemènt 
positib  et  négatifs.  Lorsqu'on  remplace  les  exponen- 
tielles parleurs  valeurs  en  sinus  et  cosinus (n°  précéd.), 
il  vient 

2"(v/— 0*  sinz*  = 

cos  nz cos  (n  —  ^)z  + cos  (n  —  4)* 

i i-^x ico8(n— 6)2. . .  .db-  cos — («—2)2=*: cos — nz 

1.2.3  1 

+ 1/ —  1 1  sin7i2  —  -  sin(n — 2)2  +  -i sin  (/i— 4)* 

^ ^^-5 — '  sin(«— 6)2 . . .  dz  -  sm— (n— 2)2  ip  sm-r-nz  J  , 

OÙ  il  faut  encore  distinguer  deux  caSé 
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i^  Lorsque  n  est  impaire ,  le  nombre  des  tefmce  de 
chaque  partie  du  développement  étant  pair^  «t  éena.  de 
la  partie  réelle  ayant ,  quand  ik  sont  à  é^alé  distance 
des  extrêmes,  le  même  coeiBcient  arec  des  signes  con- 
traires,  se  détraisent,  puisque  eos**«mjE=:eosms. 
Cette  partie  réelle  est  dont  nulle.  Il  n'en  est  ptis  de 
méiDe  de  la  partie  ittaginnire  ;  les  teitnes  placés  à  égale 
distance  des  extrêmes  s'ajoutent,  parce  que  ceux  de  U 
dert^ière  moitié  chanfent  de  s^goe  ^  cause  de 

sin  —  wiM  :^  —  rtn  m^. 

Dans  ce  cas,  l'équation  ci^nlessus  étant  ainsi  réduite  à 
son  premier  membre  et  à  la  partie  imaginaire  du 

second,  devient  divisible  par|/-9»^t,  et  les  quo tiens 

«   .    ,          .      ,   n(n — ^i)  . 
sin  njB sm  (n—  2J»  -*"  -^ *^^  «n  (* — 4)« 

11(71 l){?I— 2)        .        .  /.V  .i«    **       •  /  N 

I  «  2  •  d  I 

,         sont  tous  deux  réels,  puisque,  a — 1  étant  nn  nombre 

selon  que  71  —  r  est  divisible  seulement  par  2  ou  par  4- 
Ici,  comme  dans  le  numéro  précédent,  les  lermes 
placés  à  égale  distance  des  extrêmes,  ayant  la  même 
valeur,  on  peut  encore  se  borner  à  doubler  ceux  de  la 
première  moitié,  en  s'arrétant  au  dernier  des  arcs 
positifs. 

a*.  Quand  n  est  paire,  les  termes  placés  à  égale 
distance  des  extrêmes  ayant  le  même  signe,  c'est 
la  partie   imaginaire   qui  s'anéantît  ainsi   que  dans 


It  A*  ^rëcédtnt,  €t  la  pftrtk  téelle  ^û  ««bnite, 
«▼ec  un  terma  do  «dliett  c  «iMtrtatit  donc  alors  qme 

(  |/ — I*  =zi:i,  et  supprimant  tm  fmtUMf  a  dana 

chaque  membre,  on  peut  paiser 

;;;  a*""*  sin«"  =5 

n                       »(n— i)  , 

cosRs— -  cos(/i--*a)s  +  -^— cos  (n  — 4)*  "^  etc.-v 

I  1  •  2 

pourvu  qu'on  ait  soin  de  s'arrêter  au  terme  où  Tare 
est  nul ,  et  de  ne  prendre  que  la  moitié  du  coefficient. 
Par  cette  formule ,  et  en  changeant  tous  les  algues 
lorsque  celui  du  premier  membre  est  -^^  on  trouvera 
.  sans  peine  les  Talenrs'  conteones  dans  la  table  sui* 
vante  : 

a  8injE*=r-—  cosajç-)*  >  » 
48injs^;=— sinSa  +  3sîn  z, 

i68inz^=     8\aSz'^Ssïn3z~\^iOBinZf 
3asîn«^s5*- cos6«+6co^4'*~*i5cosa2-(-  lo, 
64  ^in  x^  =-«— lin  7JS  «^  fsîn  5a  *- a  i  sin  3^ -i- 35  sin  z  9 
etc.  (*)• 

aat.   Maintenant  y  soit  ft  intégrer  la  différentielle 
/de  coa^^  ;  on  tirera  d'abord  des  fi^rmules  du  b**  ai9,^ 

cos  js^  SES  ^  COS44  -H  •  cos  aa  +  I  y 
et  Ton  aura 

/dâcoss^  :»  I  fds  cos  4a  -^  <|/da  cosaa  +  |  /Ba 
s==  — sm4a  +  7sma^  +-^  +  000^. 

(^)  Dans  les  formaics  ci-dcssos,  )e  me  sois  bornd  à  considérer  n 
y  comm«  cii(itr,  cq  cm  étêxa  le  »enl  nécessaire  pour  le  plas  grsnd 
nombre  des  appRcations  :  voyez  tut  les  antres,  la  note  C,  à  la  fin 
àè  IVmmige.      * 
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Cet  exemple  montre  aasex   comment   il   budrati 
opérer  sur  tous  ceux  qui  pourraient  s'offrir. 

2aa.  Les  formules 


SID  Z 


y/- 


IV  — 1 


cos«  = ('07), 

changeant  les  fonctions  de  sinus  et  de  cosinus  en 
exponentielles  y  ramènent  l'intégration  des  unes  à  celle 
des  autres. 

On  peut  aussi  changer  la  différentielle  dx  sin  2"  cos  x* , 
en  une  autre  qui  soit  comprise  dans  les  différentielles 
binômes  :  il  suffit  de  faire  sinx  =  ar,  d'où  il  résulte 

COSX  =  l/l— aî',      da;  =  --- (36); 

et  Pon  obtient  ensuite 

/d«  sin  x"  cos  x*  =  fx^dx  ( i  — x')  *  . 
Cette  dernière  expression  s'intègre  d'abord  quelle 
que  soit  m,  lorsque  n  est  impaire ,  puisque  est 

un  entier.  Quand  n  est  paire^  —  revient  à  ±  *  — *•  î>. 

I  étant  un  entier,  et  l'emploi ,  soit  de  la  formule  {B^ 
(igS),  soit  de  la  formule  {&)  (196),  ramène  à 

J  v/i— r* 

qui  s'obtient  quand  m  est  un  entier  (197,  198). 

Dans  tous  les   autres   cas,   on  réduira  rintégral, 
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proposée  à  celle  dé  la  diflerentielle  analogue  la  plutf 
simple. 

Il  est  Tisible  qu'on  peut  transformer  de  la  même 
manière  les  difTérentielles  contenant  les  autres  lignes 
trigonomëtriques* 

at23.  Avant  d'aller  plus  loin ,  il  est  à  propos  de  re- 
marquer que  si  Tuiv  des  exposans  m^  n  est  impair, 
l'intégrale  /dz  $in  s"*  cos  js*  se  ramène  sur-le-cfaamp 
aux  fonctions  algébriques  entières,  en  obserrant  que 

fdz  sin z*P'^*  cosz"  =  fdz  sïn  jï. cos a"  (sin  z*y , 
fàz  sin  z*"  cos  z'^"***  ==  fdz  cos  z .  sin  z"*  (cos  z*y , 

que 

(sin  zy  =  (I—  cos z*)P,  (cos  z^  =  (i  —  sin  zy , 

que  ^ 

dzsînzss — d.cosx,     dzcosz  =  d.sinx  , 
et  faisant  cosz  =  m,  puis  sin  2=^1/,  on  arrivé  à 

— /M«dM(i— w^y,  fw^duii—uy^ 

iot^alés  qui  s'obtiennent  en 'développant  les  puis- 
sances entières  de  i — zl^ 

2^4 •  ï-'cs  formules  (A),  (^),  (C)  et  (D)  des  n**  194, 

195, 196,  pourraient  être  facilement  transformées  par 

nipport  à  la  différentielle  àz  sin  2*  cos  s*  (222)  ;  mais 

on  parvient  immédiatement  aux  mêmes  résultats,  en 

décomposant  en  facteurs  ce^e  différentielle. 

Sionla  met  d'abord  sous  la  forme  djSsinzcosz*.sinz"*~\ 
le  premier  facteur  d»sinscoèz^  pouvant,  à  cause  que 
dx  sin  s  =  —  d .  cos  s ,  s'intégrer,  on  trouve 

fdz  sin  x"*  cosz*  =/*ds  sin  z  cos  x"  sin  x*""'  = 
— cos  z"-**  sin  z'"-*+     '       /dz  cos  z"-^-'  sin  z'"""'  ; 
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çt  fMiroe  que  cos^""*^ = gob;s* . cos z* :=  cm j8*(i -«^sûijb*), 


on  obtient 

/âz  cos  z""*^  sin  z*~*K=/3x  co8z"$inx*"*— ^yfljgcosjK'sîni** 

Substituant  dans  la  première  équa^OB ,  et  prenant  lâ 
valeur  de  Jdz  sinx'"  coâz*,  il  tn  rë|«lteni  (^) 

^,    .     ^       . shiaf^'cosz^'  .  m— I  .,    .     ._^        . 

2^5.  On  peut  construire  de  même  la  formule  pro^ 
pre  à  diminuer  Tex posant  de  cos  z;  mais  elle  se  déduit 
immédiatement  de  la  précédente,  eu  posant 

z  =  1  ^ — jr,  d'où  dz  =—  dj*,  sin  z = cos^,  cosz = sîn j^. 

Par  ce  moyen,   et  en  y  changeant  tous  1^  signes , 
la  formule  (A)  devient 

co8r*~'sinr"'*"'   .  m — i  ^, 

et  maintenant ,  si  Ton  remplace  j-  parz,  qu'on  change 
m  en  n  f  t  réciproquement ,  on  aura  H  formule  {B} 

^.     .     -        -      sinz'"'*''cosz»"'   .  /»— I  >,,    .  _^ 

fdz  smz*  €08  z*  =  '  ■     ■      ,  4-  — :—  /cLwmz^cosz*'^. 

226.  Gomme  leurs  analogues  pour  les  différ«elieUes 
bifiomeâ  «  ces  formuler  doivent  è<rs  Maretsées  lois«> 
que  Texposaf^t  qu'on  se  propose  d0  fféduire  fok  né* 
getif  (igft. 

En  prenant  dans  la  formule  {A)  U  vele^r  de  VimiH* 
grale  du  second  membre ,  on  obtient 

M    .     -^,        .      sîn****cbsi*+»  ,  m+n^^    ^  .    '  . 
/d*sinz*^'co8z*ss — '      ■        ■       + /azsroz"cos»"; 
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il  To»  change  OMaile  n»  en  — »  m  -^  a,  et  qu'on  paâse 
le8  puiflMiicea  natives  an  dënomtnateaf ,  il  viendm 
U  foimole  (C) 

/dzcosJB*  cosg***"'  m — n — a  rdzcosz* 

gin*"  **"'**  (m— ijain*""'         m— i    j  sio»""** 


En  opérant  de  même  sur  la  formole  (B)^  on  en  déduit 
la  formule  (D) 


/àzmz'^ iins'*'*"* ,  n^^m^^  pAMwat^ 

aa7.  Voyons  maintenant  l'usage  de  ces  quatre  for- 
mules. 

SI  Ton  applique,  par  exemple,  k  fàzAnt^QO%%^^ 
la  première ,  elle  donnera  d'abord 

/•j     •    -^        •           sinz'cos»*   ,  3  -j     .     . 
/a«8in;rc9^*= g hg/djssinz^coss*; 

t 

puis 

/M     •      ,       -.  sin;Bcosjs*  .   »  zu 

4  4 

Employant  ensuite  la  seconde,  en  y  ftisant  m — o ,  it=a , 
on  trouvera 

^j         ^      siiijscos*  ,   I  ^ ,        sin^cosi  ,  z 

fàz  coss*  = 1-  - /d«= +  -• 

•^  a  a'  a  a 

Enfin,  remontant  de  ces  valeurs  à  celle  de  ^intégrale 
propos^ ,  il  viiHidra 

fàz  An  «♦  cos  X*  =s  —  ^  sin  «'  cos z^  —  -r^  sinz  cosje^ 
"^  6  b.4 

.  3,i.i  .  ,  3.I.I      , 

^6. 4. a  0.4. a 
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On  voit  bien ,  par  cet  exemple ,  comment  l'emploi 
répété  des  forjnules  (A)  et  (B)  fait  -trouver.  - . . . . 
fdz  sinx"  COS2*,  lorsque  les  exposans  m  et  n  sont  en- 
tiers et  positifs.  La  première  conduit  à  /Slssin  z  cosz*, 

quand  Pexposant  m  est  impair  ;  et  comme 

dz  sin2  :==: -^  d.coâXy  l'intégration  qui  reste  à  faire 
s'etfectué  tout  de  suite  (asS). 

Si  Vexposant  m  est  pair,  on  arrive  à  /Uxcosz";  et 
la  formule  (B)y  en  y  faisant  rnsso,  mène  à.... 
fdMCOBz^erxemZj  (\uaknà  n  est  impaire,  et  à  fdzz=^Xy 
qUandle^ïontraire  a  Heu.  •   ' 

Si  les  expofans  m  et  notaient  égaux,  mais  désignes 
contraires,  les  formules  {A)  et  (B)  ne  pourraient  plus 
servir,  à  cause  de  Tévanouissement  de  leur  dénomi- 
nateur m-^  n.  Pour  éviter  cet  inconvénient,  il  suffit 
de  commencer  par  réduire  celui  des  deux  exposans 
qui  est  négatif. 

'  ^dzcosz^ 

La  formule  {€)  appliquée  d'abord  à  /  — : — ^ ,  con- 

*  .     .    /^dzcosz"  -    ^,  .        - 

duit  à  /  — : ,   ou  à  fdz  cos  z* ,  selon  que  m  est 

J      s\nz         -         .  ^ 

impaire  on  paire.  La  formule  (B)\  appliquée  ensuite  à 

dzcosz»  ,  ,    , 

^,- conduit  a 


sm  z 


/ 

/dzcosz        pd.sïnz      •     .        . 
— : =  /  ^-^, — -  =^  1.  sm  z  +  const. , 
sin  z        y  '    sm  z 

r  dz 

si  n  est  iippairei  et  à  /  -: —  »  dans  le  cas  contraire.  Ce 

dernier  résultat  n'étant  pas  compris  dans  les*  différen- 
tielles intégrées  précédemment,  doit  être  mis  à  part. 
Avec  les   formules    (/))    et    (^),    on   passe    de 

/Mzsinz"  ,.  f  dz  ,  ... 

I  — ■ — r^  a  I ,  quand  m  est  paire  et  n  impaire. 

J     cos  z*      J  .cos  z    ^  ^  ^ 


EufiDy  si  m  et  n  sont   toutes  deux   négatives  et 
impaires,  la  formule  (C)  conduit  d'abord  à 

/^xco8i~" /*d;Ettnx~' 

j       sinjs  J      cosz"    ' 

intégrale  que  la  formule  (D)  ranaibe  à 

/dxsin;s''* r     dz 
cos«         Jsinxcosx' 

nouveau  résultat  qu'il  £iut  aussi  traiter  en  particulier. 

328.  Je  vais  en  conséquence  m'occaper»  dans  cet 
article  j  de  intégration  des  trois  différentielles 

d«  dz  dz     i 


sins      cosx'     sinxcoss' 

en  commençant  parla  dernière. 

8t  Ton  divise  ses  deux  termes  par  cosje%  elle  devient 

dz 


cos**      d.tangJt     ^-. 
sinz        tangs      ^  ^^ 


cosz 
et  il  en  résulte 

dx 


A 


sm  z  cos  z 


=1 1 .  tang  z  +*  c4nisL 


fin  pesant  z=:=a/,  et  mettant  pour  sin  2z\  sa  va- 
leur asinz'cos/  {Trig.  ii),  on  obtient 

/dz         r      dz' 
sm  z     JsmscQsz'  o      -r-         ••, 

4'après  ce  qu'on  vient  de  voir  :  donc 

€}alc,  intégr..  S*  édition.  ai 
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/ -: —  ^  1.  tang  1*4-  vonst, 
J  Buaz 

Changeant  enittke -«  eni»  — ^,  ii  ti«it 

J  cosz  J  ^^J^ 

ce  qu'onpcut  transformer  en  l.coti  (i^ — z)  +  const.j 
pai«e  q« t.c^t-fl ne-^  htang-tf  <Tîn^. '^ 

Or  rpit  4^çkO€  qfx^  rintégi^  fdzainzr'ços^  «'ob- 
tient tottHoa  les  ùiz  qw  les  exposant  m  tin  sont  4ez 
nombres  entiers ,  soit  positifs ,  soit  négatifs  j  il  n'en 
est  pas  de  même  i|uand  ces  eiposaAs  sont  fraction-' 
naires.  Il  &at  af^ir  reeours  a«x  sencs ,  excepté  dans 
un  petit  nombre  de  cas  où  Tinté^a^on  se  présente 

d'^le-mème. 

Ce  qui  précède  m''a  para  suffisant  pour  donner  une 
idée  des  diverses  méthodes  du  Calcul  intégral  des 
fonctions  explicites  d'une  seule  tariable.  On  voit  qu'a- 
près un  petit  nombre  de  différfentielles  qui  s'intègrent 
exactement  y  on  est  réduit  à  simplifier  les  autres  de 
manière  à  les  faire  dépendre  de  quelques  cas  particu- 
liers (193— aoo,  ao7— aia,  224—227),  dent  on  cal- 
cule ensuite  la  valeur  par  approximation,  ou  pour 
lesquelles  on  «mstruit  èas  tables  comme  celles  des 
logarithmes  et  des  sinus.  Ces  cas  particuliers,  tant 
qu'ik  soat  kréductiblas^  4aD»atitiient  des  4rémscm~ 
danies  distincU^  {^. 


•«v^ 


(*)  f^of et  la  note  D ,  à  la  fia  de  PeWriiige. 


ê 

Méthode  générale,  pour  obtenir  les  valeurs 
4appnekées  As  mtégnUe^. 

229.  Le  dëTeloppement  des  iniégnles  en  se'ries  ne 
conduit  à  une  approximâtioB  ftte  dans  le  cas  où  les 
'séries  qa'on  obtient  sont  convergentesi  ce  qui  n'ar* 
riye  pas  toujours;  c'est  pourquoi-  les  ABalfste^  ont 
chardhé  les  moyei»  de  parvenir  à  des  valeurs  iqppro-» 
c^iëes  des  intégrales»  quelles  que  soient  les  £i9^ctipns 
différentielles  .prQ|KN|ées.  Le  théorime  de  Taylor  mèj^ 
d'une  ^nanière  très  timple  auiL.fônpnules  q^i^Ëuler  a 
construites  pour  cet  ol^et  ;  mais  avant  d'y  parvenir, 
je  ferai  connattre  quelques  dénominations  rela^yesav^ 
divers  points  de  vue  sous  leequak  oA-eimaciijltles  in- 
tégrales. 

La  nécessité  d'i^onler  une  cctostantc  arbîtram  A  une 
int^ale ,  pour  loi  doaner  tonte  la  généialité  qu'elle 
comporte,  Âdt  voir  que  «es  fonctions  eont  donUeaarnt 
indéterminées f  puisqu'il  ne  suffit  pal,  po^ur  assi^er 
leurs  valeurs  9  d'en  attribuer  une  à  la  variable  dont 
clks  dépendent ,  uAis  qu'il  faut  encore  détermincsliete 
constante,  qui  est  susceptible  de  tontes leèvuhMnposT 
sibles.  On  détermine  ordinairement  cette  oonstaniOi^  en 
assujettissant  l'intégmle  à  s'évanouir  pour  use  valent 
donnée  de  x.  On  «n  a  d^à  vu  pl«ftieuitt  exemples 
(183  y  ao2,  8o3)^  H  tsHsi  revient  .^en  géftëmléce  ^ui 
suit. 

Si  fXfàx  mz  f  (sr)  ^  C^  i(x)  dërignam  la  f oàctîpn  v4l- 
riaUe  déduite  immédiatement  du  procédé  âe  l'iaté*- 
fprmtioii,  Cla  constante  ariiteaive ,.  et  que  l'intégmle 
doive  s'évanouir  pbHr  une  valeur  jrs=«^  lan  pposi 
l'équation  t(a)  -4-  Csso,  de  laquelle  on  tire 

Cite  — f(o)    et    fXix:s:i{x)^t(a). 


34o  TBAiri  iLéMENTAIBX 

Sous  cette  forme,  riutégrale  fXdx  n'est  pliu  que  U 
différence  entre  la  Taleur  que  prend  ({x)  lorsque  x=ii^ 
et  celle  qu'elle  acquiert  pour  toute  autre  valeur  de  la 
même  rariable.  Pour  xssi,  par  exemple,  il  vient 

* 

fXAx  =  f{b)^f{a), 

II  est  à  propos  de  remarquer  que  ce  résultat  s'ob- 
tient immédiate Aent,  sans  quHl  soit  besoin  de  déter- 
miner la  constante,  et  seulement  en  prenant  la  dilK- 
rence  des  résultats  qui  correspondent  aux  valeurs  x=sa 
et  x=s&y  lesquels  sont  t(a)  -f-  C  et  f  (6)  -f-  C. 

La  valeur  x=rtf,  pour  laquelle  Tintégrale  s'éva- 
nouit, en  est  Torigine  ;  et  Ton  dit  alors  que  Vitué^ 
grale  doit  commencer  lorsque  x  =c  a.  La  valeur  à 
laquelle  on  s'arrête ,  répondant  à  x  =  & ,  on  dit  en  con- 
séquence que  V intégrale  est  complète  lorsque  x  =  A. 

Les  deux  valeurs  x:=a  et  x=^b  sont  désignées  en 
commun  sous  le  nom  de  limites  de  Vintêgrale. 

Toute  int^ale  qu'on  énonce  sans  fixer  son  origine 
ou  sans  indiquer  ses  Kmites,  se  nomme  intégrale  in^ 
déjime,  et  doit,  pour  èite  complète ,  renfermer  une 
constante  arbitraire. 

Lorsqu'on  assigne  ces  limites ,  Tintégrale  est  déjime. 
Si  elles  sont  xssa  et  x=6,  par  exemple,  on  dit 
alors  que  Fintégrale  fXdsL  doit  être  prise  depuis 
xsra  jusqu'à  x^b  ;  et  cela  s'effectue  en  calculant 
successivement  ce  que  devient  V expression  variable  de 
l'intégrale  lorsque  xaaa,  puis  lorsque  x=b^  et  en 
retranchant  le  premier  résultat  du  second.  Dans  ce 
cas  »  il  est  inutile  d'écrire  à  la  suite  de  l'iatégrale 
la  constante  arbitraire,  puisqu'elle  disparaîtrait  par 
la  soustraction. 

Pour  indiquer  l'intégrale  définie  prise  entr«k  les  li-- 
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mites  a  et  A ,  Euler  écrivait  /  Xàx  |     _  ;    |  >  notation 

à  laquelle  Fourier  a  subatitue'  /    Xàxj    ce  qui  est 

plus  simple  ;  et  en  conséquence  lorsque  fXA»  =  f(9)  y 
il  en  résulte 


r. 


Xdx  =  f  (ft)  —  f  (a). 


Il  suit  de  là ,  que  si  a ,  6  »  c  son  t  trois  Valeurs  de  x  ^ 
rangées  par  ordre  de  grandeur,  on  aura 


ifr 


/   Xdxss/    Xàx  +  j  Xdx; 
puisque 

f(c)  —  £(«)  =  f  (*)  •-£(<.)+  f  (c)  -  f  (6)  ; 

t 

c'esC«Â-<lire  qu'en  prenant  la  sontlne  des  intégrale» 
définies  correspondantes  aux  interraUes  consécutifs 
A— a,  c — bf  on  forme  celle  qui  répond  à  la  somme 
c^-^a  de  ces  intervalles.  Il  est  important  de  se  lami- 
liariser  avec  ces  expressions  qui  reviennent  souvent, 
et  que  les  considéxalions  que  je  vigis  exposer  rendront 
encore  plus  significatives. 

s3a.  Le  tliéovème  de  Taylor, 

ne  peut  déterminer  la  valeur  de  y  y  correspondante 
à  x^h,  lorsqu'on  ne  connaît  que  les  coefficieus 
difiérentiels  de  j^,  même  à  partir  du  premier  ordre;  il 
faut  encore  avoir  la  valeur  primitive  jr.  Lorsqu'elle  est 
indéterminée,  elle  représente  une  constante  arbi* 
traire  ;    mais  il    n'en  est  pas  ainsi  de  la  différence 
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entre  cette  valrar  et  celle  de  y  y  puisc^ue 

_àrk     ày  *•    ,  dy   ^^      , 

dï~     '     35?— Sr'     355 — d«*'         * 

les  coefficieDS  différentiels  s^  dëjaifont  tous   de  la 
fonction  donnée  X^  et  il  viendra 

^h\   dX   h-    .  d*X     *'       ,  ', 

^^^  =  X-+^^+,5;jj_3+etc. 

Pour  tirer  de  cette  formule  la  valeur  de  fXdx,é^pmB^ 
x=ii  jtMqu'à  JÇ^;b^  ^  siifBra  de^^prendre  h=sb  —  a, 
et  de  remplacer  x  par  a,  dans  la  fonction  X  et  ses 
coeilficiMl  ditfiéreiHlMda.9  que  je  représieo^rtîtalot^par 
A^  Àly4%  Qtd.  ;  091  trouviera 

J  n  I  1.2  l..^-3 

(!ette  série  est,  en  généul,  d^âutant  plus  cottver* 
gente,  que  Tintervalle  &  — a  est  plus  petit  ^  mais 
lorsqu'il  a  une  valeur  tj^opoousidémUa^  <qd  le  paxtage 
en  un  nombre  de  parties  as^z  grand  pour  former  des 
intervijlea  suflGisammentpetitSY  et  Ton  çafeolfe  à  part 
la  valeui*  de  l'intégrale  relative  à  chacun  de  ces  inter- 
valles, j;«  sMppose  qu(çla,di|rérep|ce.4r<r>,^^4^t,4iy^ 
en  Ti.p^ticiij  éga}es  ^â^,.et  que  les  qpwl^tés  -i^  4\ 
4\y  ^X^  %e  chang^t  FctspecfMWmeDl  w  Àà,i  Jti» 
A\y  etc.  ^,  ^',,  ^%  ,  etc.,  X^miffi^Wf  i»«t 
«,+  «,  4  +  a«f  etc.  au  lieaid^  a;  qq-  aar#»  Qntr^sact 
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I  l.a      '     1.».3 


catw  a-^#.  cta+»«, 


entre  €i4*3«  ^^  ^  +  3*9 


u€;#   ,   -^'^    ,    J^^ 


3 


•1 


I     .       i.a         i.a.3 

et  la  somme  dé  toutes  ces  séries ,  dont  le  nombre  est'n  y 
composera  la  valeur  totale  de  /  Xàx  »  qgni  sera  par 
conséquent (I) 

M  *  t    '      t  '  • 


I  •  2  •  O 

^-f-  etc. 

a3ic«  C'M,«»ipM8aiitr40.)^va)wii:4«i j?  corjnçspw- 
dante  à  x,  à  la  valeur  de  y  correspond^te  k  x^  h^ 
qu'on  a  construit  la  formule  précédente ,  qui  représente 
la  différenee  de  ces  dew  valeura;  nftiis  on  peut  aussi 
obtenir  cette  différence  en  rétrogradant  de  a:  à  x  — -  &, 
9U  moyen  de  laforgnulf  ^ 

dantf  laquelle  jr^  répond  kx^-h^  et  qid^onne 


• 
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dri       djrl  1.2       d^  1.2.3 


Pour  appliquer  cette  dernière  à  f    Xdx ,  il  but  »  dan» 

X  et  dans  ses  oQ«flkieiis  différentiels,  changer  :r  en  ^; 
et  supposant  cp'on  en  tire  fes  quantités  B^  VyB"^  etc.^ 
on  tiouTera 


J  m  1    •  I,.2  '        l.a-.3         * 

Lorsqu'on  partage  Tintervalle  b  —  a  en  n  parties 
égales  à«,  on  obtient  par  la  formule  ci-^dessus ,  entre 
les  limites  a4-«  et  a, 

—  -^ —  •< ç  —  etc. , 

I  1,2  1.2,3  ' 

entre  ,a  -(-  2«  et  a  +  «f  » 

—  + 5  —  etc. , 

I  1.2  1.2.3 

entre  a  +  3«  et  a  +  2«, 

—  — ^ —  etc. , 

I  1.2  1.2.3 

séries  pareillement  en  nombre  n,  et  dont  la  somme 
donne.....  (H) 


/>=- 


1.3 
I  .2.3 

^•=-etc. 


1 
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^32.  GhfBCttDe  de  ces  deux  formules  peut  être  appli«- 
qoée  en  particulier  ;  mais  leur  comparaison  fait  décou- 
vrir les  limites  de  Vapproxiraation  qu'elles  donuenl. 

Pour  établir  cette  comparaison ,  il  faut  d'abord  ob- 
server que  dans  une  série  de  la  ferme 

Mm  +  Ni^  +  Pm'  +ctc., 

dont  aucun  des  coefficiens  ilf ,  A^,  Py  etc.  ne  devient 
infini ,  où  Ton  peut  supposer  «aussi  petit  qu'on  voudra , 
et  rendre  par  conséquent  un  terme  quelconque  supé- 
rieur à  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  suivent  (62), 
l'erreur  que  l'on  commet  alors ,  en  se  bornant  à  un 
nombre  limité  des  premiers  termes,  est  d'un  signe 
contraire  à  celui  du  premier  des  termes  qu'on  né- 
glige ,  c'est-à-dire  que  le  résultat  péchera  par  dëfiiut 
si  ce  teime  est  positif,  et  par  excès  s'il  est  négatif. 

Il  résulte  de  U  j  que  si  les  valeurs  de  la  fonction  X 
vont  en  croissant  dexssakxssbj  et  qu'on  se  borne 
dans  chaque  formule  aux  termes  multipliés  par  m  seu- 
lement, la  première  forinule  sera  en  défaut ,  et  la  se* 
conde  en  excès  ;  car  si  la  série 

4»,  -«Il  •«»>  etc., 

est  croissante,  toutes  ks  valeurs  correspondantes 

^  ,  .j»  I  f  jm  g.  etc» , 

du  coefficient  diiFérentiel  -j-    seront  positives  (62)  ; 

ainsi  les  termes  affectés  de  m*  seront  positifs  dans  la 
première  formule ,  et  n<^tifs  dans  la  seconde  :  on  aura 
donc 

f^Xdx>m(J'  +  A.+  A +  ^..0 

«t  <-U.+  A^+  As 4-y^»). 

De  plus,  la  différence  m  {A^  —  A)  de  ces  deux  quan- 
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ùiéH  èeyîfliHbmd'aatMitiiloindve,  fa'oBfraBillra«phiff 
pttîty  ce  ipi  s'eifectee  em  augmentant  le  noirinre  m^ 
Bans  dianger  A  ^  Aj^^  foi  répondent  au  limtles  a 
et  i  assignées  à  jr. 

nsoitde  lày  queohacnne  Aesdeayssunnifn  entre  lea»- 
quelles  est  comprise  fXix^  af^prochera  aassi  près  qu'on 
le  voudra  de  la  vraie  valeurde  cette  intégrale,  qui,  par 
cette  raison  y  peut  être  considérée  comme  une  somme 
àt  différentieÔes ,  puisque  les  produits  ^«,  Aim^  etc.  ne 
sont  que  les  valeurs  de  XÀx  correspondantes  i  j:  =  a, 
=:  a  -f  «  y  etc. ,  et  dans  lesquelles  «  a  pris  la  place  de  djr. 

Cette  conclusion ,  qui  sera  bientôt  vérifiée  par  les 
considérations  géométriques  (236),  suppose,  comme 

on  voi* ,  que  les  fonctions  X  et  -p«  ne  ciMingiMitpas  de 

signe,  et  ne  deviennent  pas  infinies  entre  les  limites 
x-=ia^  xz=.byCj^  qu'on  peut  toujours  obtenir  en  sé- 
parant les  parties  de  l'intégrale  dans  lesquelles  Tune 
de  ces  circonstances  aurait  lieu  (^). 


T«l  1    ■ 


{^)  Lef  formules  précédentes  sont  songent  écrites  dans  la  nota- 
tion indiquée  snr  la  page  3^9  ;  ayant  posé    fXdxz=zf(x),    d^oh 

il  suit    Jr=  ■  *     ■ -^    qn^on  désigne  par  f1[x)^  M  tient 
^=f'(fl),  ^,  =£'(«  +  *), ^.  =  f'(a  +  n*)t=r(6), 

et  par  conséquent  /    ^x=f  (&}  —  î{ii)  est  la  limite  dont  Tcxprcssion 

*  [C(«)  +  r(a  H- «) +  f'[a  +  (ii-0«]} 

«'approche  de  {)1ds  en  pins,  à  meaore  qne^  le  nombcQ  ff  alimente 
cl  que  A,  qni  est ,  diminue. 

Si  l'on  ne  voulait  qu'éublir  cette  relation,  on  pourrait  substi- 
iner  à  la  série  de  Taylor,  Texpresiioa  qaî  tevmine  le  n«  6w 


r 


r. 


11  est  cviiàaiitaaMi  q«8  Fordie  des  ImUet  de/Xdâ: 
sewt  nMPHse.*  si  les  ^alews  de  X aUstent  «n  décroi»*- 
ntkM  t  ]m  première  lîgoe  de  la  forante,  (i)  serait  en 
excès,  celle  de* la  foraon^  (II)  en  définit* 

a33.  Les  mêmes  remarques  peuvent  ètre^étendues 
aux  termes  alS^ctés  des  puissance^  de  m,  supérieures 
à  la  première  :  il  en  résulte,  comme  ci-dessus,  que 
quand  deux  lignes,  correspondantes  dans  chaque  for- 
mule ont  des  signes  contraires ,  la  somme  de  celles  qui 
les  précèdent  est  en  excès  dans  Tune  des  Ibrmttles',  et 
en  défaut  dans  Fautre',  et  que ,  par  conséquent ,  s»  Ton 
ignore,  comme  cela  arrive  presque  toujours,  la  quan- 
tité de  Terreur,  il  sera  convenable  de  prepdre  le  milieu 
entre  les  deux  résultats.  Si  Ton  opère  immédiatement 
sur  les  deux  formules ,  il  viendra .  • .  •  «(III) 

+  etc.  (*). 

»34*  €e  qu'on  a  vu  dans  le  n®  a3a,  iburnit,  peur 
les  valeurs.d^  intégrales,  des.linùtes  moins  resserrées, 
■saîs^qui,  néanawins,  peuvent  être  tvèevtiles. 


■^^IW    fW 


(*)  Ces  (ormnlçB  ^i|t.<94g«Pt«'  «t^fiiapli^ ,,  mais  comme  elles  ne 
•ont  pas  toojours  les  pins  commodes  dans  l'application,  on  en 
trouvera  par  la  suite  (4o5,  jio)  des  transformations  qni  rempliront 
mieux  ce  but. 
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Si  Von  désigne  par  M  la  plas  grande  valeur  de  X^ 
par  m  la  plus  petite ,  dans  l'intervalle  de  x  =r  âà  a: =& , 
qu'on  substitue  ntau  lien  de  A,  At^  etc. ,  dans  la  pias- 
mière  des  expressions  des  limites  de  fXdx ,  et  M  dan» 
la  seconde ,  on  obtiendra 


/. 


Xdx  ]>  rmm    et     -<[  nmlU , 


on  >(*  — û)m    et    <:^{b'^a)M 

puisque  it#=&*— a  (aSo). 

On  voit  par  là  qu'il  existe  entre  met  M  une  valeur  #» 
telle  que 

Xàx—{b—a)fé  (♦) 


/. 


^ 


S'il  s'agissait  d'obtenir  fXQdx ,  et  qu'on  sût  intégrer 
QdXf  comme  entre  les  limites  dex^  on  aurait 

XQdx  >  m  Qdx ,       XÇdx  <  MQdx, 

pour  toutes  les  valeurs  de  X  autres^  que  m  ou  J/ ,  la 
même  subordination  existerait  entre  les  intégrales,  et 
il  viendrait 

fXQdx  >  m/Qdx ,      fXQdx  <  MfQdx , 

où  il  n'y  aurait  plus  qu'à  mettre  pour  fQàx ,  sa  valeur   ' 
entre  les  limites  x=a  et  xs=b. 


(*)  La  voleur  de  x  (pi  donne  X^ssft,  éiwûLt  intermédiaire 
entre  a  et  h,  peoi  le  représenter  par  a +.0(6 — a)»  6  détignint 
One  quantité'  pomprise  entre  o  et  i  ;  et  si  i'on  écrit  f  (x)  an  lieu  de  X^ 
on  aura 

y^*  dx  f  (x)  =  (6  -  fl)  f  [«  +  9  (*  -  «)] , 
expression  que  IVn  rencontre  quelquefois. 
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a35.  La  coosidéralion  des  courbes  condait  aussi 
d'une  manière  très  simple  aux  principales  conséquences 
établies  dans  les  articles  précédens. 

fXix  exprimant  l'aire  du  segment  d'une  courbe 
dont  l'ordonnée  est  X  (65) ,  si  BCZ ,  fig.  ^i,  repré»  ,',o.  ^ , . 
sente  cette  courbe,  que  l'origine  des  abscisses  soit 
en  ^  y  et  que  X=P3ij  l'expression  Xàx  sera  aussi 
bien  la  différentielle  des  segmens  BMP,  DEMP , 
que  du  segment  ACMP  qui  commence  à  L'origine  ; 
ainsi,  l'ordonnée  qui  borne  le  segment  de  ce  côté 
sera  absolument  indéterminée.  L'ordonnée  PM  qui 
forme  l'autre  limite  Test  pareillement,  tmit  qu'on 
n'assigne  aucune  valeur  à  l'abscisse  AP  ;  mais  lors- 
qu'on aura  fixé  les  abscisses  de  la  première  et  de 
\£  dernière  ordonnée ,  le  segment  sera  tout-à-fait 
déterminé. 

Si  la  partie  variable  de  l'intégrale  fXàx  =  l{x)  -)>  C, 
s'évanouit  d'elle-même  au  point  B ,  cette  fonction  ex- 
prime immédiatement  les  aires  BCA  ^  BED ,  BMP-, 
alors  si  Ton  veut  faire  partir  les  segmens  de  Tordon- 
uée  ACy  il  faut  retrancher  de  ces  aires ,  Tespace  BCA. 
Cet  espace  représente  la  constante ,  déterminée  pour 
que  la  quantité  f(:r)  +  C  s'évanouisse  au  point  A  \  mais 
en  considérant  à  la  fois  les  deux  limites  d'un  seg- 
ment, il  est  inutile  de  s'occuper  de  la  constante;  car, 
soit  que  l'on  compte  les  aires  à  partir  du  point  B 
ou  du  point  A ,  sur  l'aiLe  des  abscisses ,  le  segment 
DEMP,  par  exemple,  s'obtiendra  également  par  la 
différence  des  segmens  BMP^  BED ,  ou  par  celle  des 
segmens  ACMP  et  ACED. 

336.  L'inspection  de  la  figure  montre  que  l'aire  du 
segment  d'une  courbe  quelconque  est  toujours  com- 
prise entre  la  somme  d'une  suite  de  rectangles  inscrits 
PR ,  PR\  P'R",  etc. ,  et  celle  d'une  suite  de  rec- 


1 
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Uiigles  oiorconscriu  P'S^  P'S^^  P'S'^  etc.  >  les 
nîerft  coMiruiia  sur  la  plus  petile  ordooMe  4e  «hacmi 
des  trapèzes  curviligpies  PM\  PM^  PM'y  elc. ,  et 
les  seconds,  «ur  la  plus  grande  ;  on  pipu^re,  de  plus, 
que  ces  deux  suites  |»euvent  appTodier  Tune  de  TauUe 
aussi  près  qu^on  voudra. . 

En  effet»  le  rectangle  MRQN  est  évidemi^ent  égal 
à  la  sofome  des  rectangles. 

MRM'Sj      M'KM'Sr,      M'WM^S', 

qui  lorment  la  différence  entre  les  polygones 
PMRM'RM''R*P^y      PSM'SM'S'if'P', 

l'un  inscrit  et  Vautre  circonscrit  au  segment 

PMM^M'M'P'  \  mais  ce  rectangle  MRQN  a  pour 
hauteuicla  différence  MN^  entre  les  deux  ordonnées 
extrêmes  PMet  P^M'^  qui  ne  change  point,  tant  que 
TintervaTle  PP^  demeure  le  même»  tandis  que  la 
base  MR:=PP'  peut  être  rendue  aussi  petite  qu'on 
voudra ,  en  multipliant  les  ordonnées  intermédiaires  : 
le  rectangle  peut  donc  lui-même  devenir  aussi  petit 
qu'on  voudra. 

Il  suit  de  là,  que  le  polygone  inscrit  et  le  polygone 
circonscrit  peuvent  approcher  dii  segment  aussi  près 
qu'on  le  voudra  {*). 

Cela  posé,  si  Ton  prend 

AP^a,    i>iP'tt=P'P*4BP'P*«ietc.ate«, 


(*)  Ce  prhieipfe,  qui  lert  de  fondement  è  la  qaadratnfe  des 
conrbet ,  pent  être  contidértf  comme  rinvetee  de  eehii  qnî  donat 
les  tangentes  (56)  :  par  ce  dernier  on  descend  des  variables  i  lenrt 
accroîssemens»  et  par  1c  premier  on  remonte  des  accroissemens  anx 
TviftUea.  Il  est  k  remarquer  qne  le  fond  dû  raisonnement ,  em- 
ploya aouTtftt  dans  les  livres  éle'mMtaîfes ,  tite  son  origine  dn 
Traité  des  Cono'ukê  et  des  Sphéro'tdet,  d*Arcliimède,  prop.  XXL 


on  avva 

PM^Mu4j  P'Mt^.y  P'Jlf'=^a,  P*M''=Jsj  etc., 

la  somme  des  rectangles  inscrits  sera 

jim  +  jitm  +  A^*... 'i-jtn^tm     (l), 

celle  des  rectangles  circonscrits 

et  ees  dewL  souMiies  poumuit  donner  lUre  du  «egmenl 
PMJU^M'U'P^f  avoc  autant  d'approximation  qu'on  le 
TOuAra^ce  qui  oooftrme  la  conclusion  tirée,  n®  aSa, 
da  prindpe  de  la  convecgence  des  «séries* 

On  !ro^  «ncoie  par  là  comment  l'Intégrale  fXdx 
pewt  et»  pnsa  poiv  «ne  somme  d'ékémeas,  puisque, 
ne|Mrésen4ant  Taire  d'an  segment  die  cambe ,  elle  est  Ik 
limite  de  la  somme  des  ceetangles 

qui  scmt  les  accroissemens  des  aires  de&  polygones 
insorit  et  circonscrit  au  segment  (note  de  la  page  25o).' 
Dans  la  figure ,  où  les  ordonnées  vont  toujours  en 
croissant,  les  rectangles  inscrits  sont  formés  sur  la 
première  <Ardonnée  de  chaque  trapèze  curviligne^ 
et  les  rectangles  circonscrits  sur  la  de^ière  ;  mais  si 
elles  passaient  par  un  maxjmufn,  comme  dans  la 
fignre  4^,  il  s^-en  seraitainsiqaedans  la  partie  CM'^  fio.  41. 
antérieure  à  ce  maximum,  et  le  contraire  aurait  lieu 
dans  la  partie  posténeure  af  Z  s  alors  la  série  (t)» 
d'abord  moindre  que  l'espace  curviligne^  deviendiait 
pins  grande ,  et  la  série  (a),  d'abord  plus  grande  que 
cet  espace ,  détiendrait  plus  petite. 

287.  On  approchera  davantage  de  la  vraie  valeur  du 
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seguient  de  la  courbe  proposée ,  en  prenant ,  au  lieu 
des  rectangles  inscrits  et  circonscrits ,  la  somme  des 
trapèzes  terminés  parles  cordes  des  arcs  MM\  M'M"^ 
M' M',  etc. 

Ces  trapèzes  ayant  tous  même  hauteur,  PP'^  et 
chaque  ordonnée ,  excepté  la  première  et  la  dernière, 
étant  commune  à  deux  trapèzes  ^  leur  somme  sera 
précisément  égale  à  la  série 

qui  tient  le  milieu  entre  les  séries  (i)  et  (ft),  et  qui 
est  la  première  ligne  de  la  formule  (HT)  (233)  (^. 
Fio.  43.  Enfin  ,  il  est  évident ,  par  la  figure  43  9  que  Taire 
curviligne  PMNQ  est  <;  que  le  rectangle  QE  et  > 
que  le  rectangle  PF^  construits,  l'un  sur  la  plus 
grande ,  et  l'autre  sur  la  plus  petite  des  ordonnées 
com|Mri8es  entre  les  limites  jiP  et  AQ  de  ce  segment, 
ce  qui  s'accorde  avec  le  n*  234. 

â38.  L'emploi  de  la.  formule  (III).dun®333,  peut 
présenter  quelques  difficultés.  Elle  ne  saurait  servir 
lorsque  la  fonction  X  devient  infinie  ;  et  aux  environs 
des  valeurs  de  x  qui  amènent  cette  circonstance,  il  ne 
suffit  pas  de  diminuer  l'intervalle  «,  ou  de  resserrer 
les  ordonnées,  pour  compenser  TeiFet  de  leur  rapide 
accroissement  ;  il  faut  encore  avoir  recours  à  des  trans- 
formations convenables. 

a 

Soit,  par  exemple,  X  =  — 7=:=;  il  est  d'abord  évi- 


(*)  On  pourrait,  aux  polygones  rectiligncs,  rabstituer  nn  po- 
lygone formé  d'arcs  de  courbes  d'one  natnre  plus  simple  que  is 
proposée,  et  s*en  approchant  plus  que  ne  peuvent  faire  des  lignes 
droites)  c^est  à  cela  que  reviennent  au  fond  les  formules  (I)  et  (II). 
Ployez  le  Traité  in^**)  t.  II ,  p.  140. 


f)t  CALCUL  INTÂCBàL.  3^3 

dent  que  lorsque  x  approche  de  l'unité,  un  très  petit 

changement  dans  la  valeur  de  cette  variable  en  produit 

un  très  grand  dans  celle  de  X,  Si  donc  on  demandait 

/*    dx 
Tintégiale  /  ,     ,  depuis  or^co  jusqu'à  a:=i-^^, 

J  y  I— jf 
i"  étant  une  petite  quantité  ,  il  faudrait ,  vers  la 
dernière  limite  y  multiplier  beaucoup  les  valeurs  in- 
termédiairet  données  à  x.  De  plus ,  la  même  intégrale 
ne  peut  se  calculer  immédiatement  jusqu'à  a:  =  i  ; 
car  alors  X  devi.ent  infini ,  saAs  que  pourtant  la  va-* 
leur  de  fXdx  le  soit,  puisque 

« 

— =  —  aV/i  —  X  +  consi. 

Cette  diflficulté  tient  à  ce  que ,  dans  l'intégration ,  le 

facteur  (i— x)*  passe  du  dénominateur  au  numéral 
teur  ;  et  elle  aura  lieu ,  en  général ,  loirsque  X  sera 

de  la  forme-: et  qu'on  aura  p<^i.  Pour  la  Ic- 

(a — x)i 
ver,  on  fera  a^^xssfy  ce  qui  donnera 

x=a— «»,  dj:=— ys^^'dz  et  Xdr=— ^^z^-^-'d*, 

quantité  qui  ne  deviendra  plus  itifinie  quand  :r=ii,  ou 
sr=o,  si  la  fonction  J^  reste  finie  dans  cette  circons- 
tance. On  calculera  donc  alors  l'intégrale  fP^zf^P^'àz^ 
depuis  jEzso  jusqu'à  z=^y  tétant  une  quantité  assex 
petite,  et  l'on   aura  ainsi  la  partie  de  la  valeur  de 

/'  ]^dx       '  * 
— —  correspondante  à  Tintervalle  compris  entre 
(tf— x)f 
jr=«  et.a:=sa  — /♦. 

Cale,  intêgr.f  5*  cù'nion:  a3 
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nVàx 

On  peut  encore  obtenir  l'intégrale   / depuis 

J  {a—xY 
jr=:a  jusqu'à  x  =  a—  i^y  en  faisant  seulement  x^zz-a-^z  ; 
parce  que  la  petitesse  de  la  variable  z ,  renfermée  entre 
les  limites  très  étroites  o  et  #",  permet  de  simplifier 
beaucoup  le  coefficient  difTérentieU  Si  l'on  avait ^  par 

/:^Ax 
.    — -,  la  différentielle  à  intégrer  après 
y  a^'^^x^ 

la  transformation  indiquée ,  ^rait 

—(a — zyàz  — (tf*— 2û«4-z»)dz 

\/  4a^*— 6fl'z»+  ^a7^—z^       V^^V  4^^— 6fl"«+4a«*— 2^' 

En  réduisant  la  fraction 

a*— 2âz-f<2' 

en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  z,  et  en 
s'arrêtant  au  quarré  de.  cette  variable ,  on  aurait  enfin 

/àz\/a/       Sz       5z»\  i./-/        5»        z»  \ 


Ce  résultat  qui  s'évanouit  lorsque  z=o,  donnera,  ptfr 
la  substitution  de  /"à  z,  1|l  valeur  de  l'intégrale  cher* 
chée,  depuis  a:  =  a  jusqu'à  :r  =  a-— ^»  Le  reste  M 
cette  intégrale  pourra  se  calculer  par  le  moyen  de  la 
série  du  n^  233. 


/e    'Ax 
— ^ ne  pouvant  s'obtenir  par 

la  réduction  de  e    'en  série ,  que  pour  le  cas  ou  x 


t 
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^rait  très  grand,  je  vais  montrer  coininent  Euler  en 
a  cakple'  la  valeur  depuis  a:  =  o  jusqu'à  *  =  i ,  au 
ni^yen  de  la  formule  du  n"*  a33. 
On  peut  d'abord  changer 

dont  la  partie  e    *x  s'évanouit  lorsque  a:  =  o ,  et  de- 
vient c~'  quand  xzni, 

I 
Il  reste  à  trouver  fe    *dr,  pour  laquelle 

dx* 


expressions  qui  s'évanouissent  quand  x  =  o ,  et  d'où  il 
résulte  que  ^,  /^,  ^%  etc.  sontnulf(^). 

Si  l'on  met'  ensuite  «,  3«,  3«,  etc.,  à  la  place 
de  jc,  on  obtiendra  les  valeurs  de  A^ ,  A\ ,  etc. ,  A^ , 
^'«,  etc.,  et,  depuis  o  jusqu'à  xsssnmy  on  aura 


(*)  Ceci  a  hesoiii  d^anc  explication.  Un  terme  quelconque  des 

ezpretsions  prec<^deBics,  étant  représente'  par    *c""*]r-»,  dcTient 

*«^a»=A«-« •♦•»'»,  lorsqn^on  fait-  =5  »;  or,  à  mesure  qne  x  di- 

■liftne,  <  crott,  et  de  plat  en  plat  rapidanent  par  rappoit  k  la  fgg)  : 
rcBpoaaiit*-«4-«nl«  tend  donc  ven  l*in6iM  négatif,  loraqne  m  n'est 
paa  conparaUc  à  z.  Butait  le  nembfe  m,  qal  dépend  de  celui  des 
dîffircntiatio^ ,  n'ayant  ancnne  liotite ,  on  peni  en  eoneevoir  des 
valeurs  leHee  que  mlz  égale  a  pnia  le  sarpaaae  autant  qu'on 
voudra,  qnel  quMl  soit;  alors  Texposant  — >. -f^nsls  paaMra   du 

93, . 
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f"' 


dx 


â     1.2     n*«* 


I   à^e 


nu 


21.2.3.4UV       ÎÂ?"*"n«i^/ 
+  etc. 

Lorsqu'on  veut  s'arrêtera  la  limite  x=i|  i^  faut 

faire  A  =  -,  et  il  vient  alors 
n 


né^àût  au  positif ,  et  augmentera  sans  cesse  ;  aioii  les  coeflBdens 

diJSiérentiels  de  la  fonction  e  *  ne  s'ëvanooissent  pas  ions,  loi»- 
qae  x  =  o  :  après  avoir  été  nais,  ils  croissent  jnsqa'à  i*înfini. 
Cette  circonstance  oc  nnit  pas  cependant  à  Tapplication  indi* 
qnée  dans  le  texte,  parce  qne  les  premiers  termes  de  la  for-* 
mnle  (IH)  suffisent  seuls  pour  donner  nne  approximation  de  plot 
en  pins  grande  (a36). 


J 
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/  e    *cLr  = 
i    e    '+e     -+e    ^..+  e    «-'      + -^ -^ 

(«-!)♦  J 


+      ( 


lan'e       48'»^^ 


I      , 
f-  etc. 


En  se  bornant  aux  tennes  qui   sont  écrits,  et  faisant 
n=:iOy    on  trouvera,  suivant  Euler,  la  valeur  de' 

I 
fe^ *àXy  à  un  millionième  d'unitë  près,  et  on  Faura 
avec  une  exactitude  vingt  fois  plus  grande  encore  ,  si 
l'on  prend  n  =s  ao. 

a4o.  Le  théorème  de  Taylor  donne  aussi  deux  déve* 
loppemens  généraux  de  l'intégrale  fXàx.  En  désignant 
par  C  la  valeur  de  cette  intégrale ,  quand  j:  =  o,  et 
représentant  par  A.^  A  y  jt  ^  etc. ,  ce  que  deviennent 

alors  les  quantités  X,  -p  ,  -p^  ,  etc. ,  on  aura 
/Xdx=C4-^-  +  ^  — +  ^*-^+etc., 

^  1  1.2    '  1.2.3 

série  dans  laquelle  C  tient  lieu  de  la  constante  ar- 
bitraire. 

En  partant  de  la  valeur  générale  de  fXàx^  que  je 
représenterai  par  jr^  •  pour  revenir  à  celle  qui  répond 
^  xss;,o,  et  que  C  désigne,  il  est  évident  qu'il  faut 
faire    A=:—- x,     dans  la  série  de  Taylor,    ce  qui 


I 
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donnera 

remettantdanscette  équation^ au  lieu  de^,  Jl^^^^ic,^ 
leurs  valeurs,  et  prenant  celle  de  fXix^  on  aura 

fXdxs=zC  +  Xj———^  +  —^ — etc.  : 

I       do:  i.a      dx*  i.a.3 

la  quantité  C  est  encore  ici  la  constante  arbitraire. 

L^intégration  par  parties  conduit  aussi  à  ce  déve- 
loppement. En  efFet,  si  Ton  décompose  la  différentielle 
Xdx  dans  les  deux  facteurs  X  et  Ax,  qu'iui  intègre  le 
second,  on  aura  fXdxcssXx^^fxàX^  pois 

etc.  ; 

à^X 
mettant  successivement  pour    fxdXf  fx*  -| — ,  etc., 

dx 
leurs  valeurs,  il  en  résultera 

^yj^__  yX       dX  X'    ,    d*^     x^ 

^     V       1&  i.a  "*"  dx*  i.a.3        ^   ** 

et  pour  quePexpression  de  Hutégrale  soit  complète,  il 
faudra  ajouter  une  constante  à  ce  développement,  qui 
par  là  deviendra  semblable  au  précédent.  Cette  série  a 
été  donnée  pour  la  première  fois  par  Jean  BemouUi, 
et  elle  porte  son  nom,  comme  celle  du  n*  90  porte 
celui  de  Taylor. 


241*  Jasqu'à  présent,  je  n'ai  considéré  que  le  coef- 
ficient difFérentiel  du  premier* ordre  ;  mais  si  Ton  ne 
connaissait  que  celui  du  second  ordre,  il  faudrait 
alors  deux  inté|;rations  successives  pour  remonter  à  la 
fonction  primitive  dont  il  tire  son  origine. 

Soit  X  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  de 

la  fonction  jr;  on  aura  -r—  =  X,  et  en  multipliant  les 

d^  Y  d^  y 

deux  membres  par  dx,  il  viendra  -5^  =  Xdx;  or  1-7^ 

aa:  dx 

d  y 
est  la  différentielle  de  -p  ,    prise   en  regardant  dx 

dy 
comme  constante  ion  aura  donc  -r-  =sfXàx,  Si  /^  re- 

présente  la  fonction  primitive  de  x,  égale  à  'fXdxy 

dr 
et  C  la  constante  arbitraire,  il  viendra  -p=s  P  «f-  C  ; 

multipliant  ensuite  les  deux  membres  par  dx,  on 
trouvera  d^=Pdx+  Cdar,  et  en  intégrant,  on  ob- 
tiendra jrz=6fPdx+  Cx  +  Cy  C  étant  une  seconde 
constante  arbitraire.  Si  l^nl  remet  fXdx ,  au  lïeu  de  P, 
il  en  résultera  jr=^fdxfXdx+Cx*^Cj  expression 
où  fdx/Xdx  indique  deux  intégrations  successives. 

Je  passe-  maintenant  aux  différentielles  du  troisième 
ordre.  Soit  X  le  coefficient  différentiel  de  la  foac<- 

d^r 

tion  jTy  relatif  à  cet  ordre  ;  on  aura  -1^=  -^^  d'où 

%===Xia:;  mai»  g=  d^^  :  do„cg=Ad.+C, 

d*r 
cequi  donne  -^  ce  dxfXdx  +  Cdx.  En  intégrant  une 

dy 
seconde  fois,  il  viendra  ^  =  /dx/Xda:  +  Cx -+-  C , 
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d'où  Ton  conclura 

d^  =  ^xfAxfXàx  4-  Cxàx  +  CAx  ^ 
et  par  une  troisième  intégration,  on  aura  enfin 

^=/ax/dx/Xda:+ -a^+  Cx  +  C 

C 

Dans  cette  expression ,  on  peut  d'abord  changer  — 

en  C,  puisque  la  constante  C  est  arbitraire;  ensuite, 
il  faut  bien  observer  que  chaque  signe  f  doit  être 
regardé  comme  a[^liqué  à  tous  ceux  qui  le  suivent  : 
c'est  pourquoi,  en  faisant  abstraction  des  constantes 
arbitraires,  on  indique  encore  plus  simplement  les 
intégrations  successives ,  par  la  notation  que  voici. 

Lorsque  X  désigne  le  coefficient  di£Eérentiel  du 
second  ordre ,  on  a  i^jr  =  Xix^ ,  et  en  prenant  l'in- 
tégrale de  chaque  membre,  on  trouve  àjrssfXdx^; 

puis  en  intégrant  encore  une  fois,  il  vient 

j-  =iffXdx*  zxpXix^.  On  a  de  même ,  quajid  X  est  le 
coefficient  di£Férentiel  du  troisième  ordre ,  d^f^=:Xdr^, 
puis  en  intégrant, 

d•^=p^dJC^  àj-^ffXàx\  j^fffXdx^=pXdx', 

et  ainsi  de  suite  pour  les  ordres  supérieurs. 

342.  On  peut  ram^ener  ces  expressions  à  des  intégrales 
simples,  au  moyen  de  l'intégration  par  parties;  car, 
eu  mett^pt  P  au  lieu  iefX^àtaispXàx''=^fdxfXdXy 
il  vient 

» 

fJLxfXdx  =fPàa:  =  Px  -^fxàP  =  ar/Xdar  -^fXxàx^^ 

d'où 

pXAx^  =s  xfXàx  —fXxdx, 


t 
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Passant  ensuite  à  pxdx^  z:s:fdxf*Xdx* ,  et  mettant 
pour  y^Xdx*  la  valeur  précédente ,  on  obtient 

pXdx^  =  fxàxfXAx  —fdxfXxdx  ; 

obseryant  alors  qîie 

fxàxfXAx  =  i  x^fXAx  —  i  fXx^dx, 
fdxfXxàx  =  xfXxdx  — /Xr*cLc, 

on  trouve 

pXdx^  =  {  (x^fXdx  -r:  2xfXxdx  +  fXa^dx)y 

et  continuant  ainsi  on  forme  ce  ta^iileau  : 

f  Xdx  =/Xdar, 

/  •XAr'  =     i     ix  fXdx—fXxdxl, 

pXdx^=z  —    Ix^fXdx-^^xfXxdx+fXx^dx], 

I  •  2  •  d  '  \  " 

etc. 

Letcoefficiens  numériques  de  ces  expressions  sont  les 
mêmes  que  ceux  des  puissances  du  binôme  a  —  6  ;  et 
tandis  que  l'exposant  de  x  hors  du  signe  f  diminue 
d*uae  unité  à  chaque  terme  y  en  allant  Tcgrs  la  droite, 
son  exposant  sous  ce  signe  augmente  de  la  même 
quantité. 

On  restituera  les  constantes  arbitraires  que  j'ai 
omises  dans  ces  formules,  en  écrivant  /Xdor-f-C 
pour  fXdXj  /Xardx+C  pour  fXxdXy  fXx^dx  +  C 
pour /Xr^dj:,  et  ainsi  des  autres;  car  les  constantes 
C,  (fy  Cy  etc.  y  étant  affectées  de  diverses  puissances 
de  X,  seront  irréductibles  entre  elles. 


1 
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243.  Les  di£PéreDiielles  que  j'ai  traitées  jusqu'ici 
sont  prises  en  regardant  Ax  comme  constante ,  parce 
que  ce  sont  les  seules  qui  ne  renferment  qu'un  coef- 
ficient difFërentîel ;  mais,  lorsqu'on  fait  varier  en 
même  temps  dj-  et  d:r ,  on  a  (i 3 1 )  d^jr  ss qdx^'^pd^x. 
Si  donc  on  se  proposait  la  différentielle  Uda^+f^d^Xy 
il  faudrait  qu'on  eût  V'=^p  eiV=qj  d'où  il  résulte 

dV 
Ur=z  -^  ;  et  cette  condition  étant  remplie ,  on  n'au- 
rait plus  qu'à  intégrer  fFdx. 

Cette  condition  ne  serait  pas  nécessaire ,  si  l'on  par- 
ticularisait la  relation  qu'on  suppose  entre  ;c  et  f  ;  car 
par  son  moyen  on  chasserait  x^  dx  tX  d*:r ,  et  l'on  au- 
rait d'^  en  i  et  df  seuk. 


Application  du  Calcul  intégral  à  la  quadrature 
des  Courbes  et  à  leur  rectification ,  à  la  qua- 
drature des  Sur/aces  courbes  et  à  Ué\>alua-' 
tion  des  volumes  qu*elles  comprennent. 

De  la  quadrature  des  ,Courbes, 

a44-  ^  quadrature  des  courbes  se  réduit  à  inté- 
gration de  la  différentielle  Xdx^  en  nommant  X  la 
fonction  de  Xj  qui  exprime  leur  ordonnée  (65)  :  il 
ne  s'agira  donc  ici  que  d'appliquer  à  celles  qui  sont 
les  plus  connues,  les  méthodes  exposées  précédem- 
ment pour  effectuer  cette  intégration. 

Les  courbes  dont  l'équation  est  la  plus  simple,  sont  les 
paraboles  des  divers  ordres,  dans  lesquelles  ^*=/7j:*  ; 

on  en  tire  j*=/7*j:",  et  par  conséquent 


F 
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1     ■  0         m4-w 

fXèx=rp'x'àx  =  ^^^x   ■    +consL 


Toutes  ces  courbes,  comme  on  voit,  sont  quar-- 
râbles;  c'est-â*dire  qu'on  a  l'expression  finie  et  algé- 
brique de  la  surface  du  segment  compris  entre  leur 
arC|  Taxe  des  abscisses  et  Fordonnëe.  Il  est  facile,  par 
l'expression  de  ce  segment ,  de  calculer  celle  de  tout 
autre  espace  contenu  entre  une  portion  de  la  courbe  et 
des  lignes  droites  formant,  avec  les  abscisses  et  les 
ordonnées,  des  polygones  dont  la  Géométrie  élémen- 
taire donne  la  mesure  ;  on  en  verra  plus  bas  des  exem- 
ples (a52— a55). 

Les  courbes  proposées,  passant  par  l'origine  des  abs- 
cisses, puisqu'on  a  en  même  temps  a: =o  et  ^-=0,  si 
Ton  veut  avoir  leur  aire,  à  partir  de  ce  point,  il  faut  sup- 
primer la  constante  arbitraire,  parce  que  l'expression 


— ^— jr  ■     s'anéantit  d'elle-même  quand  on  y  fiiit 

«^o.  Pour  avoir  ensuite  l'aire  BCMPyfig.  44i  comprise  vie.  44. 
entre  les  ordonnées  BC  et  PM^  correspondantes  aux 
absdsses  AB  sa  a  et  AP^^Xy  il  suffira  dîe  retrancher  de 


V.    x  ■    ,  qui  exprime  l'aire  ACMPy  la  quantité 


-^ —  a  "    égale  à  l'aire  ACB ,  et  l'on  aura  ainsi 


m-^n 


BCMP 


m^m 
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I 

Quand  l'exposant  n  est  pair,  Texpression  — ^— x 

est  susceptible  du  double  signe  dti  ;  et  comme  alors 
la  même  abscisse  j4P  appartient  à  deux  branches, 
ACM  et  Acm ,  on  a  deux  segmens ,  ACMP  et  AcmP  i 
celui  qui  renferme  les  ordonnées  positives  a  une  valeur 
positive,  et  Tautre  une  valeur  négative. 

LorJBque  les  exposans  m  et  n  sont  impairs  l'un  et 


m-^n 


Fautrè ,  h  quantité  x  *  n'a  qu'un  seul  signe  et  reste 
toujours  positive,  quel  que  soit  le  signe  de  x\  mais  il 
est  aisé  de  voir  que  dans  ce  cas  l'une  des  deux  branches 
de  la  courbe  proposée  a  ses  abscisses  et  ses  ordonnées 
négatives  en  même  temps  :  il  suit  donc  de  là  que  les 
aires  correspondantes  à  des  abscisses  et  à- des  ordonnées 
négatives ,  doivent  être  regardées  comme  positives. 


Si  n  seule  est  impaire ,  alors  la  quantité  x  "  devient 
négative  en  même  temps  que  x  ;  mais  dans  ce  cas  les 
deux  branches  de  la  courbe  proposée  sont  du  même 
côté  de  la  ligne  des  abscisses ,  et  les  ordonnées  de- 
meurent toujours  positives. 

En  rapprochant  ces  remarques ,  on  en  conclura  que 
Vaire  étune  cùurbe  est  positive  quand  Vabscisse  et 
V ordonnée  sont  de  même  signe ,  et  négatiife  lorsque  le 
contraire  a  lieu. 

Tous  les  segmens  paraboliques  ont  un  rapport  cons«- 
tant  avec  le  rectangle  ADMPj  formé  sur  l'abscisse  et 
sur  l'ordonnée  ;  car  l'expression 


»       r  =^  n 


p^x  »    =  x.p^x 


wi-f-  n*^  m-{-  n 

n  -5 

équivaut  à      '     x^y  en  vertu  de  l'équation  ^  z=:p^x^. 


DX    CALCUL   INTÉGRAL.  365 

Lorsque  n=zm  y  la  parabole  deyient  une  ligne  droite , 


puisqu'on  a  jn^p'^x;  le  segment  ACMP  se  change 
dan»  le  triangle  AMP^  dont  la  valeur  est ,  par  la  for^ 
mule  ci-dessus  comme  par  la  Géométrie  élémentaire , 
égale  à  \  xj. 

En  faisant  7t=a  et  m  =  19  on  tombe  sur  le  cas 
de  la  parabole  ordinaire»  et  l'on  trouve  |  xy  pour  la 
valeur  du  segment  ACMP, 

a45.  Je  vais  chercher  maintenant  la  valeur  du  seg- 
ment des  courbes  représentées  par  l'équation  x^j^^=ip^ 
qui  se  tire  de  jr^^s^px^^  en  y  changeant-}- vt  en  —  m  ; 

1  n 

on  a  jr^szp^'x     ■  et 


a— n 


fXAx  =    ^    X  ■     +  const. 


n^^nt 


Les  courbes  proposées  sont  les  hyperboles  des 
divers  ordres,  rappo|rtées  à  leurs  asymptotes ,  et  sont 
composées  de  plusieurs  branches,  telles  que  VMV^ 
/^.  4^9  inscrites  dans  les  angles  que  forment  ces  droites.  Fia.  45. 
En  comptant  les  segmens  de  l'origine  des  abscisse*»  ik 
renferment  l'eqpace  infini  en  longueur,  compris  entre 
la  partie  CV  de  la  courbe  et  son  asymptote  AY^  et 
dont  l'aire  est  infinie  ou  finie ,  selon  que  m  est  plus 
grande  ou  moindre  que  n.  En  e£fet ,  pour  avoir  l'es- 
pace BCMPy  pris  depuis  l'abscisse  AB:^a  jusqu'à 
l'abscisse    AP^^b,    il  fiiut  (235)  fiiire  successive- 

I 

ment  x  =  â  et  x-^ib  dans  l'expression  — ^— x  *«., 

^  n — m 

et  retrancher  le  premier  résultat  du  second  :  on  aura 
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n — m\  / 


donc  ^CilfP  =-^£—1  ft  »    —  a  »     L   Si  mainte- 

n — m\  / 

nant  on  suppose  a  =o ,  le  point  B  tombera  sur  le 

point  •/,  et  l'espace  ^CWP  se  changera  en  VAPMF; 

or  la  quantité  a  "    sera  infime  ou  nulle ,  selon  qu'on 
aura  m  ^  ou  <]|  n  :  dans  le  premier  cas  y 


YAPMr 
et  dans  le  second 


m—  n  \  o  / 


n— m  \  /       n — m 

En  laissant  a  d'une  grandeur  assignable ,  et  faisant 
h  infini,  on  aura  alors  l'espace  X^CC/,  qui  .sera 
infini  si  m  est  moindre  que  n,  et  qui  sera  égal  à 


n^m 


— ^£—  a  *  9  SI  m  surpasse  n.  Il  résulte  de  là  que  quand 
ifi'     n 

m  et  n  sont  in^uz,  des  deux  espaces  asymptoti- 

qneSy  l'un  est  infini  et  l'autre  fini. 

La  raison  de  cette  différence  se  trouve  dans  le  plus 

ou  moins  de  rapidité  avec  laquelle  la  courbe  s'atppn^ 

cbe  de  sou  asymptote  ;  et  puisque  j*  =  ^  et  jt  =^ , 


il  est  facile  de  voir  que  quand  tn^n^  y  décroît  beau- 
coup plus  vite  que  Xy  que  par  conséquent  la  courbe 
s'approche  beaucoup  plus  rapidement  de  l'axe  des 
abscisses  que  de  celui  des  ordonnées,  tt  vice  versât 


1 
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I  m 

En  mettant  y  au  Heu  àep^x     *•  dans  l'expression 


I 


n — m 


x,p*x       , 


elle  deviendra xr,  et  la  valeur  de  Taire  YAPMV 

sera       *^  +  corut.  Il  semblerait  que  le  terme   — ^ 

doit  s'évanouir,  leisqu'on  fait  xss  o  ;  mais  ce  c|tti  pré- 
cède prouve  la  nécessité  de  ne  rien  prononcer  à  cet 
égard ,  avant  d'avoir  substitué  pour  y  sa  Taleur  en  x. 

1 
a46.  Quand  n-=ifny  ona  ar^=p»,  ouxj"=/ï,  en 

1 
changeant^  en/;,  ce  qui  est  indifférent;  la  courbe 
dont  il  9'agit  dans  ce  cas  est  l'hyperbole  ordinaire^  et 
€k|uilatèresî  l'angle  des  coordonnées  est  droit.  L'ei^res- 
sion  générale  de  l'aire,  trouvée  au  n®  précédent,  se 
présente  alors  sous  une  forme  infinie,  quelle  que  soit:r, 

et  la  différentielle  de  cette  expression ,  étant  ~ —  ,  a 

•  X 

pour  intégrale,  p\x '•\- ccnst.  Les  espaces  asympto- 
tiques  sont  înfivk  l'un  et  l'autre,  carb?  devient  tel 
par  la  sui^sition  de  x=  o  et  par  celle  de  x  infini. 

Soit  VMVjJig.  46,  une  des  branches  de  l'hyper-  'lO'  4^« 
bole  équilatère  dont  le  demi-axe  transvarse^Cssa, 

etlapuissance^X^^^^'sa?^  (7>i^-  i^)»  ^^  ' 
aura  /?  =a  ^  a%  et  comptant  les  aires  i  partir  de  l'ordon- 
née BCy  correspondante  au  sommet  C,  on  obtiendra 

BCMP=  \<^\ .  AP—  ^û«l .  AB=s  {an .  ^.  Si  l'on  prend 
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AB  pour  Tunité,  il  viendra,  à  cause  de  l.i  =  o, 
B'CMP  =  r.  AP.  On  aura  de  même  BCM'P'z=i  1 .  AP', 
^  BCM"P^=\^AP\  elc,  d'où  il  suit  que  si  les  abs- 
cisses AP^  -^P't  AP"^  etc.  sont  en  progression  par 
'  quotient,  les  aires  correspondantes  BCMP,  BCM'P'^ 
kCM"P'j  etc.  seront^en  progression  par  différence.   '. 

247-  L'hyperbole  que  je  viens  dé  considérer  étant 
équilatère,  n'a  donné  que  des  logarithmes  népériens; 
mais  en  variant  l'angle  des  asymptotes  et  prenant  tou- 
jours AB  =  I ,  on  peut  obtenir  une  infinité  d'autres 
FiG.  47.  systèmes  de  logarithmes.  Soit  VMV^  fig,  47»  ^^^ 
hyperbole  quelconque;  en  menant  les  (^données  PM^ 
parallèles  à  l'asymptote  AY^  on  prouvera,  par  des  rai- 
sonnemens  analogues  à  ceux  du  n®  65 ,  que  le  paral- 
lélogramme PMRP'  est  la  différentielle  de  BCMP, 
Or,  si  l'on  mène  P'Q  perpendiculaire  sur  PM^  on  trou- 
vera P'Q^PP'.  sin  P'PQ  z^iPP'.  sin  XAY;  désignant 
par  «  l'angle  des  asymptotes,  on  fiura  P'(>=;:dar  8in«, 
et  par  conséquent/'ilf/{P'==^dxsin«.  Sil'onmetpomr/ 

I  d«P 

sa  valeur  -,  il  en  résultera  —  sin  m  pour  la  différentielle 

de  l'aire  BCMP;  et  par  conséquente?  CilfP=lx=l.i#P, 
en  prenant  sin  et  pour  module  (28).  . 

Celui  des  logarithmes  ordinaires  étant  0,434^^5 
(3o),  on  a  sin  «  =  o4343945  »  cl'm.  il  sttît  que  les 
asymptotes  de  l'hyperbole  dont  les  aire»  donnent 
les  logarithmes  ordinaires,  font  entre  elles  un  angle 
de  0^,28601. 

248.  Considérée  anaJytiquement,  la  quadrature  de 

l'hyperbole  ordinaire  présente  une  singularité  qui  ne 

peijtt  être  passée  sous  silence  ;  c'est  que  les  espaces 

FIG.  46.  asymptoiiqUes  ^-^/JFUi' ,  ^g.  ^6y   correspondans  aux 

abscisses  négatives,  ne  sauraient  être  compris  dans  la 


-*. 
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Tiièine  fonnule^que  les  espaces  YAPMv  qui  répondent 
aux  abscisses  positives.  En  effet,  la  fonction  \x  qui 
exprime  ceux-^ci  (34^)9  non-seulement  devient  in- 
finie quand  âr  ss  o ,  mais  passe  à  l'imaginaire  quand  x 
devient  négatif,  parce  que Téqualion  uses Lr,  dérivant 
de  xs:  e",  n'admet  point  de  valeur  négative  pour  ac.  . 
Cette  difficulté,  sur  laquelle  je  ne  saurais  m'arrèter 
ici,  tient  au  passage  de  l'ordonnée  ^  par  l'infini,  qui 
paraît  rompre  quelquefois  le  lien  de  la  continuité 
entrç  les  aires  ('*').  Chacune  de  ces  aires  s'exprime  ce- 
pendant très  bien  en  particulier  ;  car  si  l'on  prend , 
sur  le  cAté  négatif  de  l'axe  des  abscisses,  des  parties 
u4b^sABy  ApssAPy  on  aura 

6rmp  =  5CilfP  =  1.^=1.^    (^46). 

La  même  chose  se  conclut  aussi  du  calcul,  eu  ob- 
servant que  si  Ton  change  x  en  , —  x  y  la  différentielle 
de  l'aire ,  devenant 

—  dx  dx 

a  encore  pour  intégrale  Ix  4-  const. 

a49.  En  faisant  JfC=ui,  AP=xttPN=jr,fig.  4»,  p,^   ^g. 
l'équation  du  cercle  ANE  sera  j-»=aax —  x",  et  le 

segment  ANP  aura  pour  expression  fàx^ixax  —  x" , 

qui  se  transfçrme  en  ^fAu{a^  —  ii*)*,  lorsqu'on  fait 
x  =  rt — II.  Or,  la  formule  {B)  (igS)  donne 


n  F.  le  Traite  in^o.t.  I,  p.  !34;  t.  II,  p.  161;  i.  Uï,  p,  6i3. 
Cale,  intégr» ,  5*  édition.  q^ 


â 
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déplus 

/  =afc(co8=s~)    (36): 

avec  cette  valeor  et  celle  de  u,  on  trouve 

fdx\/%ax — X*  : 
—  {  (a  —  x)\/^ax  —  ar*  +  i^'arc  ^€08=-^^^), 

résultat  qui  s'ëvaDOuit»€[uand  x=o. 

Il  est  facile  de  reconnaître,  dans  la  partie 


4  (a  —  x)  V/a<2x  —  ar* , 
Taire  du  triangle  PCN,  de  voir  que 


\  a*  arc 


^€05= — J,    ou    ^  AC.diXZ  ANy 


est  celle  du  secteur  ACN -,  or  ANP^:^ACM^  PCN. 
Quand  on  y  fait  x^=.^ay  l'expression  de  AjNP 
devient  \  a* arc  (cos  =  ^-i)  =  ^j  aV,  «■  désignant  la 
demi-circonférence  du  cercle  dont  le  rayon  est  i  ;  et 
elle  appartient  alors  au  demi'-cercle  :  on  aura  donc 
pour  le  cercle  entier  aVsîa.aibr,  ainsi  qu'on  le 
prouve  dans  les  Éléinens  de  Géométrie. 

Le  développement  de  fax  |/a^a:  —  «* ,  trouvé  dans 
le  n**  ao5,  donne  des  valeurs  appi'ochees  de  Taire 
AISP. 

Si  Téquation  du  cercle  était  rappio^rtëe  au  centre, 
on  obtiendrait  immédiatement  par  la  formule  {B) 
(195), 

/da:i/a*— a:*  =  ^x^à"  —  x'+ -ia"arc^sin  =:-\ 
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!3i5o.  L'ordonnée  de  l'ellipse  étant  -^ lax  —  x"^^    le 


segment  elliptique  AMP  sera  égal  à  -  fax  \/  2ar — x^  ; 

et  comme  il  est  nul  en  même  temps  que  le  se^^ment 
circulaire  ANP^  on  aura  ANP  :  ÂMP  ::  a  :  b;  car 
il  est  £sicile  de  conclure  du  n^  236 ,  cpie  quand  deux 
différentielles  sont  dans  un  rapport  constant,  ce  rap- 
port est  aussi- celui  des  intégrales,  si  ces  intégrales 
sont  nulles  en  même  tçmps. 

D'après  ce  qui  précède,  l'aire  dii  cercle  décrit  sur  le 
grand  axe  d'une  ellipse,  pris  pour  diamètre,  étant 
à  l'aire  de  cette  courbe  comme  le  grand  axe  est  au 
petit,  celle-ci  est  équivalente  au  cercle  décrit  sur  un 
rayon  moyen  proportionnel  entre  les  moitiés  de  ces 
axes.  En  effet,   par  le  rapport  ci-dessus,  l'aire  de 

l'ellipse  est  wà^  X  -  ou  «raô,  et  cette  dernière  quan- 


ti 


tité  représente  évidemment  l'aire  du  cercle  dont  le 
rayon  serait|/a6. 

sSi.  L'hyperbole  rapportée  à  son  axe  transverse  a 

pour  équation  ^'■=:   -  (aox-f-x^),   et  doiin^ 

4 

A  

AQR^-fAxy/iax  -^  x\ 

Cette  inléî;rale  peut  s'obtenir  par  les  logarithmes  (i83) 
ou  se  développer  en  série;  mais  au  lieu  de  m'arrêtera 
calculer  ces  résultats,  je  m'occuperai  des  secteurs  el- 
liptiques et  des  secteurs  hy|)erboliques,  dont  les  ex- 
pressions différentielles  se  présentent  souvent. 

aSa.  Soit  ABah  une  ellipse  dont  le  demi-grand  axe 

a4  ' 


1 
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AC = n ,  le  demi-petit  axe  BC=^  b  ;  en  faisant  CP  s=  x 
il  vient 

II  est  évident  que  le  secteur 

ACM  =  CMP  J^  AMP ,       . 
et  que 

d.ACM  =  d.CMP  +  à.AMP, 

CMP= -CP'X.PM-  i.  5f  v/Srzp, 
3  a  a 

d.CMP=iYd;ri/?c::^--d^), 


d .  ^MP  =  —  -  dx  ï/û*— j:V 


La  dernière  de  ces  différentielles  est  affectée  du  si- 
{^ne  <— ,  parce  que  Taire  AMP  décroit  lorsque  x  aug-> 
mente;  et  elles  donnent  ,   ^ 

I  b      l^dâT 
à.ACM  =  —l^—^^ . 

Si  Ton  fait  T  =  I ,  le  secteur  elliptique  ACM  se 

changera  dans  le  secteur  ACNj  appartenant  au  cer- 
cle AEae  décrit  sur  le  grand  axe  Aa  comme  diamètre  : 
on  aura  donc 

à^ACIy  = .  =:-ax— —  - 

ndâ? 
Mais .  étant  la  différentielle  de  Tare  j^N, 


\ 
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il  en  résulte  >  ainsi  que  de  la  Géométrie  élémentaire., 

ACN  ^^  ax,  AN  ^^  ACX  JN , 
a  a 

et  puisque  les  secteurs  ACNet  ACM  ont  leur  origine 
commune  au  point  ^ ,  on  en  conclura  (a5o)  que  le 
secteur  elliptique 

ACM^^^CN=^BCxAN. 

a  2 

^53.  Dans  l'hyperbole  XAx^  déCnte  sur  les  mêmes 
axes  que  Tellipse  ABab^  et  dont  Téquation  est 


le  secteur  ACR  =  CQR  —  AQR,   ce  qui  donne 

d.ACR=::d.CQR^d.AQR\ 
et  comme 

CQR  s=  ^  CQ  X  Qflss^  ^  •«•  —  a\ 

b  y 

d«^QA=-  doel/jp»— ^, 
on  aura 

4'où  l'oE  voit  que  la  différentielle  du  secteur  hyper- 
bolique est  y  aux  signes  près,  la  même  que  celle  du 
électeur  elliptique. 

aS^.  Le  secteur  hyperbolique  ACM^  Jig.  4?  9  ^^fic.  47. 
égal  à  l'espace  asymptotique  BCMP  ;  car 

ACM  =s:  BCMP  +  ^itfC  —  AMP, 


^ 
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et 

y7Z^C  = S=; =^A3IP. 

2  2 

a55.  Ce  qui  précède  suffit  pour  faire  voir  corn- 
inenl  le  calcul  inté^^i-al  s'applique  à  la  quadrature  des 
courbes;  cependant  je  ne  puis  quitter  ce  sujet  sans 
donner  quelques-uns  des  résultats  intéressans  aux- 
quels les  Géomètres  sont  parvenus ,  par  rapport  aux 
courbes  transcendantes. 

Dans  là  Logarithmique ,  dont  l'équation  est  j^  =  Lr  > 
on  a  yyd j:  = /dxlx  =  xlx  —  jr  -f-  const.  (207).    La 
partie  variable  de  cette  expression  devient  nulle  lors- 
que X  ==  o  ;  car  en  faisant  j:=  — ,  eiTe  prend  la  forme 
*  m  '^ 

,  sous  laquelle  elle  est  nulle  quand  m  est 

m       Tti 

infinie  (99)  :  il  est  donc  inutile,  d'après  cela,   d'y 

ajouter  une  constante ,  lorsqu'on  veut  avoir  les  seg- 

piG.  49.  niens  à  partir  du  point  j4,  fg,  49.  ^ 

£n  y  faisant  x  =  AE  =  i ,  elle  donne  l'expression 
de  l'espace  asymptotique  cAExy  qui  est  ^x%  et  égal 
à  — I. 

Si  l'on  prend  les  ordonnées  à  la  place  des  abscisses, 
on  aura  fxdjrs=zfdx^=:Xy  pour  l'espace  cOMx, 
appuyé  sur  Taxe  des  ordonnées  ^C,  et  dont  l'expres- 
sion est  algébrique  ;  je  n'y  ai  point  ajouté  de  cons- 
tante, parce  qu'elle  s'évanouit  en  même  temps  que  x. 
L'espace  cAEx,  qui  répotid  à  j;  =s  AE  =  1 ,  a,  par 
cette  formule,  la  même  valeur  que  par  la  précédente, 
abstraction  faite  du  signe. 

J'ai  supposé  le  module  égal  k  l'unité;  s'il  était  dé- 
signé par  Mj  on  aurait 

fdx\x  :z=:x\x  — fMdx=x\x  —  Mx  et  fxàjr  =  Mx 


4 
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256.  En  discutant  la  courbe  dont  Téquation  esc 

•^  =  T' 

on  ti^uTera  sans  peine  la  forme  indiquée  dans  lia 
figure  5o.  L'axe  C&  des  j*  est  asymptote  des  branches  pig.  5o. 
HF^  RF'y  et  Aff,  côte  négatif  de  Taxe  des  x,  l'est 
de  la  branche  M'K\ 

La  quadrature  de  cette  courbe  dépend  de  Tintëgrale 

/  4 —  dont  le  développement  en  série ,  obtenu  dans 

le  n*  21 4  9  semble  ne  pouvoir  convenir  à  la  partie 
de  Taire  correspondante  aux  abscisses  négatives,  à 
cause  de  son  premier  terme  \x  qui  devient  imaginaire  ; 
cependant,  si  Ton  appliquait  à  cette  recherche  le  pro« 
cédé  du  n®  233,  on  obtiendrait  des  résultats  réels. 
Cette  difficulté,  du  même  genre  que  celle  qui  a  été 
indiquée  dans  le  n''248,  se  lève  en  changeant  le  signe 
de  X  avant  l'intégration  ;  car 

•a""*  X  —  Ax        roT'àx 


/g"*  X  —  d  j:        rar'àx 
—  X               J        X 


la: î— ^ ^^  -f-  etc.  +  const. , 

i.i       1.2.2       i;2.3.3 

comme  si  l'on  avait  changé  :t  en  —  x  dans  les  seuls 
termes  algébriques  du  développement  cité. 
"    Pour  savoir  ce  que  sont  les  trois  espaces  asympto* 
tiques  de  la  courbe  proposée,  il  faut  chercher  les  va- 

/'tft\x 
entre  les  limites 

x=:o  et  ar:;=/t,  x=o  et  a:=r  — n, 
x=  —  n  et  j::=  —  infini , 

n  désignant  une  quantité  finie  quelconque.    Dans  le 
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premier  et  dans  le  second  cas,  on  trouve  un  résultat 
infini,  puisqu'en  faisant  x^=:Oy  soit  dans  la  série  du 
n®ai4j  Mi(  àaoks  celle  qui  vient  d'être  rapportée , 
elles  se  réduisent  à  l.o  ;  mais  on  ne  saurait  rien  pro- 
noncer sur  le  troisième  cas,  parce  que  les  termes  du 

/(fl''*dx 
'    étant  alternativement  de 

signes  contraires ,  il  se  peut  que  la  différence  entre  la 

partie  positive  et  la  partie  négative  demeure  finie , 

quoique  chacune  de  ces  parties  soit  infinie  ;  -et  c'est 

ce  qui  arrive  en  effet,  comme  l'a  prouvé  Mascheroni, 

«n  déterminant  la  constante  arbitraire»  de  manière 

que  l'intégrale  s'évanouisse  lorsqu'on  y  suppose  x  in* 

fini  ;  en  sorte  que  Tespace  asymplotique  BiPM'K\ 

compris  entre  les  limites  xss-^n  et  arsss  —  infini, 

est  d'une  grandeur  finie  C^. 

ràz 
La  transformée  /  -p  (2i4)»  obtenue  en  faisant  a'ssx, 

présente  les  mêmes  circomstances  à  cause  du  terme  Ils 
qui  commence  son  développement,  et  qui  devient 
imaginaire  quand  \z  est  négatif  (^. 

267.  L'équation  de  la  cyclolde  étant 


{*)  ^or«  *«  Traite'  in-4*,  t.  III ,  p.  5i3. 

(**}  La  coarbe  qaî  rifpond  à  P^uation  transceodante^ss  .-  , 

offre  une  circooitance  remarqaable.  Ne  sVteodant  point  da  c6l^ 
des  s  négatifs ,  puisque  leurs  logarithmes  sont  imaginaires  (^48), 
et  passant  par  Forigine  des  coordonnées ,  à  cause  que  1 .0  est  infini, 
ce  qui  donne  ^  =  0,  cette  courbe  commence  brusquement  à  ce 
point  t  ce  qui  est  contraire  V  la  proposition  établie  par  rapport 
aux  courbes  algébriqaes  (io5).  Les  courbes  du  genre  logarith- 
mique présentent  encore  d^autres  singularités.  Voyez  le  Traité 
in-4«,  t.  III,  p.  61 5,  et  un  Mémoire  de  M.  Vincent ,  Annalts  de 
Mathématiffuet  t  t-  XV  et  XVI. 
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Ax=—dÈ£=.   (ii4), 
W  vteat 

expression  qu'il  serait  facile  dlntégrer  par  les  arcs  de 
cercle,  au  moyen  de  la  formule  du  n*  199;  mais  on 
peut  arriver  à  un  résultat  plus  simple  en  prenant  la 
différentielle  du  segment  ACQMyfig,  5i ,  dont  Tor-  fio.  5i. 
donnée  QM=  JC— PMzz^m^j. 

Posant ,  en  conséquence ,  na  —  j^sz^  on  aura 

à.ACQM^zàx, 
et  Ton  obtiendra  • 

ytàajr^jr^ 

donc 

ACQM  ^=^f3iX  V^X  —  .r*  +  ^onH. 

Or  cette  intégrale,  exprimant  Taire  d'un  jMgment  du 
cercle  dont  le  diamètre  est  aa,  et  Tabscisse  j^  (^9)> 
représente  le  segment  /mn,  qui  s'évanouit  quand  ,;^'sso, 
ainsi  que  le  segment  ACMQ  :  donc  ACMQ  ss  Imn. 
An  point  Ky  ou  jr=^aj  le  segment  ^CK  devient 
égal  au  demi-cercle  ImKI.  Enfin  il  est  visible  que  Teft*- 
pace  KMQ  =s  ACK  —  ACQM  ss  Kmn. 

Le  rectangle  AK  ayant  pour  hauteur  IK  et  pour  base 
AI=ImKj  sera  quadruple  du  demi-cercle  ImKI; 
retranchant  de  ce  rectangle  l'espace  ACK  =  ImKI^ 
il  restera  AMKI  =  3  fois  ImKI,  Il  suil  de  là  que 
l'espace  AKLA^  compris  entre  une  branche  de  la 
cyclolde  et  son  axe,  est  triple  du  cercle  générateur. 


1 
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258.  Il  me   reste    à  parler  des  spirales';  je    vais 

m'occupep  d'abord  de  celles  que  représente  l'e'qua- 

tion  u=zat*  (117)9    dans   laquelle  /   est  Tare  ôiV, 

Fîc.  5a.yî^.    5a,   d'un   cercle  dont    le  rayon    y/O  ==  1 ,     et 

uzzzAM.  Les  coordonne'es  étant  polaires,  la  diffé- 

-  *  • 

ventiellede  l'aire  sera (lao)  ;  mettant  pour  u  sa 

valeur,  et  intégrant ,  il  viendra  7— v—   +  consi,  y    et 

quand  n  est  positive,  on  doit  négliger  la  constante 
lorsque  l'on  compte  l€S  aires  en  partant  de  la  ligne  AO 

sur  laquelle  /=  o  :  alors  l'aire  ACM  =  .         .  Âpres 

une  révolution  du  rayon  vecteur,  on   aura  l'espace 

ACMB  -=.  —7 — f ,  sr  étant  la  demi-circonference  du 

4n+a 

cercle  ON. 

Dans  la  spirale  d'Archimède  (117),^=:  —  ,  n=tet 

£3 

ACM s=     ,   .,  résultat  qui,  lorsqu'on  y  fait  <=aar» 
a4»'  V 

donne  ACMB=^^  É'est-à-dire  le  tiers  du  cercle  OiV, 

puisqu'il  s'agit  d'unités  quarrées,  et  que  l'aire  de  ce 
cercle  est  ir(i)*. 

Dans  la  seconde  révolution  ^  le  rayon  vecteur  AN 
repasse  sur  l'aire  tracée  dans  la  première ,  et  ainsi  de 
suite  à  chaque  révolution,  ea  sorte  que  ces  aires 
s'ajoutent  les  unes  aux  autres,  et  que  pour  donner 
seulement  celle  qui  est  termina  par  là  m*  révolution, 

doit    être    prise  entre   les  limites 

/  =  (m — i)a«-  et  t-=:m^^m: 
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Pour  la  spirale  d'Archimède,  on  trouve  ainsi.... 

3 
Si  l'on  calcule  l'aire  terminée  par  la  révolution  sui- 
vante, c'est-à-dire  la  (ifi  -f  i)',  et  qu'on  en  retranche 
celle  qui  la  précède,  on  aura  paur  l'espace  compris 
entre  deux  révolutions,  ou  spires, 

(m  -f-i)5  —  am'  -f  (m  —  i)» 

3 

ce  qui  revient  à  2r  quand  mV=i,  et  montre  que  l'es^ 
pace  compris  entre  la  m' et  la  (m  4-0'  spire,  est  égal 
à  m  fois  celui  qui  est  renfermé  eptre  la  première  et  la 
seconde,  ainsi  que  Va  trouvé  Archimède. 

Dans  la  spirale  hyperbolique,  où  7i= — i,  on.  a 


flr  =  HTTisr, 


/ 


sss  —  —  +  consL , 


et  l'aire  comprise  entre  les  deux  rayons  vecteurs  cor- 
respondans  à  i  mb  et  à  t  ^=ic^  sera 

expression  qui  devient  infinie  quand  ^=o,  à  cause 

de  l'espace  compris  entre  Taxe  AB,  Jîg.  32,    et  la'w*  3a. 

branche  infinie  MK  (p.  179). 

Dans  la  spirale  logarithmique  enfin ,  f  ==  lu  (128) , 

j        du        /'«•d/         riidtt        tt'    . 

di=-,  J-^=J  —  =  4  ■«-  «»«<• 

l>tf  /!a  rectification  des  Courbes, 

259.   La  différentielle  de  Parc  d'une  courbe  rap- 
portée à  des  coordonnées  perpendiculaires  entre  elles , 

est  exprimée  par |/djîF+3y*  (64);  en  y  substituant, 
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au  lieu  de  àjr^y  sa  valeur  tirée  de  rëquation  dif^ 
fërentielle  de  la  courbe  proposée ,  elle  prendra  la 
forme  ^dj:,  et  son  intégrale  donnera  la  longueur  de 
l'arc  de  cette  courbe.  Demander  la  longueur  de  l'arc 
d'une  courbe,  c'est  demander  sa  rectification,  parce 
que  la  solution  de  ce  problème ,  lorsqu'elle  s'obtient 
exactement,  met  en  état  d'assigner  une  ligne  droite 
qui  soit  égale  k  l'arc  dont  il  s'agit. 

a6o.  Je  prends  pour  premier  exemple  les  paraboles 
des  divers  degrés,  représentées  par  l'équation  jr=/»x"y 
n  étant  un  nombre  quelconque  entier  ou  fractionnaire  ; 
il  vient 


l'arc  parabolique  sera  donc  exprimé  par 

/dx(i+n»/>»x»*-*)'. 

Cette  intégrale  s'obtiendra  sous  une  forme  finie  et  al- 
gébrique, lorsque  l'exposant  an— 2  sera  ^al  à  l'unité 
ou  s'y  trouvera  contenu  un  nombre  exact  de  fois  (iga). 
Soit  d'abord  an-— a::=i,  il  en  résultera  nsss|»  et 

1 

fix ( I  +  nVx'»-')^  ss  -^ ( I + %p^x\   -f  consL  ; 

la  courbe  proposée  sera  donnée  par  l'équation  .T^'s/y^r* 
ou  jr*z=p*x^j  et. sera  par  conséquent  la  même  que 
la  parabole  du  troisième  degré  qui  est  la  développée 
de  la  parabole  ordinaii^  (81}.  Si  l'on  coknpte  les  arcs 
à  partir  du  point  où  x  =  o,  on  aura 


î  I 


I 


En  faisant =:  1 ,  1  désignant  un  nombre  entier, 

an— 2 


r 
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on  trouvera  n?= r-,  et  Téquation  ^"^  =s  p»'a:''"*^ 

fournira  une  infinité  de  paraboles  rectifiables  :  à  l'é- 
gard des  autres ,  on  ne  peut  obtenir  leurs  arcs  que  par 
approximation. 

Pour  la  parabole  ordinaire ,  dans  laquelle  n=  2,  on 

a/dx(i  -\-^p*s^y  ;  par  la  formule  {B)  du  n^  igS,  on 
trouve 

àx 


J  i/i' 


et  comme  . 


•/ 1/; 


dx 


=  —  \(2px+\/ i'{'^p^x^)+consL  (i84), 


|/i+4/^^      V 
il  en  résultera 

/ax(i+4/^*^)' ==^^(i+4P'^)'  +  ^K^px^\/rî4P^+const, 

Telle  est  la  valeur  d'un  arc  quelconque  de  la  parabole 
ordinaire  ;  on  peut  j  supprimer  la  conitante»  en  fai- 
sant commencer  l'intégrale  lorsque  x  =0. 
L'arc  des  hyperboles  données  par  l'équation  j^=px~**, 


a  pour  expression  yi^^^'djpC*****-}-/!'/^*)*,  et  ne  peut 
s'obtenir  que  par  approximation. 

261 .  La  différentielle  de  Tarc/le  cercle  est      ■     ^  —  ^ 

lorsqu'on  part  de  l'équation   ^'c=a'— x*    (64)9    et 

aAx 
—  — ■,  quand  on  emploie  l'équation. ......  •• 

|/2aap— «• 

jr^zsz^ax'^x^.'f  sons  l'une  et  l'autre  de  ces  formes, 
son  intégrale  ne  peut  s'obtenir  que  par  approximation , 
et  j'en  ai  déjà  donné  plusieurs  développemens  (2o5). 
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36a.  Je  passe  à  1  ellipstf,  et  je  prends  pour  éc^uatioti 
de  cette  courbe  y^  =  —  (a* — jp');  la  différentielle  de 


/ 


dx  \/a>  —  (a'  —  A')j:'     ^       ^  - 
son  arc  sera ■     — - —    lin    faisant  pour 

plus  de  simplicité  le  grand  axe  a  =s  i ,  et  le  quarré  de 
l'excentricité  a*  —  ^"  =  i  —  ^=  c*,  l'arc  deviendra 

■ — •  Déjà,  dans  le  n**  aoo,  j  ai  rapporte 

V/t  —  X' 

une  série  qui  donne  la  valeur  approchée  de  cette  in- 
tégrale, lorsquo  e  est  très  petit,  et\]ui  convient  aux 
ellipses  peu  aplaties. 

£n  supposant  x^=.\   dans  cette  série,  et  mettant  ~ 

2 

à  la  place  de  Tare  ^,  qui  est  alors  de  i^,  on  obtient 

I     /        i.i  .       i*iéi.3  ,      1.I.I.3.3.5  .  \ 

-«•(  f— <?■ 7-7^"' r   i  a  g  g— etc.  ) 

développenieni  très  convergent  lorsque  e  est  ime  petite 
fraction.  ' 

,  263.  La  différentielle  de  l'arc  elliptique  s'exprime  • 

d'une  manière  très  simple ,  au  moyen  de  Varc  qui  lui 
correspond  dans  le   cercle  décrit  sur  le  grand  axe 
PIC.  48.  comme  diamètre.  Soit£iV=s:^,  fi^.  4&;  on  aura 

djr 
CP  =  jr  =  sin^,     — =  ^1f , 

yx  —  x'' 
et  par  conséquent 

d .  ^3/ =  dip  V^  I  —  e' sîn  ^^ 
264.  L'équation  de  l'hyperbole  étant  • 
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on  a  — ^--^ — — -~— pour  la  dinerentielle  de  son 

arc.  En  faisant  a=i ,  a*+  ^"=  i  +  b*=^e* ,  cet  arc  se 

-« — ■  ■    ,  et  peut,  dans  le 

V^x* — I 

cas  où  e  est  très  près  de  l'unité ,  se  développer  en  série 

par  un  procédé  analogue  à  celui  du  n^  206. 

265.  Il  me  reste  k  parler  des  courbes  transcendantes. 
L'équation  de  la  cydoide  étant 

dx«_^t^(it4), 

yiajr  —  jr^ 
on  eu  tire 

différentielle  dont  l'inC^rale  est 


—  al/  aa(aa  —  ^)  +  consi. 


Il  est  évident  que     (/aa(aa  —  jr)    est    rexpression 
de  la  corde  mK^Jig,  Si,  du  cerde  générateur;  et,,^   ^^ 
coma&e  la  partie  variable  de  l'intégrale  s'évanooit  au 
point   /ik   où    j^=2a,    il  s'cosuit   qu'elle  exprime 
l'arc  MK  \  on  a  donc 


MK  =  a  (/aâ(aa  —  J^)  =  amÀ'. 

Quand  ^=0,  cet  arc  devient  AK^=iiiIKy  résultat 
qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n^  116,  et 
d'où  il  suit  que  l'arc  total  AKL  est  quadruple  du 
diamètre  du  cercle  générateur  (*). 


(*)  Si  l'on  représente  par  $  Parc  MK^  par  y\  la  ligne 

Kn  =  aa  — y,  et  que  I^od  change  a<i  en  a',  Texpression  de  âlK 
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a66. ,  Pour  donner  an  exemple  de  l'usage  de  là  for- 
mule |/u*d/*+ du*,  qui  exprime  la  différentielle  de 
Tare  d'une  courbe  rapportée  aux  coordonnées  polaires, 
(laS),  je  prendrai  les  spirales  dont  IVquation  est 
Il  =  al*,  et  j*aurai  à  intégrer  la  différentielle 


Lorsque  itssi,  on  a  seulement  a\i{û  +i)',  diffé- 
rentielle de  la  même  forme  que  celle  de  Tare  de  la 
parabole  ordinaire  (a6o),  et  d'où  il  suit  que  c'est  à  la 
rectification  de  cette  courbe  que  se  rapporte  celle  de 
la  spirale  d'Archimède. 

Dans  la  spirale  logarithmique  on  a  i  =  lu»  ce  qui 
donne 

l/iiVU*  +  du*  sr  du  l/â  : 

Tare  de  cette  courbe  a  donc  pour  expression 

u  ^2  -(-  const, ,  ou  seulement  u  |/a ,  en  partant  de  l'o- 
rigine des  rayons  ▼ectéui'S;  et  Ton  voit  que  quoiqu'il 
se  trouve,  entre  cette  origine  et  un  point  quelconque 
de  la  courbe,  une  infinité  de  révolutions,  elles  ne 
composent  cependant  qu'une  longueur  finie ,  égale  à 
la  diagonale  du  quairé  bîxX  sur  le  rayon  vecteur. 


trouvée  ci-dessoi ,  donne  Tëquation 

«  =  a  \/  €i'y\    ou    5*s=4«'y, 
dont  on  fc  sert  dans  la  Mécanique. 
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1 

Dé  la  cubature  des  corps  termines  par  des 
surfaces  courbes ,  de  la  quadrature  de  leurs 
aires  ^  et  de  V intégration  des  différentielles 
partielles. 

267.  Leâ  surfaces  courbes  que  les  Ge'omètres  ont 
consicTérées  les  premières,  sont  celles  de  révolution, 
parce  que  les  différentielles  de  leurs  aires  et  des  vo- 
lumes qu'elles  comprennent,  ont  une  expression  plus 
simple  que  leurs  analogues  dans  les  surfaces  courbes 
en  général. 

Soit  u  le  volume  du  corps  engendré  par  le  segment 
AMP^fig.  53,  d'une  courbe  quelconque  AZ^  tour-  pic.  53. 
nant  autour  de  Taxe  AB  pris  dans  son  plan  ;  il  est 
évident  que  ce  volume,  terminé  par  le  plan  circulaire 
décrit  par  l'ordonnée  ilfP,  est  une  fonction  de  Tabs- 
cisse  APz=zX.  Si  l'on  prend  une  autre  abscisse  AP\ 
que  l'on   mène  une  seconde   ordonnée  M'P'  et  les 
droites  MR  et  SM' ,  parallèles  à  PP%  on  verra  que 
le  volume  u  s'accroît  de  celui  que  décrit  le  trapèze 
curviligne  PMM'P'^  en  tournant  autour  de  PP'^  et 
que  ce  dernier  corps  «  compris  entre  les  cylindres  en- 
gendrés par  les  rectangles  MP'  et  Af 'P,  diffère  d'au- 
tant moins  de  l'un  et  de  l'autre,  que  les  points  Jlf 
et  M'  sont  plus  rapprochés,  en  sorte  que  la  limite 
des  rapports  d^ces  trois  corps  est  l'unité  :  on  peut 
donc,  lorsqu'il  s'agit  de  limites,  prendre  le  cylindre 
décrit  par  MP^,  pour  le  corps  engendré  par  PMM'P'. 
Ce  cylindre  ayant  pour  base  le  cercle  décrit  par  le 
rayon  PM^sj-,  son  volume  sera  wx*X  PP',  en 
nommant  w  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre; et  l'on  trouvera,  par  le  raisonnement   du 


n 
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n"  65,  que  -r-  =  sr^",  d'où  tt=ar/y»ir.  Lors  donc 

qu'on  aura  l'équation  de  la  courbe  AMZ^  on  substi- 
tuera pour  jr  sa  valeur  en  x,  et  l'intégra  lion  fera  con- 
naître le  volume  d'un  segment  quelconque  du  corps 
engendré  par  cette  courl)e. 

a68.  Pour  trouver  la  différentielle  de  l'aire  du  même 
corps,  il  faut  observer  que  l'accroissement  de  cette 
aire  étant  décrit  par  l'arc  MOM'^  qui  s'approche  sans 
cesse  de  la  corde  MM\  tend  à  se  confondre  avec 
l'aire  du  tronc  de  cône  droit  décrit  par  cette  corde; 
et  en  passant  aux  limites,  on  peut  prendre  Tune  pour 
l'autre  (^).  Mais  l'aire  du  tronc  de  cône  droit  décrit 
par  MM\  aura  pour  expression 

\  {^MP  4-  ixwM'P^)MM' 

et  en  la  comparant  à  l'accroissement  de  l'abscisse  PP', 
on  obtiendra 

^(MP  +  M'P')^; 

or,  en  passant  aux  limites,  M'P'  se  confond  avec  MP 

ou  ^,  et-pp7  =  V/  '+^  (64)  :  donc  le  coefficient 
différentiel  de  l'aire  décrite  par  l'arc  AM,  est  égal  à 

et  par  conséquent  afr^V/dx'-j-dj^»  est  la  différentielle 
de  cette  aire. 


(*)  On  Terra  siîscmeiit  qu^il  n'en  est  pus  aintî  cle  celln  dca  cy- 
lindres inscrit  et  (Hrconscrit,  engendres  par  MR  et  SM\ 
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On  parvient  sur-Ie-cbamp  à  cette  expression,  ainsi 
qu'à  celle  du  n^  précédent,  en  regardant  la  courbe  ^MZ 
comme  un  polygone  ;  car  alors  l'élément  du  volume 
est  le  cylindre  décrit  par  le  rectangle  MP^ ^  celui  de 
Taire  est  le  tronc  de  cdne  décrit  par  le  côté  MM\ 

a6g.  J'insisterai  peu  sur  les  applications,  qui  n'ont 
par  elles-mêmes  aucune  difficulté.  Si  l'on  prend  l'é- 

quation  à  l'ellipse,  j^=:— (^a* — «*),  on  trouvera 

que  le  volume  d'un  segment  du  corps  qu'elle  engen- 
dre, en  tournant  autour  de  Taxe  désigné  par  2a,  est 
exprimé  par 

— ^  l  (aoa:— x')a»  =  —  \ax^  — r- 1 4-  consi.    (267)  ; 

et  l'intégrale  étant  prise  depuis  a:=o  jusqu'à  x  =s  2tf , 
donne  -^^ —  pour  le  corps  entier. 

Quand  a  ==:  6 ,  ce  corps  devient  une  sphère ,  et  son 
volume  est  -^-r— ,  ainsi  qu'on  le  trouve  par  la  Géo- 
métrie élémentaire. 

Si  Tellipse  était  rapportée  à  son  centre,  ou  qu'on 

employât  l'équation  ^  =  -;  (a»  — ar*),   le  segment 
serait 


/ 


»*• «*• 


—  («1»— x»)dx  =  —  (3a«x  — x3)  4.  consi. , 


intégrale  qu'il  faudrait  prendre  depuis  x=:  —  a  jus- 
qu'à xs=a,  pour  obtenir  le  corps  entier,  et  qui  don« 
nerait  alors  le  même  résultat  que  ci-dessus. 
L'expression  de  l'aire  serait 

a5.. 


3S8  ^fLklTÛ   éLiMENTAIRB 


r 


a» 


Lorsque   a'^  b ^    cette  intégrale  Se  rapporte  fâcil^-^ 

ment  à  Taire  du  segment  circulaire  doul  Tabscisse  est  ot 

à* 
et  le  rayon  •  ■- Elle  est  lo^rithniique  quand 

y  a^ — î* 
^<C^9    puisque    le   radical    prend  alors   la   fonne 

t/fli -J-(^'— a')ar'.  Enfin,  si  l'on  suppose  a  =  6,  on 
a  seulement 

intégrale  qui  donne»  en  la  prenant  depuis  xss  — « 
jusqu'à  ar=  â,  4«^*  pour  Taire  totale  de  la  sphère. 

270.  Je  considère  maintenant  les  surfaces  courbes 
en  général ,  en  les  rapportant  à  trois  plans  perpendi- 
culaires entre  eux,  au  moyen  des  trois  coordonnées 

F.c.  54.  AP=x,  PM'^r^  M'M=z,  fg.5/^ 

Le  segment  APGMM'QBDj  ayant  sa  base  APM'(^ 
sur  le  plan  des  xjr^  et  terminé  par  les  deux  plans 
PM'MGj  QM'MB^  respectivement  parallèles  à  ceux 
des  yz  et  des  xzj  et  par  la  surface  courbe  proposée, 
est  nécessairement  une  fonction  des  deux  variables 
indépendantes  xeXjr\  il  peut  s'étendre  successivement 
dans  le  sens  de  chacune,  ou  varier  par  rapport  à  toutes 
deux  simultanément.  En  effet,  si  Ton  suppose  que, 
jr  demeurant  constant,  x  se  change  en  AP'^Pp^  ce 
segment  s'accroîtra  de  la  tranche  PGMM'm'mgp^  et 
de  la  tranche  QHMM'nnkÇj  si  Ton  fait  varier  jr 
seul  de  Qq;  enfin  si  j;  et  j*  deviennent  simultané- 
ment  AP-^Ppj  ÀQ-^'Qq^    le   même   segment, 
ayant  alors  pour  limites  les  plans  pN'Ng^  qN'Nh^ 
différera  de  son  état  primitif  par  les  deux  tranches 
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déjà  énoncées,  et  par  l'espèce  de  prisme  tronqué 
M'mN'n*nMmN^  qui  n'est  autre  que  raccroissement 
de  la  première  trancLe,  lorsqu'on  y  fait  varier  ^  seul , 
ou*  celui  de  la  seconde  quand ,  dans  cette  dernière,  on 
fait  varier  x  seul. 

Si  l'on  représente  par  u  la  fpnction  de  x  et  de  ^  qui 
expiime  le  volume  du  segment  APGMM'  QHD  ^\\  est 
évident  que,,  dans  l'expression  du  changement  total 
de  cette  fonction  (4i)>  les  termes  où  a:  a  varié  seul 
donneront  l'expression  de  la  première  tranche,  ceux 
oik  jr  9i  varié  seul,  celle  de  1^  deuxième  tranche,  et 
que  les  autres  appartiendront  au  prisme  tronqué  M* Ni 
on  aura  donc 

•«/«r       d'tt    »,   ,    ,   d^ii    -^,    .  ,    d'il    --^  , 

divisant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  hk , 

et  passant  aux  limites  relatives  à  l'anéantissement  de 

à*u 
l  et  de  it,  celle  du  second  membre  sera  .,■  ,.  ,  Or  le 

dxAjr 

prisme  tronqué  M'N  tend  sans  cesse. vers  le  paral- 
lélépipède formé  sur  la  base  M'm'N'n'  et  rordon- 
née  M'M\  et  peut  en  approcher  aussi  près  qu'on  vou- 
dra. Mais  si,  en  prenant  l'un  pour  l'autre,  puisqu'il 

s'agit  délimites,  on  substitue  M'm'  X  M'n'x^M'M^ 

au  prisme  M'N  y  qu'on  {asseM^m'  ou  Pp^zh^  M'n' 

M'N 
ouÇ7=A,  le  rapport  -tt-  seréduità  Af'ilf  =:zî  U 

résulte  donc  de  là  que   ,    ,     s=x,  et  que  pour  obtenir 

le  segment  APGMM'QHD^  il  faut,  par  l'intégra- 

'  d*M 
tion,  remonter  du  coefficient  différentiel  -,    ,  -    à  la. 

foiiction  U.P 
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27 1 .  Quoique  le  coefficient  différentiel  t—t-  soit  re- 
latif à^enx  variables,  on  peut  néanmoins  pairenîr 
à  la  fonction  dont  il  dérive ,  par  les  méthodes  données 
pour  rintégration  des  fonctions  d'une  seule ,  parce  qiic 
chacune  de  ces  variables  est  regardée  comme  cons- 

d*tt  d* 

tante  à  son  tour.  En  e£Eet,  à  cause  de    ,    .     as  -; — , 

ixdjr         àjr 

j  dtt  *» 

di 
on  aura --| — Aj-ssi'zàjr^  et  prenant  rint^grale   de 

chaque  membre ,  en  ne  considérant  comme  variable 

que  jr  settl,  il  viendra -t-  =b /id^,  d*où  l'on  tirera 

-^  dj:  =  dxfiâjr  ; 

intégrant  de  nouveau  y  mais  par  rapport  à  Jt  seulement^ 
on  trouvera  u  ssfdxfzdjr. 

En  ne  considérant  cette  recherche  que  du  côté  pu- 
rement analytique,  il  est  évidedt  que  la  constante  qu'il 
faudra  ajouter  pour  compléter  la  première  intégrale, 
peut  renfermer  x  d'une  manière  quelconque;  que  celle 
qu'on  mettra  à  la  suite  de  la  seconde  intégrale  doit 
être  considérée  comme  une  fonction  quelconque  de  Xk 
et  cela ,  parce  que  toute  fonction  de  x  seul  doit  dis- 
paraître comme  une  constante  lorsqu'on  ne  différentie 
que  par  rapport  à  ^,  et  qu'il  en  est  de  même  de 
toute  fonction  de  jr^  lorsqu'on  ne  différentie  que  par 
rapport  à  x. 

L'ordre  des  intégrations  est  indifférent  (4o)  (^).  En 

(^}  M.  Caachy  a  montril  qae  ceci   Délaie  plus  g<fD<fraIcm<nt 
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s'occopaui  d*abord  de  la  variable  Xy  on  aurail  eu' 

7~=~  ss-v^y  et  de  là  9  on  aarait  tire'  successivement 

^szfxdx,      u=fJirfiix. 

Ce  résultat  et  le  précédent  s'écrivent  comme  il  suit  : 
u  '=ffzijràXf       u  =  ffzàxHXy 

en  faisant  passer  les  deux  différentielles  sous  le  der- 
nier  signe  fj  ce  qui  est  permis ,  lorsqu'on  observe  que 
chaque  signe  n'est  relatif  qu'à  l'une  des  variables  en 
particulier.  ^ 

Pour  éclaîrcir  et  confirpier  ce  qui  précède  >  soit 

g=  ^;  il  viendra 

La  première  succession  d'intégrales  donne 

résultat  dans  lequel  X'  représente  nue  fonction  arbi* 
traire  de  x,  ajoutée  pour  compléter  l'intégrale  ;  en 
intégrant  de  nouveau  par  rapport  à  x,  ei  faisant 
fXàx  -=,  X,  on  trouve 


vai ,  loffqu^il  s^agissait  d'iot^ales  définies  ;  on  eo  trOQTcra  des 
ciemplcs  dans  la  note  E,  h  la  fia  de  cet  ounagc. 
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L'iutégrale  /  —  arcrtangss  -  j  s'obtient  en  série  ^ 
en  mettani  au  lieu  de  arcrtangss*^j  son  développe- 

y     y^      y^ 

ment  -  —  ^^  +  ^^  —  etc.  (2102)  ;  et  comme  il  faut , 

après  cette  intégration ,  ajouter  une  fonction  arbi- 
traire de  jTj  en  la  désignant  par  K,  on  aura  enfin 

En  opérant  dans  un  ordre  inverse ,  d'après  la  se-* 
conde  succession  d'intégrales,  on  trouvera 

Mais  si  l'on  observe  que 

arc (tang ^î)  =  ^  -  arc  (tong  =-0,       • 

on  aura,  après  la  dernière  intégration  et  Faddition 
d'une  fonction  arbitraire  de  :r, 

et  comme  on  peut  comprendre  le  terme  -  Ij"  dans  la 

fonction  arbitraire  K,  ce  résultat,  qui  se  changera  par 
là  en 


r 
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sera  le  même  que  le  précédent ,  ainsi  qu'on  peut  s'en 

convaincre  en  mettant  pour  i^rc  ftangss- json  déve^ 

•loppement. 

'  272.  Lorsque  Ton  regarde  ffzdxdjr  comme  expri- 
mant le  volume  d'un  corps,  il  faut  avoir  égard  aux 
limites  entre  lesquelles  doit  être  prise  chaque  inté- 
grale, et  qui  tiennent  à  la  nature  des  surfaces  par 
lesquelles  le  corps  proposé  est  terminé  latéralement. 

Lq  cas  le  plus  simple  est  celui  où  le  corps  est  fermé 
par  quatre  plaûs ,  parallèles  deux  à  deux  aux  'plan9 
coordonnés  CAD,^  BAD,  En  supposant  que  les  pre- 
miers répondent  aux  abscisses  xsisa^  xssa'f  et  les 
seconds  aux  abscisses  y=.b ^  y  ssib' y  on  prendra  Fin* 
tégrale/jsdxy  depuis  j?=sa  jusqu'à  'xTsx^d^  en  y  re^ 
gardant  d'ailleurs  y  comme  constant;  et  nommant P 
le  résultat  obtenu,  il  restera  i  prendre  Tintégrale 
fPàjTy  depuis  jrs=ô  jusqu'à  y:=.U. 

Lorsque  le  corps  proposé  est  terminé  latéralement 
par  des  surfaces  courber ,  les  valeurs  extrêmes  de  l'une 
des  variables  sont  liées  avec  celles  de  l'autre ,  ainsi 
qu'on  va  le  voir  dans  l'exemple  suivant,  où  il  s'agit  de 
trouver  le  volume  d'une  sphère  dont  le  centre  est 
en  ^,  et  dont  le  rayon  est  égal  à  r. 

On  a  j:'  -I-  ^* + j*  =  r%  et  par  conséquent 

Jfzàxiy  zsiffàxày  i^r^^x*'^y*  ^ 
puis,  en  supposant  jr  constant  et  r* — y*=r*^ 

on  trouve  fzdx  z=fdx{/r'* — x*  sr-arV^/*— x* 

+  ^  /•  arc  ^sin  =  y^  (249J. 
Cela  pose,  l'intégrale  ffdx^  exprioxant  l'aire  de  la 


1 
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section  faite  dans  la  sphère ,  parallèlement  au  plan 
des  xz^età  la  distance  AQ^^jr^  doit  être  prise  entre 
les  limites  de  cette  section ,  qui  sont  d^une  part  le 
plan  CADf  et  de  l'autre  le  cercle  BFEC^  suivant 
lequel  la  sphère  rencontre  le  plan  BAC.  A  la  première 
limite  :r=?o  y  à  la  seconde  x=  QF\  mais  cette  der- 
nière est  liée  avec^Q;  car  en  iaisant  z=:Oy  on  trouve 
«»-|-^'=:r»  pour  Téquation  du  cercle  BFEC,  d'où 

il  suit  que  QF=  Vr^—jfç^  V^—X"^  =  /  î  et 
par  conséquent ,  pour  une  valeur  quelconque  de  y  y  les 
valeurs  extrêmes  de  x  sont  o  et  K. 
Au  moyen  de  ces  valeurs ,  le  résultat  obtenu  plus 

haut  se  réduit  à  7  '*'*»  puisque  arc  (8in  =  i)  ss  -,  et 
l'intégrale  fàjrfzàx  devient 

Cette  dernière  doit  être  prise  depuis  la  plus  petite 
valeur  de  j-y  que  je  supposerai  nulle ,  en  fermant  de 
ce  côté  le  corps  par  le  plan  BAD ,  jusqu'à  la  plus 
grande  y  qui,  dans  le  cas  actuel  est  AC^:zr  :  le  vo- 
lume du  segment  ABCD^  qui  est  la  huitième  partie 

de  la  sphère  ^  sera  donc  -7-9  et  par  conséquent  le  to- 

lume  de  la  sphère  entière  sera  '^•^r-* 

11  est  à  propos  de  remarquer  qu'on  peut  obtenir 
immédiatement  le  volume  de  tout  l'hémisphère  supé- 
rieur auplani^^C,  en  prenant  la  première  intégrale 

depuis  ar  =  —  V^r» — ^» jusqu'à  xsa+^/r» — jr*\  car 
dans  ce  cas  les  valeurs  extrêmes  de  :r  se  terminent  de 
part  et  d'autre  k  la  cfrconférence  du  cercle  BFEC , 
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dont  jiC  est  le  nyon ,  et  Ton  a  la  valeur  complète 
de  fzdx  =  -  (r*— jr«).  Prenant  ensuite  riniégrale 

dans  toute  Fétendue  de  la  partie  de  Taxe  des  j^  com- 
prise dans  le  cercle  BFEC^  c'est-à-dire  depuis  l'ex- 
trémité de  son  diamètre ,  située  derrière  le  plan  BADj 
oùj^-s— -r,  jusqu'à  Tautre  extrémité  C,  où  ^3=+r, 

on  trouTC  — ;—  ;  et  en  doublant  on  a  ,   comme  ci- 

deteusy  -^^  pour  la  sphère  entière  (*). 

273.  En  considérant 'les  différentielles  comme  les 
accroiisemens  infiniment  petits  des  yariables,  on  peut 
négliger  la  différence  du  prisme  tronqué  M^Nj  au 


{*)  On  paise  bien  aisément  de  ce  résultat  h  l'expression  da  ▼o- 
lome  d^aa  ellipsoïde  quelconque.  L'ëqaatîon  de  sa  sarface  étant 


'*        y*       **  A  /       Jt*       r* 

— ; -4- TT +-r  ssi,   donne   «=rc\/i —  V-î 

a*       b*       c*         '  y         a*       h* 

et  poêaot  -csa',   ^z=zy\    d'oh    djtssady»  d/  =  W^% 

on  obtient  ffiàxày  :s=  aAcy/djK^dyi/i— y«-jy'*. 

Or  les  limites  des  Tariables  jr,  y,  ëtaot  a,  &,  celles  de  4/,^^,  ê^ 

loni  I,  cl  par  conséquent  Hntégrale  ffàj/Ay^i/i — a/»-j/»  expri- 
mera le  volume  de  la  sphère  dont  le  rayon  =  i  :  le  volume  de 

kw 
rellipsoide  sera  donc    ahc»*^,    c^est-4i-dire   le   même  que  celai 

s.«. 
d'ane  sphère  dont  le  rayon  est  y  abc,  résultat  analogue  à  celui  du 
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prisme  complet  ayant  pour  hauteur  M'M^  et  le  re-- 
garder  alors  comme  forme  de  petits  paralIcUpipèdes 
ayant  pour  base  le  rectangle  M^m'N'n\  pour  hau-  1 

teur  djEy  et  étant  par  conséquent  exprimés  par  éxàjràz.  1 

Pour  obtenir  la  somme  des  parallélépipèdes  contenus 
dans  le  prisme  entier,  il  faut  intégrer  cette  expression 
par  rapport  a  jS' seulement  ^  ce  qui  donneva 

fdxôjrdz  =:  zixdj^j 

comme  on  l'a  trouvé  ci*dessus. 

On  observera  ensuite  que  la  valeur  complète  de 
Ajrfzàx  est  l'expression  de  la  somme  des  parallèle* 
pipèdes  contenus  dans  la  tranche  FHQqhfy  comprise 
entre  deux  plans  parallèles  au  plan  BAD  des  xz\ 
mais  fzàx  étant  Taire  de  la  sec^on  FHQ^  il  s'eiisuit 
que  la  tranche  infiniment  mince  FHQqhf  fent  ètie 

regardée  comme  égale  à  FHQ  X  Ç?»  c'estp^^dire  » 
l'aire  de  la  courbe  qui  lui  sert  de  base,  multipliée  par 
l'épaisseur  Çy.  On  voit  enfin  qnefâjrfzdx  exprime  la 
somme  de  toutes  les  tranches  semblables  comprises. 
dans  le  volume  cherché. 

Il  est  évident  qu'on  représente  toutes  ces  opéra-^ 
lions,  en  considérant  l'intégrale  triple  /ffdxdjrdz 
dont  chaque  signe  se  rapporte  à  Tune  des  variables  x„ 
jreiz^ 

2f  4-  ^  général,  s'ii  faut  obteùir  la  portion  d» 
corps  proposé,  terminée  latéralement  par  le  cylindre 
ne.  55.  élevé  perpendiculairement  au  plan  BAC^fig.  55,  sm* 
la  courbe  donnée  EN' G' y  on  prendra  l'intégrale  yidr,. 
depuis x=^P jusqu'à  x^=^Apj  afin  que  l'expression 
dxfzdx  devienne  celle  de  la  tranche  MM'N'Nnn'n^m. 
Les  lignes  AP  et  Ap^  respectivement  égales  à  QH* 
et  QN\  seront  données  en  fonction  de  AQ^sj'r  par 
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Véquation  de  la  courbe  E^N'G'  dont  elles  sonl  les  abs^ 
cisses  ;  en  les  représentant  par  F{jr)  et  fijr)  »  on  devra 
prendre  fzàxj  depuis  x=F(jr)  jusqu'à  xz=zf(jr)^ 
ce  qui,  comme  l'on  voit^  introduira  de  nouvelles  fonc- 
tions de  j"  que  z  ne  renfermait  pas ,  et  pourra  aug-^ 
'  inenter  ou  diminuer  la  difficulté  de  la  seconde  inte'- 
gratioa.  Pour  obtenir  ensuite ,  dans  celle-ci ,  la  valeur 
totale  de  l'espace  cherché,  ou  la  somme  des  tranches 
dont  on  a  déjà  l'expression  générale,  il  faudra  prendre 
f^jrfzdXf  depuis  jrzzzAF  jusqu*à  ^=:-*^ir,  valeurs 
qui  répondent  aux  limites  £^  et  G'  de  la  courbe 
E'N'G'j  dans  le  sens  des  jr. 

Il  pourrait  arriver  que  le  contour  BfIf'G\  au  lieu 
d'être  une  courbe  continue ,  fût  l'assemblage  de  plu- 
sieurs portions  de  courbes  différentes;  l'application, 
des  principes  précédens  à  ce  cas  est  trop  facile  pour 
qu'il  soit  besoin  de  s'y  arrêter. 

27S.  On  parvient  à  Texpression  générale  de  la  diffé- 
rentielle delVire  d'une  surface  courbe,  en  imaginant 
cette  surface  partagée  en  zones,  telles  que,£G^e, 
^g.  54»  par  des  plans  parallèles  à  l'un  des  plans  coor^  pi^.  54. 
données,  et  en  concevant  que  chacune  de  ces  zones  soit 
découpée   en  portions  quadrangulaires  il/mA^n,  par 
des  plans  parallèles  à  un   autre  plan  coordonné.  A 
l'inspection  de  la  figure,  on  voit  que  Taire  DGMH^ 
que  je  représenterai  par  #>  s'accrott  du  quadrilatère 
crrriligne  GMmg,  quand  x  augmente  de  Pp^  et  que 
ce  quadrilatère  s'accroK  de  MmNtij  quand  j-  vient 
ensuite  à  augmenter  de  Qq,  Un  raisonnement  sembla- 
ble à  celui  du  n^  a^o  fera  voir  que  la  limite  du  rapport 

de  = — ==^  est  éfsale  au  £oe£Eicient  différentiel  -: — i- 

PpX^  ^^4r 

Pour  parvenir  à  cette  limite ,  on  observe  d^abord 
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que  les  quatre  plans 

m  M    et    N'n,     n'M    et    N'm, 

parallèles  deux  à  deux  aux  plans  des  xz  et  des  jz^ 
et  qui  déteiminent  le  quadrilatère  courbe  MmNn^, 
déterminent  aussi,  sur  le  plan  tangent  au  point  M^ 
Fio.  56,Jig.  56  y  un  parallélogramme  MXZY^  sur  lequel 
toutes  les  lignes  tirées  du  point  M  seraient  tangentes 
aux  diverses  sections  que  feraient ,  dans  le  quadrilatère 
couri)e,  des  plans  menés  par  l'ordonnée  M'M^  et 
auraient  avec  les  arcs  de  ces  sections  un  rapport  ten- 
dant sans  cesse  vers  l'unité  (63)  :  on  peut  donc ,  dans 
la  limite  cherchée ,  substituer  au  quadrilatère  courbe 
MmNrij  le  parallélogramme  MXZY,  dont  l'aire  est 
à  celle  de  sa  projection  M'm'N'n\  comme  le  rayon 
est  au  cosinus  de  l'angle  compris  entre  le  plan  tan- 
gent et  celui  des  xjr'  (^.  Or,  la  normale  MG  et 
l'ordonnée  M' M  étant  respectivement  perpendicu- 
laires à  ces  plans,  Tangle  qu*ils  comprennent  sera  ^al 
à  GMM\  et  aura  par  conséquent  pour  cosinus, 

ce  qui  donne 

1HXZ¥=  M'm'N'ti  .^  s=  dxd^  i/î+?+?  '■ 
on  a  donc  g, 


(*)  ^qyrzpourcelïe proposition,  Icn*  6o<îa  Complément  des 
Élément  de  Géométrie,  et  poar  ce  qai  précède,  le  Traite  in-4'*» 
t.  II,  p.  198 ,  note. 
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ou  il  faut  observer  que  Ajrfàx  ^  i  +/>'+5r*  représente 
l'aire  de  la  lone  FBhf^  fig,  54-  no.  5} 

276.  Si  l'on  prend  encore  la  sphère  pour  exemple, 
son  équation  x*  +  ^*+  «*  =  y*,  donnera 

et 

posant  ensuite  r*— -^*=K*9  cette  intégrale  deviei^dia 

qui,  prise  depuis  orsso  jusqu'à  a:=/s=3y^r*— j^,  est 

égale  à  -,  et  ne  laisse  pour  la  seconde  intégration  que 

«r  _.         «r    ' 
-./d^  =  — j'. 

2  2 

f  1  est  aisé  de  voir  que ,  comme  on  n'a  pris  le  radical 

l/r* —  x^^jr^  qu'avec  le  signe  + ,  on  n'a  dû  obtenir 
que  la  portion  d'aire  supérieure  au  plan  des  xjr^  que, 
de  plus ,  les  limites  assignées  à  x  n'embrassent  qu'une 
moitié  de  la  partie  supérieure  de  la  zone  perpendi- 
culaire à  l'axe  des  jTy  ^^  qu'ainsi  -  la  zone  entière 
serait  exprimée  par  d^rrj-,  c'est-à-dire  par  la  circon- 
férence d'un  grand  cercle ,  multipliée  par  la  portion 
du  diamètre  comprise  entre  les  plans  qui  terminent 
cette  zone,  résultat  conforme  à  ce  qu'on  a  vu  dans  la 
Géométrie  élémentaire.  Quant  aux  limites  de  y^  il 
est  évident  qu'il  faut  prendre  —  ret  ^  r,  lorsqu'on 
veut  obtenir  l'aire  totale  de  la  sphère. 
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277.  L'Application  de  l'Analyse  à  la  Mécanique 
conduit  souvent  à  des  intégrales  triples  de  la  forme 
V  jffFàxAjAzy  dans  lesquelles  la  fonction  P  peut  ren- 
fermer les  trois  variables  X  y  j-y  Zj  considérées  comme 
indépendantes  les  unes  des  autres  »  en  sorte  que 
chaque  signe  d'intégration  ne  tombe  que  sur  une 
d'elles  en  particulier  (273).  Il  est  aisé  de*  voir  que 
ces  intégrales  proviennent  de  la  détermination  d'une 
fonction  u  dépendante  de  trois  variables  x,  jr^  x, 
et  dont  on  ne  connaît  que  le  coefficient  différentiel 

5^^,do«néparl'éqaation5^^  =  ^;    car   on 

tire  de  là,  en  opérant  comme  dans  len®  271,  i®.  en 
regardant  xet  jr  comme  constans , 

dx  =s  d  T— r  =  ^d«,   j—t-  -zizfViz  +  7^, 


àxAjiz  àxAjr  Âxi\jr 

T  étant  une  fonction  arbitraire  de  x  et  de  j^  ;  2®.  en 
regardant  x  et  x  comme  constans  | 

T^  désignant  la  fonction  arbitraire  de  x  et  dé  y^ 
résultante  AefT'ijr^  et  y  une  fonction  arbitraire 
de  or  et  de  z;  V*.  enfin  ^  en  regardant  jr  et  z  comme 
constans, 

îj^  dr  =  AxfAyfFit  +  TAx + S'Ax , 

u  ^fAxfAjfFAz+  T+  S+R, 

TeiS  représentant  des  fonctions  arbitraires  résul- 
tantes AefT*dx  et  AefS'Ax^  et  R  étant  une  fonction 
arbitraire  de  j"  et  de  x  :  l'intégrale  complète  renferme 
donc  trois  fonctions  arbitraires ,  savoir,  une  Acx  et 
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ûe  jTj  •une  de  «r  et  de  ;e  ,  et  uoe  de  x  et  de  z.  Eb  réu- 
nissant les  différentielles  sons  le  dernier  signe  d'inté- 
gration,  fAxfàjrfF&A  devient  fffFAxàjrAz ,  et  a,  sons 
cette  dernière  forme ,  la  même  signification  que  «ous 
la  précédente. 

Cet  exemple  suffit  pour  montrer  comment  on  re- 
viendra du  coefficient  différentiel  d'un  ordre  quel- 
conque d'une  fonction  de  plusieurs  Tariables ,  k  cette 
fonction  elle-même.  Les  fonctions  arbitraires  intro- 
duites ici  n'ont  rapport,  comme  dans  le  n®  272 , 
qu'au  cas  où  les  intégrales  sont  prises  entre  des  limites 
pour  lesquelles  les  variables  x^  X  et  z  sont  indépen- 
dantes les  unes  des. autres;  mais  le  plus  souvent» 

l'intégrale  relative  à  z  doit  être  prise  depuis 

zsszFiXyjr)  jusqu'à  z^sf{x^jr)  ,  F  et  /  étant  des 
fonctions  données,  l'intégrale  relative  à  j^  depuis 
j^  ==  F, (j:)  jusqu'à  ^=y,(ar),et  enfin  l'intégrale  re- 
lative à  X y  depuis  x^a  jusqu'à  x^s=:à. 

De  V intégration  des  différentielles  totales  con  - 
tenant  plusieurs  variables  indépendantes. 

278.  Les  fonctions  contenant  plusieurs  variables  in- 
dépendantes ,  ont  deux  sortes  de  différentielles ,  savoir, 
des  différentielles  partielles  et  des  différentielles  to- 
tales (46)  ;  on  a  déjà  vu  dans  les  n**  27 1 ,  277,  comment 
on  npuvait  remonter  d'une  différentielle  partielle  ex-« 
pnKe  par  les  variables  indépendantes ,  k  la  fonction 
primitive ,  et  que  ce  problème  est  toujours  possible , 
puisqu'il  se  rapporte  immédiatement  à  l'intégration 
d'une  différentielle  à  une  «seule  variable.  Il  n'en  est 
plus  de  même  quand  on  prend  au  hasard  une  ex- 
pression de  la  forme  MAx^IS'ày ,  pour  la  diffé- 
rentielle totale  d'une  fonction  de  deux  variables ,  parce 

C<dc,  intég.,  5"  t'dition.  36 
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que  lequation  ^     .    ==  j    v      (40)  établit ,  entre  les 

quantités  M  et  N^  une  relation  sans  laqueHe  elles  ne 
'peuvent  dériver  <['ane  même  fonction  primitive. 
En  effet ,  si  l'on  pose 

il  en  re'sulte 

dii_«-    ^  — AT    Jl!îL— ^^      d^i/    _diy 
dï"    /   dr~     '  dj-dx^d^'  d:wij-~da:' 

et  par  conséquent 

dLW_dJV 

àjr         dx' 

Il  faudra  donc  que  toute  expression  Mdx  +  A^d^^ 
quand  elle  sera  la  différentielle  totale  d'une  fonction 
des  variables  x  et  jr^  rende  identique  l'équation  ci- 
dessus;  et  alors,  pour  remonter  à  son  intégrale  i/, 

on  aura  ilf  =s^ ,   A^^  -p,  d'où  l'on  déduira  la  va- 
leur des  différentielles  partielles.  . 

£n  prenant  celle  de  la  différentielle  relative  à  x,  par 

exemple,  il  viendra  -p  dxz=zMdXy  et  par  consé- 
quent u=fMdx  -|-  Y,  On  ajoute  dans  ce  cas ,  comme 
dans  celui  du  n^  2719  une  fonction  arbitraire  de^, 
puisque  l'intégration  n'a  eu  lieu  que  par  rapport^la 
variable  x  ;  mais  ici  cette  fonction  se  détermine  pRe 
que  la  valeur  de  u  doit  satisfaire  encore  à  l'équation 
du 

Ar 

L'équation  u  =s  [Mdx  -f  Y  donne 

di/_d/Mdx      dr 
dj  djr  djr 
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Teprésentant  fMAx  par  c,  on  aura 


dM_di;      dr 

4r    4r    ^x^  * 


d'où  l'on  tirera 


et  en  intégrant , 
on  trouvera  donc 

teUe  est  l'intégrale  de  la  fonction  proposée. 

dv 
Ce  résultat  fait  voir  que  la  fonction  A^  •—  t-  ne 

doit  renfermer  que  la  seule  variable  jr^  sans  quoi 
il  ne  serait  pas  vrai ,  comme  on  l'a  supposé  y  que  MAx 
et  Này  fussent  les  différentielles  partielles  d'une  même 

fonction  u.  Il  suit  de  là,  que  la  fonction  AT—  -r- ,  ne 

contenant  pas  x,  ne  doit  pas  varier  par  rapport  à  cette 
quantité  y  et  qu'ainsi  * 

àN  _    dV    _ 

dx        dxdjr  ' 

mais  ou  a 

dx  dv 

!  «5 —    et    -T-  =ilf  : 
ajr  dx 


d'u 
dxd  jr'^ 

dV 
"d^dx 

il  vient  donc 

dV 

dM 

m   ^^^^       1       M  ■  I 

diV      d^_ 
dxdjr      dj*         dx       d^  "^ 


4o4  trait!   iLéUENTAIRB. 

Cette  condition ,  trouvée  plus  haut,  e$t  par  conséquent 
la  seule  nécessaire  pour  assurer  Tintégrabilité  de  la 
différentielle  Max  -f-  iVd^  ;  et  quand  elle  n'est  pas 
remplie ,  l'expression  proposée,  ne  pouvant  résulter 
de  la  di£férentiation  d'une  fonction  primitive  à  deux 
variables,  ne  saurait  être  une  différentielle  exacte, 

t"dx— ardy 
179.  La  fonction  î^ — — - — ^  étant  écrite  ainsi , 

X  '^  jr 

ûr    A « 


djr  —   ■    .      '  d J'y 


donne  successivement 


dJI/_   x^—j^   _ÎN 
àjr  "  (x^+jr^y  ""  "3*  ' 

dx 


fMàx 


/y  dx 

=  arc(tang=^)  =  i^, 

d'où  M  =  arcrtang  =  -j4"î^* 

Dififérentiant  et  faisant  tout  varier,  on  trouvera 

comparant  avec  la  fonction  proposée ,  on  aura 
dK  :=  o ,     d'où     Y  =  contt, , 
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et  par  conséquent 
Soit  encore  la  fonction 


en  la  comparant  avec  la  formule  Max  4-  iV^^,  on  a 
d'où  l'on  déduit 


dj'  X»  «'i/.ï*+^*' 

diV      a  r+a  V/«*+r*  ^^ 

Ces  valeurs  étant  réduites,  deviennent 

dJlf_a^        ar'+a^'         diV 
d^  ~  j:3 ''"^^^qr^~  da:  ' 

et  par  conséquent  la  fonction  proposée  peut  s'intégrer 
inmiédiatement.  On  obtient  d'abord 

fMàx  s,  ix  -  £1  +  rf%  l/ï^i 


{^)  Je  me  sait  arrête  sur  celte  intcgration  ,  parce  qu'elle  sert  de 
base  à  une  démonstration  très  ^lëgante  da  principe  ^e  lu  composi- 
tion des  forces,  donnée  par  Laplacc,  dans  sa  Mécanique  céleste. 
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mais  rintëgration  par  parties  donne 

et  faisant  {/x^  +  jr^  =  jg,    on  trouve,  en  opérant 
comme  dans  le  n?  198, 


f: 


cLr 


donc      /JRfd:c  =  Le  —  j21  —  îdL^li22 

4.-1 ^ = 

On  a  ensuite 


2  \/x^+y    V    V 

d'où  il  résulte  K=i  1^  +  co/w/. ,  et  enfin 


280.  Les  différentielles  contenant  un  nombre  quel- 
conque de  variables,  s'intègrent  par  une  extension  de 
la  méthode  précédente ,  qu'il  suffira  d'appliquer  aux 
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fonclioDS  de  trois  variables.  Soit 

Max  +  Nàjr  +  Pdz 

une  différentielle  de  ce  genre,  M^N^P  de'signant 
des  fonctions  de  x,  j^  et  z  ;  en  y  supposant  alternatif 
veinent  dz,  ijTy  àx  nuls,  c'est-à-dire  en  regardant 
tour  à  tour  z,  jr  et,  x  comme  constans,  on  doit  suc- 
cessivement obtenir  trois  différentielles  exactes  entre 
deux  variables  y  savoir, 

MAx  +  Nàj^,    Max  +  Paz ,     NAj  +  Pdz , 

desquelles  il  re'sultera  nécessairement 

dilf_diV       difcf_dP       diV_dP         ^ 

57~dJ'     d7~dJ'    dT-^dJ  ^^'^^• 

Lorsque  ces  équations  de  condition  sont  vérifiées ,  la 
différentielle  {uroposée  est  exacte ,  et  peut  s^intégrer  en 
commençant  par  opérer  sur  l'une  quelconque  des  dif- 
férentielles à  deux  variables  qu^  en  a  déduites.  Si, 
par  exemple ,  on  a  fait  à  la  preJoRère ,  Mix  -(-  T\'àjr^ 
l'application  du  procédé  du  n^  278,  et  que  le  ré- 
sultat soit  représenté  par  v ,  on  aura 

f{Mix  +  Này  +  Pdz)  =  ^^  +  Z, 

Z  étant  une  fonction  de  z  seul ,  et  provenant  des  termes 
de  la  fonction  primitive  cherchée,  qui  ne  conticnuent 
pasx  et  jr^  Cela  posé,  si  l'on  différentie  l'équation  ci- 
dessus  ,  en  y  faisant  tout  varier,  il  viendra 

La  dernière  de  ces  équations  donne 

i\Z  _  p  _  ;^ 
"37  ~  dz' 
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d'où 

Z  =  rfp^j-\  dz  +  consL, 

d^ 
poturru  que  P  —  -7-  ne  contienne  ni  jr,  ni  j*  :  on  doit 

donc  avoir 


dp         dV   _  dP         d'y    _ 

da:       dordx  '     cT;^       d j-dx  "~    ' 

ce  qui  revient  à 

dP_d^_         dP       d/V  _ 
dx         djç  "^     *    d^        dz  * 

en  intervertissant  Tordre  des  deux  difTërentiations  in- 

dv        di' 
diquées  sur  y,  et  mettant  pour  j~  ^^  ;r*'  leurs  va- 
leurs M  et  N.  Les  deux  conditions  que  je  viens  de 
trouver,  jointes  à     0 

dM  _  dN 

dj"  "^   dx 

que  suppose  l'intégration  de  la  différentielle 

Mdx-\^Ndjr^  étant  les  mêmes  que  celles  qui  se  sont 
présentées  au  commencement  de  l'article,  font  voir  que 
ces  dernières  sont  suffisantes  pour  constater  llnt^ra» 
bilité  d'une  fonction  différentielle  quelconque  à  trois 
variables;  et  lorsque  ces  conditions  ne  sont  pas  sa- 
tisfaites ^  la  proposée  ne  peut  dériver  d'aucune  fonc- 
tion primitive  renfermant  le  même  nombre  de  va- 
riables indépendantes. 

Eu  général,  il  est  visible  qu'une  différentielle  exacte 

comprenant  n  variables,  doit  présenter  -^ dif- 
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férentielles  exactes  à  deux  variables,  ce 'qui  fournit 
un  pareil  nombre  d'équations  de  condition  ;  et  de  là 
on  peut  s'élever  aux  conditions  que  doivent  ren^plir 
les  diflférentielles  des  ordres  supérieurs  :  mais  elles 
s'offriront  presque  d'elles-mêmes ,  dans  le  Calcul  des 
variations',  qui  entre  dans  le  plan  de  cet  ouvrage, 
c'est  pourquoi  je  ne  m'y  arrêterai  pas  ici  {*). 

281 .  Le  procédé  suivi  pour  obtenir,  dans  le  d?  a^S, 

l'expression  de  -s—,  équivalente  à  -^-r ,  conduit  à 

une  formule  très  utile ,  qui  apprend  à  différentier  sous 
le  signe  /,  par  rapport  à  une  autre  variable  que  celle 
a  laquelle  il  se  rapporte. 
£n  effet,  l'équation 

dV     _  àM 

dxdjr  djr* 

revenant  à 

,  dt»  j  ^^ 

ÎP      àM     .  3^,         dW, 

-T-^  =  -r-»  donne  -t-=^  dx=-7— dx, 
Qx         djr  dx  djr 

et  chacun  des  membres  de  cette  dernière  étant  intégré 
par  rapport  à  x,  il  vient 

di'       ràM^  dfMdx       ràM. 

dj-^J-d^^-  ou  __=y_dx, 

en  remettant  pour  \^  sa  valeur  fMdx  (**). 


(*.)  yofez  d^ailleun  le  Traite  ia-4*»  t.  II,  p.  aSa. 

{^*)  Lcibnitz,  h  qui  ce  chcorème  est  dîi,  Tappelait  </i^ere/7ffa/io 
deeurvdin  curvam,  paice  que  dans  la  question  qu^il  se  propo» 
sait  de  résoudre ,  il  passait  d*ane  courbe  à  une  autre  de  noémc 
flspècc,  en  faisant  varier  un^ constante. 

Ou  y  parvieût  aussi  cd  cucrchant  immcdiutcincnt  la  différentielle 


n 
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De  Vifitégration  des  équations  différentielles 

à  deux  variables. 

De  la  séparation  des  variables  dans   les  équations 
différentielles  du  premier  ordre, 

282.  Dans  ce  qui  précède,  j'ai  supposé  que  les 
coefficiens différentiels  de  la  fonction  cherchée,  étaient 
exprimés  immédiatement  par  le  moyen  de  la  variable 
indépendante;  mais  le  plus  souvent  on  n'a  qu'une 
équation  différentielle  qui  renferme  aussi  cette  fonc- 
tion. Pour  le  premier  ordre,  Téquation  différen- 
tielle ,  lorsqu'elle  est  du  premier  degré  par  rapport  à  àx 
et  à  d^,  a  nécessairement  la  forme  MAx-^^NàjrTrzOy 
et  elle  exprime ,  ainsi  qu'on  l'a  fait  voir  n^  4^  >  ^"^ 
relation  entre  la  variable  or,  la  fonction  jr  et  son 

dr 
coefficient  différentiel  -f- . 

ax 

Le  moyen  qui  s'est  ofifert  te  premie%attx  Analystes, 

pour  découvrir  l'équation  primitive  dont  celle-ci  tire 

son  origine,  a  été  de  chercher  à  séparer  les  variables, 

-    -  '       - 

àtfMàx;  par  rapport  à  y  ;  car  il  est-  évident  que  pour  obtenir 
cette  différentielle,  il  faat  labititner  y'^ày  h  ^.  dans  la  fonc- 
tion fMAx  f  qui  devient  alon 

rÇM-k-  ^ày-i-  etc.)  dx  =  /Mdx  +  P^  àxày  +  etc. 
as  fMdx  -f-  d^  /  -r—  d*  -h  «le, 
paisquc  le  signe  /  nVsi  relatif  qu'îi  la  variable  x  :  on  aura  donc' 

/—dx 
ày 

Ici    les  iat4:çrale8  sont  supposccs  ittéiinic^  .  les  autres  seront 
considérées  dans  la  noteE,  à  la  On  de  rouvrago. 


I  d/Mdx 
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c'est-à-dire  à  ramener  réquaùon  Méx-j^Ndj-zno  à  la 
forme  Xdx  +  Kdj:s=o,  X  e'tant  une  fonction  de  x 
seul,  et  F  une  fonction  de  jr  seul.  £n  effet ,  lorsqu'on 
est  parvenu  à  ce  point,  les  termes  Xdx  et  Vdjr 
sMntègrent  par  les  méthodes  enseignées  précédem- 
ment ,  et  l'on  a  fXàx -f-  fYAjr  =sC^  C désignant  une 
constante  arbitraire. 

Pour  donner  un  exemple  des  cas  où  l'équation  dif- 
férentielle se  présente  immédiatement  sous  la  forme 
ci'd^ssus,  soit  x'^dx  ^j-^dj- zss  o  ;  on  trouvera  sur- 


le-champ  '  +  -~ —  =  C. 

'^  m+i       n-f-  I 

Si  l'équatioB  proposée  était   jrdx -^  xdjr  xs  o  ^    la 

séparation  serait  facile  à  effectuer,  car  l'on  voit  qu'en 

dx      dr 
divisant  par  xj-f  on  trouverait -î^  =  o  ;  prenant 

séparément  l'intégrale  de  chaque  terme  de  cette  der- 

t  X 

nière,  on  aurait  Ix^^ij'sszC*   ou  1 -  =  C;  et  puis- 
que l'on  peut  regarder  la  constante  arbitraire  comme 

un  logarithme,  on  en  conclurait  I-=:lc.   En  pas- 

•y 

,    X 

sant  aux  nombres,  il  viendrait  ~  =  c,  ou  a: s=cr. 

Apfès  cet  exemple  f  on  reconnaît  sans  peine  que  la 
séparation  des  variables  a'effeftuera  de  la  même 
manière  dans  les  équations  Ydx  •—  Xdjr  ss  o  ^ 
XK,dx*—  FX|dj-=:o;  caria  première  donne 

dx         dr 

et  la  seconde 

Xdx        Ydr 

««.  — £,  ^3  0. 
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àr 
En  général ,  si,  lorsqu'on  prend  la  valeur  de  -p    dan» 

àr 
réquaiion  proposée,  on  trouve  -pss^K,  il  est  fa- 
cile d'en  tirer 

Xdx  —  -—-  :=  a, 
et  par  conséquent 

fXâx  -f^=  C. 

383.  n  y  a  encore  un  cas  très  étendu  où  Ton  sé- 
pare facilement  les  variables;  c'est  lorsque  M  et  N 
sont  des  fonctions  homogènes  de  x  et  de  jr.  On  s'ap- 
puie pour  cela  sur  ce  que ,  si,  dans  une  fonction  al-- 
gébrique  4^s  quantités  x,  y,  z,  etc.j  ou  la  somme 
des  exposons  de  chacune  de  ces  lettres  est  ta  même  pour 
tous  les  termes,  et  égale  à  m,  on  substitue  Px  à  y, 
Qx  d  z^  etc. ,  le  résultat  sera  divisible  par  \^.  En  effet, 
un  terme  quelconque  de  cette  fonction  étant  de  la 
forme  Ax^y^z^  etc. ,  deviendra  par  la  substitution  in* 
diquée,  AP^Q^. . . , a:"'*'^'*'^'''^*'^- ;  mais  par  l'hypothèse 
on  a  y  dans  tous  les  termes,  n -}->/'*{"  ^+ct<^*-  •  .='n  : 
donc  x"*  sera  facteur  commun.  Il  suit  de  là  que  si  la 
fonction  proposée  était  égalée  à  zéro ,  ou  bien  qu'elle 
fût  une  fraction  ayant  pour  numérateur  et  pour  dé- 
nominateur deux  polynômes  homogènes  du  même 
degré,  la  quantité  x  disparaîtrait  entièrement  da 
résultat. 

D'après  ce  qui  précède ,  il  6u£B,t  de  faire  j-zs^xzy 

pour  séparer  les  variables  dans  l'équation 

ilfdx  +  Nàj-  =  o.  En  effet ,  les  fonctions  M  ei  N 
prennent  la  forme  Zx",  Zix"",  Z  et  Z.  ne  renfermant 
€[ue  la  nouvelle  variable  z\  divisant  alors  par  x"'^ 
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"et  metlant  pour  djr  sa  yaleur,  zdx-^'xàz,  il  rient 
iZdx  +  2,{  zdx  +  xd«  )  =  o ,  résultat  qu'on  peut 
changer  en 

dx  ,      Z.ds 

«t  d'où  l'on  tire 

Z.cU 


/t+/; 


Z+zZ, 


=  c. 


J'appliquerai  d'abord  cette  transfonna^on  à  Té- 

quation 

xdx  +  jrdjr  ==:  n^djr 

qui  devient 

(x  —  nj-)djp  +  x^f  =  <>> 

en  passant  tous  les  termes  dans  un  membre  ;  j'aurai 

«  /•dx  ,   r     zdz  ^ 

peut  se  simplifier  en  observant  que 

ziz         ï  agd;s  —  ndz       i         ndz 

,  _  HZ  4-  «•  ~2i  —  njï+2*"*"5i  —  n«  +  «** 

car  il  vient  alors 

Lrj.ii(,— aï +  «')+- r Tr:î=^- 

'a  ^    ^      aj  I —  n«  +  z* 


L'intégrale  qui  reste  à  obtenir  dépendra  des  loga- 


rithmes  si  -^-i ,  des  arcs  de  cercle  si-  <  i ,    et  sera 
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algébrique  si  -  =  i .  Je  ne  rapporterai  qae  le  résultat 


relatif  à  ce  dernier  cas  :  / r— -  devient  alors 

J  I  —  nr  +  «* 

r7^^=-^.  1(1- «*+*')  «!('-*)% 

et  Ton  a  fiar  conséquent  Ix+1  (i— «)  H —  =  C, 

ou  1  (a:— j^)  +  ■  =  C,   en  remettant  pour  s  sa 

valeur  "^j^ 

Le  terme peut  être  changé  en  un  logarithme, 

or— j" 

en  observant  que ,  par  la  définition  des  logarithmes 

népériens ,  une  quantité  quelconque  u  est  le  logarithme 

du  nombre  e^;  et  d'après  cette  remarque,  on  écrira 

l'équation  précédente  sous  la  forme 

1  (^— ^)  +  1<?^' =  le, 
dont  on  déduit  successivement 

9  m 

1 .  (X  — r)«*"'  =  ^^  »     «^     (*  -'J')C^y  ==  c. 

Il  est  à  propos  de  faire  attention  à  celte  manière  de 
passer  des  logarithmes  aux  nombres ,  parce  qu'on  l'em- 
ploie souvent. 

Soit  encore  à  intégrer  l'équation 

xdjr  —  jrdx  ==  dx  V/ï^+jr*. 

En  faisant  jr^uxty  et  divisant  par  x  tous  ses  termes, 
réunis  dans  un  seul  membre,  on  trouvera 

d  jr  y/ 1  +  z*  —  xAz  =  o , 
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ce  "^ui  doDBera 


=  0. 


On  obtiendra  ensuite^  par  Fintégration  de  chaqne 
terme  en  particulier, 


\x  —  I(z  +  V^l4-Z")  =  lc,      ou    7==.  =  c; 

et  remettant  pour  z^  sa  yaleur  - ,  il  viendra 


c,     ou     — ^  +  V^x»+j'»:fec, 


en  multipliant  les  deux  termes  du  premier  membre 

par  jr  —  V^x»+^'  j  disant  disparaître  le  radical,  on 
aura  enfin  or*  =  c* -f- 2c^. 

284*  L'équation 
(a  +  war  +  njr)dj:  +  (6  + /?x  +  yjr)d^  =s  o, 

peut  facilement^  être  rendue  homogène.  En  substi- 
tuant l  +  <*  à  la  place  de  jr,  et  u+fi  à  celle  de  j-,  on 
a  dx=d4y  àjrzzzàu^ 

{a+mm+7ip+mi+nu)dt^(b+pm+qii+pt+qu)duz=zo  ; 

on  fait  disparaître  les  termes  constans ,  en  posant  les 
équations  a -f-Fifti+n/Ssao ,  ^ -f- /?«  +  y/8=  o,  au 
moyen  desquelles  on  détermine  les  quantités  m  et  fi  et 
il  reste  alors  Téquàtion  différentielle 

(mt  +  nu)di  4-  (pt  +  qu)du  =  o, 

homogène  par  rapport  aux  nouvelles  variables  u  et /. 
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La  transformation  précédente  est  la  même  (pie 
celle  dont  on  se  sert  pour  changer  l'origine  des  coor- 
données sur  un  plan  (Trig,  122)  :  elle  ne  donne  aucun 
résultat  quand  mq — np=so^  cas  dans  lequel  les  va- 
leurs de  «  et  de  /S  deviennent  infinies  ;  mais  alors  on 

a  ^  =  -^.  dou 

et  l'équation  proposée  se  changeant  en 

aix  +  àdjr  +  (mx  +  njr)  fdx  +  £  àj-J  s=  0, 

il  suffit  de  faire   fnx'{'njrz=i  z^  .pour  y  séparer  les 
variables. 

En  substituant  cette  valeur,  ainsi  que  celle  de  d/, 
qui  en  résulte,  et  dégageant  Ax,  on  prouve 

àx  +  (^m  +  pz)Az  _  ^ 

♦  amn  —  bm''  +  {mn  — pm)z  ' 

équation  dont  l'intégrale  renfermera  des  logarithmes, 
excepté  lorsque  mn  — /7m=  o,  d'où  il  résulte 

*    ^{amn  —  bni^) 

La  substitution  de  z  ^  au  lieu  de  mx  +  njr^  a 
changé  l'équation  proposée  en  une  autre  où  l'une  des 
variables  n'entre  que  par  sa  différentielle;  et  il  est 
facile  de  voir  que ,  quelle  que  soit  l'équation  sur 
laquelle  on  ait  produit  cet  effet ,  on  pourra  lui  donner 
la  forme  dx  +  Zdzsso,  Z  étant  une  fonction  de  2 
seul ,  et  qu'on  en  tirera  x  +  fZAz  =  C 

285.  La  séparation  des  variables  s'opère  d'une  ma- 


4     • 
\ 


iiière  Uës  simple  sur  réqoation  dj-  -|-  P^fd^r  ax  Çdx  » 
dans  laquelle  P  et  Q  désignent  des  fonctions  quel-^ 
conques  de x.  En  y  substituant  JlTs et  sàX^Xàz^  au 
lien  de  j*  et  de  àj^  elle  cLeTient 

zàX  +  Xd«  +  PX«ir  =  Qàx\ 

la  quantité  X  étant  considérée  comme  uhe  fonction 

indéterminée  de  j:,  il  est  permis  d'en  disposer  pour 

partager  IVquation  précédente   en   deux  autres  où 

les  variables  puissent  se  s^arer  :  or,  il  est  facile  de 

voir   que  cette  condition  sera   remplie   si  Ton  fait 

Xàz  +  PXzAx  =  o  y  ce  qui  donne  zàX  =  QAx.  En 

divisant  la  première  de  ces  équations  par  X,  elle  se 

Az 
réduit  à  d;B  4- P^Bdx=B  o  ;  on  en  tire  —  +  Pàx  =  o. 

z  * 

\z '{^  fPixtssiXc ^  et  en  passant  aux  nombres  (383), 

z  =  ce^''  .  Prenant  ensuite  la  valejir  de  dJ^  dans 
la  seconde  équation ,  après  y  avoir  substitué  celle  de  z 
que  Ton  vient  de  trouver,  on  aura 

1  fPàx  I      fPàx 

AX=^  Qdx,     X  =  lfe         Qàx+Ç, 

c  c 

et  par  conséquent 

jr  —  e  ife  Qdx+C), 

puisqu'on  peut  changer  en  C  le  piodnit  arbitraire  Cc^ 
ce  qui  montre  qu'on  aurait  pu  faûre  lecss  o. 

L'équation  d^+P^dxs=  QAx^  remarquable  parce 
que  la  variable  j^  et  sa  différentielle  ne  s'y  trouvent 
qu'au  premier  degré,  s'appelle,  à  cause  de  cette  cir- 
constance ,  équation  linéaire  du  premier  ordre ,  dé- 
Cale,  intégr,,  5l  édition.  27 


X,8  iBAixi  àtàuanJAnt. 

nominrtioil  qae  j'ai  cru  derok  eha-ger  daw  «afe  d'^ 

çtta<fort  rf«  /»«»»«'•  àegré  et  du  premier  erdn  (  ). 

a86.  Les  tffémiert  Analystes  qui  se  sont  oecnpdsdu 
Calcul  intégral ,  classaient  leé  équations  dHfértntieDes 
par  le  nombre  de  leurs  termes.  Dans  celles  qui  n  en 
ïnt  que  deux,  et  dont  la  forme  est  par  conséquent 
AuiA»  =  '^'^à",  >«  w«We«  se  séparent  sur-le- 
champ,  puisqu'on  en  tire  ^z»-/d*=-u'-»d«;  mais  il 
n'en  est  pas  de  même  des  équations  à  trois  termes, 
comprises  dans  la  formule 

yi^^t  +  |te»ï*dtt  =  iÊWxfàn . 

Ott  pe«  lui  donft»  une  forme  plus  simple  «n  divi- 
sant tous  ses  termes  par  ya'»/;  eUe  deviendra 

^/d*  +  -  «»-'*»-/d«  =  ^  «'-'d-  ; 
supposant  ensuite 

on  aura 
d'où 


(♦)  Le  mot  /ùiAiiA.  Mt  impropMî  il  e«i  tetatif  àU  G*>«<«ri«. 
et  «B  PapbKq»»»»  a»  Ajuatio...  oo  a  eu  en  Toe  U  ligne  droite, 
^a^rZaio»  de  bqnelle  l'ordo-n»  el  l'aW.^eneM  «ouT«U 
qu'au  p^mier  degré  ^n  ne  .aurait  donc  i^I^der  comme  hneW- 

le  plut  «ottteot  k  d«  couibw  tnvmxmâta**. 


et  )  en  fiiiMUit  pour  aJ^égOTi 

I  r     ,     ^  sa  g>        ijii   iijij  .111  i^t    OP  <Im 

*-/  e  —  * 

""^  n»  -■      ,     .  .    .'  '     BS  fil. 


il  en  résultera  Tëquation  d^H-  &j^"d»as  ûa;*<Lc. 


traifa^e  pour  la  première  iw  patr  Rifi^tii  fl^Oiiii^tre 
italien  »  dont  elle  a  conservé  le  9019. 

Les  variables  se  séparent  immédUtement  dans  cette 
équation ,  quand  m=:  o  ;  elle  devient  djr-^by^daozzizàâxj 
et  donnç 


djc 


On  trouve^  en  intégrant, 

Pour  chercher  à  rendre  la  même  équation  homo- 
gènç,  on  fait  ^=;=js^;  elle  se  change  en 

^x*""'djs  +  i«'*dr  =  aa:"dx, 

et  prendra  \a.  forme  dç^iandëe,  si  lj^^i=:'2^se:  m,  ce 
qui  donne  ^  =  — i,  eJt,  suppose  qu'on  ait  m== — 2; 
il  vient  alors 

dz  j^  Adr adx 

~  "F  "^  "z^  ~"  "j?'* 

S7.. 


«ad  IHAIT*  ilitlfeNTAUlb 

Je  ne  m'artêteiai  point  àrint^Uon  de  cette  dei«* 
nière  équation}  nfcis  je  passerai  à' une  transformatioit 
plus  générale,  celle  qui  résulte  de  jw=^«p+ x*».  On 
trouve  dans  cette  hypothèse 

et  pay  conséquent 

Celte  équation  se  réduira  eHc-mème  à  trois  termes, 
si  Ton  a  les  suiTantcs  « 

La  première  et  la  troisième  s'accordent  à  donner^yss—  i  ; 
on  lire  delà  seconde  et  de  la  quatrième  ^ = j  »  ?=— 2»» 

valeurs  qui  conduisent  à  ^y  ^  ^  4-  -^  > 

x-*d«  +  bx-'^z^dx  =  ax^dx^ 
ou  di  +  ftz»^  =  air»+»dj:. 

X 

Ce  moyen  réduira  l'équation  proposée  à  l'homogé- 
néité si  m  =  —  a ,  et  il  montre  de  plus  qu'on  pourra 
séparer  les  variables  si  m  =—  4>  puisqu'on  aura  dans 

ce  cas 

ix  dz       ,  dx 

ax+(é«'-a)— =0,  ougjrzr;+i?=^' 

Si  dans  l'équation  dz  +  *i^  ^  =  a±^*dx,  on  fait 
ss  — *,  il  viendra 

y 


dx' 
posant  ensuite  ***'*d«=^X3>  ^^  trouvera 


p 

puis  y  faisant  pour  abréger 

-.^=»y.    -^«^    et    -îîi±^  =  m'. 

on  tombera  «nr  l'équation 

ày  +  by*dx'  z^  tf'j^-'dx', 

semblable  à  la  proposée ,  et  par  conséquent  susceptible 
des  mêmes  transformations  :  k  séparation  des  Tariables 
y  etaf  sera  donc  possible,  après  la  subsûtution  de 

Si  cette  condition  n'avj^tpiisliea,  on  ferait  encore, 
4ans  la  mnrfonnëe  en  z', 


_# 


•es  expresMons,  pareiUes  aux  précédentes,  condui- 
sent nécessairement  à  l'équation 


4^^  fltAlYÉ  àLàÊÊÊH-iAlKM 

ehcore  stndtiLable  à  la  proposée,  et  susceptible  âe  la 
séparation  des  variables ,  quand  m'  aàs  '**  4« 

En  poursuivant  de  cette  manière^  on  parviendrait  à 
une  équation  sëparable,  si  daas  lasiûtc  des  ezposans 

,         i?t^4      #         "•+4 

«•==-.^:±<    etc 

il  s'en  trouvait  un  égal  i  — -  4-  En  iiuppi^sant  succes- 
sivement que  ce  soit  m,  m\  m'^  m*,  etc. ,  on  obtient, 

pour  ro,  les  nombres  — fi  —  f>  —  t>  "~V^>  ^^^-j 
com|>ris  dàiis  la  formule 

4* 


«•--^i  • 


i  désignant  ub  nombk-e  éïitié)r  positif  quelconque.  G^tte 
foiloaiile  donne  aussi  la  valeur ^  miss  o^  remarquée 
dans  le  n**  précédent  i  la  valeur  m  sac  —  a  répond  à 
s -infini  {*). 

■         ■         >      .1.. Il, .1.1  — .     11.  .1       .-.■«a      ■■         ■ 

I 

(*)  On  arrife  directement  à  la  forme  gcne'rale  de  m  ,  en  rappoi^- 
tant  à  cette  quantité'  les  valeôrs  dé  fif^  ih."^  etc.  ;  CAt  en  ûiHtÉm  la 
valeur  de  m'  dans  celle  de  ni\  pnis  le  téitiltiFt  d«nc  la  Taleiur  de  m*, 
et  aiusi  de  snite,  on  trouve 

m'= --|,     m* es -i,     m*fc=>  —  r — -^,  etc., 

m-4-3  am-f-5  3m-H7 

et  de  là  ott  conclût  que 

-^  (ai — i)  m  4-  4i 

tm-4-ai+i 

Cette  valenr  se  v<lriiie  par  la  telatitMi 


SX  OALGVL  mvàMLÀJé.  4^3 

Ces  cas  ne  venfenaont  fm  encoxe  tous  ceux  ^(«e  Ton 
sait  déduire  des  transfenoatioiis  précédantes*  Pour 
en  troiuver  une  nouTelle  série,  il  suÎBt  de  commencer 

par  faire  ^  =  -—; ,  dans  là  proposée,  ce  qui  donnera 
et  posant 

il  en  résultera 

dy  +  fty  dy  =:  daf^'àx'. 

Cette  nouvelle  équation ,  étant  semblable  à  la  propo- 
sée, est  aussi  suscep^ble  des  mêmes  ^iftécaiions;  c'est* 
à-dire  qu'en  y  faisant 


._    I     ,    s' 


6V 
et  continuant  comme  on  Ta  indiqué  pour  les  premiers 


fmmmim 


qai  fait  voir  que  ki'l^î,  ayant  lien  yowr  un  Bombre  qaelconqae  t, 
aara  liea  poar  le  soiTaot  i  +i. 

L'^oatioD  proposée  étant  intégrable  quand  l'eiposant  de:r  dans 
levinond'aMBfaR  est  noi,  si  1V>d  fait  fit<Os=  o»  on  trouvera 

^* 
ai— I 

Quand  m(0  ■■  —  4 1  on  obtient 

ce  qui  indique  une  transformée  de  plat  tjne  dans  le  cas  pfëcédent,. 
et  retient  à  poser  m(<**'Osso. 


4^4  TRAITji   él.iMBMTAl|UB 

cas»  on  parviendrait  à  une  transformée  8épanible,t 
si  le  nombre  ni  e'taic  quelqu'un  de  ceux  que  comr 

prend  la  formule ?— - ,  et  par  conséquent ,  si  Ton 

avait 

m  4^' 

m+i  a«  —  X* 

On  tire  de  là 

4* 


m=3  — 


et  donnante  i  les  valeurs  i^i^,  3,  etc.,  il  vient  la 
suite  des  nonibres. 

Il  suit  donc  de  tout  ce  qui  précède ,  que  féquation  de 

Riccati  est  séparable,  quand  Tea^posant  m  est  de  la 

—  4* 
forme    .  ~   ,  comprenant  o  et  -—2. 

On  pourrait  multiplier  davantage  les  exemples  ; 
mais  toutes  ces  équations  particulières ,  d'une  forme 
bizarre  le  plus  souvent,  ne  se  rencontrant  jamais  dans 
les  applications,  n'offrent  aucun  intérêt  :  je  passerai 
donc  à  une  autre  méthode,  due  A  Euler. 

Recherche  du  facteur  propre  à  rendre  iiUé^ 
grable  une  équation  différentielle  du  premier 
ordre. 


a88.  Il  faut  se  rappeler  qu'une  équation  différent 
tieile  n'est  pas  toujours  le  produit  immédiat  de  la 
différenciation  dSune  équation  à  deux  variables,  mais 
qu'elle  résulte  en  gériéral  de  l'élimination  d'une  cons- 


DB  CAIiOtIL   IMTÉORAL.  /^25 

tante  arbitraire,  entre  Tëquation  primitive  dont  elle 
tire  son  origine ,  et  la  différentielle  immédiate  de  cette 
équation  (53). 

L'élimination  s'effectae  sur-le-champ ,  lorsque  l'é- 
quation primitive. est  sons  la  forme  us=c,  u  dési- 
gnant une  fonction  quelconque  de  x  et  de  ^  ;  ca|^,  eu 
différentiant ,  on  a  du  =  o.  Si  la  fonction  du  n'a 
aucun  facteur  par  lequel  elle  puisse  être  divisée  »  elle 
conservera  la  forme  de  différentielle  exacte  à  deux 
variables ,  et  pourra  par  conséquent  s'intégrer  par  le 
procédé  du  n*  278. 

289.  Lorsque  l'équation  primitive  n'est  pas  sous  la 
forme  u:=Cj  ou  que  la  différentielle  du=o  renferme 
des  facteurs  qui  disparaissent  »  l'équation  du  premier 
ordre  qui  en  résulte  n'est  plus  immédiatement  inté- 
grable.  Si  l'on  avait ,  par  exemple,  u=^j'  —  cx=  o, 
<rn  trouverait  dii=d^— cdj:s=  0,  et  éliminant  c, 
il  viendrait  xdjr-r-jrdx^so,  équation  qui  ne  satisfait 
pas  à  la  condition  d'intégrabilité,  puisqu'elle  donne 

„  ^  dM  àN 

Mais  si  l'on  dégage  la  constante  c,  on  aura -sssc,  et  en 
différentiant,  — '      ^*^ —  =  o  ;  sons  cette  forme 


X 


àM  I       àN 


on  voit  donc  que  l'int^grabilité  de  l'équation. . . . 
xdjr  —  jràx  =s  o ,  tient  à  la  restitution  du  facteur  —  , 
qui  a  disparu  dans  l'élimination  de  la  constante  ar- 


4^6  TBAITB   étAuSNTAlAB 

En  gëbësal,  tovte  équation  dilE^eiïtieUe  à  dem: 
vfaUes  f  dftM  lM|udle  les  4)ffémitîelle8  me  fassent 
pas  le  premier  degré,  est  susceptible  de  devenir  «oe 
différée tîelle  exaete ,  -par  le  mof  en  d*4iD  ùicieimr,  a  elle 
r^)ond  à  une  équation  prinâlWe.  En  «Set,  «oient 

Max  +  Nàj'  t=  0    et    uzizc, 

l'équaiten  difiérentielle  proposée  et  Bon-éfuatioa  pô- 

dr 
mitiye  ;  la  première  doit  donner  pour  ~ ,  la  'même 

valeur  que 

difFëreutreUe  immédiate  ■ée  la  seconde  :  il  fant  donc 
({n'en  ait 

du  ■eu      eu 

M  S       ,,  ,    ap      di 

et  nommant  z  ces  derniers  quotiens,  on  en  conclura 

—  s=  iftiB,    -r-  =  Nz^    dtt  =  Mzàx  +  Nzàjr, 

On  déterminerait  ainsi  le  £acieurz,  si  l'intégrale  de 
l'équation  proposée  était  connue ,  j>uisqu'îl  suffirait  de 
résoudre  cette  intégjoale  par  rapport  à  la  constante 
arbitraire,  afin  de  lui  donner  la  forme  «=3c;  et 
comme  on  verra  bientôt  que  toutes  les  équations 
différentielles  à  deux  variaUes  admettent  uéAesaoi- 
remeut  une  'intégrale  complète,  au  moins  sous  la 
forme  d'une  série ,  il  s'ensuit  qu'il  existe ,  au  moins 
sous  cette  forme ,  un  facteur  propre  à  rendre  ^ffiéren- 
tielic  exacte  l'une  quelconque  de  ces  équations. 


"  99e.  Qttatid  Fitttégrale  vfeài  fias  c<>iinué ,  on  n'a  pour 
déter miiMt  lé  facteur  é  ,  qtié  là  coUdillon 

à  laquelle  doic  satisfaire  ^zdx  +  iVtd^3=dii,  comme 
différentietle  exacte  ;  et  en  développant  cette  condi- 
tion ,  on  f rouTe 

_-dx       --d»   ,  fàM     AN\  ,  .. 

ou       M^-N^  +  {^^-^y^o..A^). 

Si  Ton  pouvait,  éH  gëh^al,  tirer  dé  Véquatiôn  {A) 
une  valedr  de  ;2,  rihtégfation  deâ  équations  différen- 
tielles quelconques  du  premier  ordre  s'effectuerait 
par  le  procédé  du  n^  278  ;  mais  cette  équation  est 
presque  toujours  plus  difficile  à  traiter  que  ta  pro- 
posée ,  puisque  la  fonction  z  qu'elle  renferme ,  dépen- 
dant de  deux  variables ,  a  deux  coefficiens  différentiels, 
et  qu'elle  est  par  conséquent  de  l'espèce  de  celles  dont 
la  formation  a  été  indiquée  n"  140.  Je  ne  saurais, 
pour  le  moment,  entreprendre^  sa  résolution,  qui, 
comme  on  le  verra  dans  la  suite,  ramène  au  point 
d'où  l'on  est  parti  ;  mais  je  vais  montrer  encore  quel- 
ques-4ines  des  propriétés  du  fucteUr  t. 

Il  est  à  remarquer  que  lorsqu'on  connaît  une  valeur 
de  x,  on  en  déduit  une  infinité  4'autres,  en  observant 
que  si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  l'équation 
zàIàx-\-zNdjr^sa:àUy  par  une  fon^ition  quelconque 
de  u ,  que  je  dcisiguerai  par  ^(14) ,  les  deux  membres  du 
résultat 


4^B  TBAiri  iljMBNTAtKB 

seront  aussi  d«s  différentielles  exactes  ;  ainsi  z  étant 
un  facteur  propve  à  rendre  iniégrable  l'équation.. 
Màx^NàjrzrzOy  le  produit  zf(ii)  jouira  de  la  même 
propriété. 

Il  suit  de  là ,  que  si  Ton  parye^ait  à  découvrir  deux 
facteurs  distincts ,  propres  à  rendre  iniégrable  l'équa- 
tion différentielle  proposée,  on  aurait  sur-le-cbam^ 
son  intégrale  ;  car  l'un  de  ces  facteurs  étant  pris  pour 
s  y  l'autre  serait  de  ht  forme   zf(u)  ,   et  en  posant 

=  c,    on  en  conclurait  f(ii)c5c^   ce  qui  re- 
vient à  u  =  const, 

agi .  Il  y  a  des  cas  où  le  facteur  z  ne  doit  renfermer 
que  l'une  des  variables  x  ou  7:,  et  alors  il  est  aisé  d'en 
obtenir  l'expression  au  moyen  de  l'équation  {A).  Sup- 

àz 
posant  en  effet  dans  cette  équation ,  -p  =  o ,  elle  de- 
viendra 


„àz    .       /àM        àN\ 


et  l'on  en  tirera 

dx       X  /AM       àN\. 

T-JV^VdJ"  dï^;'*^^ 

équation  qui  aura  lieu  si  la  quantité 

1  /AM  _    àN\ 
N\àx        dx) 

se  réduit  à  une  fonction  de  x.  En  représentant  cetlq 
fonction  par  X,  et  en  intégranti  on  trouvera 

U=^/Xdx,     ou    zssé'     '    (2ft3). 


t^tte  fonnule  s'appliqoe  à  l'é<{uatîon 

d^  +  Pjrdx  =  QdXf 
pais<{u'il  Tient 

et  par  conséquent  %^a^  .  Multipliant  ensuite  Té- 
quation  dj^  +  Pjràx  —  Çdx  =:  o  par  er  *,  on 
trouve  J^^ày+{Px'-  Q)  e/^^àx  =  o;  inté- 
grant le  terme  e''       àjr,  par  rapport  à  jr,  on  obtient 

uzzsjrer  ^Xy  AT  étant  une  fonction  de  ^^  déter- 
minée par  l'équation 

de  laquelle  on  tire 

et  par  conséquent 

ou  y  comme  dans  le  n*  aSS, 

Je  ne  m'arrêterai  point  au  cas  où  le  facteur  z  ne  de- 
vrait renfermer  que  la  variable  jr  ;  on  voit  aisément 

que  son  expression  serait  alors  zz=z  e^    ^  "^^  en  faisant 


i/djy     diifx 


4^  TA4iT^  if4ia(HTAim^ 

et  que  ce  cas  n'aur^t  lieu  qu'autuni  queTa^mit  iude'- 
pendant  de  x, 

29a.  Il  existe ,  entre  une  fonction  homogène  et  ses 
coefficiens  diflférentiels ,  des  relations  particulières  qui 
facilitent  beaucoup  rintégratÎQp. 

Si  V  désigne  une  fonction  homogène  de  x,  jr^  etc. , 
et  qu'on  y  substit«ifl  tx^  tjr^  etc.  ^  91U  Uçu  d<  oc^  y-y  (U.  1 
elle  prendra  nécessairement  la  forme  i^V^  m  étant 
la  somme  des  exposans  des  variables  dan^  chaque 
terme  (a83).  Supposant  ensuite  qi|e  t  ;=  1  -V  ^,  mi 
aura  (1  +  ^)"^  au  lieu  de  V\  dané  la  mênie  hypo- 
thèse Xj  y  y  etc.  se  changeront  respectivement  en 

et  mettant  gx  pour  A,  gj  p9ur  h^  daw  la  formule  du 
n®  4')  on  parvi^ndr^  4  cette  équatinu 

+  etc. 

£q  déveloftpant  le  «eçoné  membre,  et  comparanC  ea- 
semble  les  termes  affectés  de  la  même  puissance  de 
l'indéterminée  ^  >  on  aura 

d«^  , .    à*v     j  d*r  .  . 

dï'^  '♦'='  a^'-^'*-  35^-^  +  etc.  «  iKn»  ^ .  )^, 
etc. 

293.  Au  moyen  de  ces  relations ,  le  facteur  z  se 
détermine  assez  facilement  dans  les  équations  diffé- 


ireatielles  homogènes.  Voici  comment  M.  Poimoa  y  est 
parvenu,  par  un  procédé  plus  exact  que  celui  dont 
Euler  avait  fait  d'abord  usage. 

Si  Mdx  +  A^d^sso  est  une  équation  bomogène ,  et 
que  la  somme  des  «xposans  de  «^  et  de  j^  dans  M  et 
dans  iVy  soit  égale  à  m,  en  supposant  que  z  soit 
aujui  une  fonction  bomogène  du  degré  n»  et  faisant 
Mzdx  + Nidjr=duy  il  résulte  des  tbéorèmes  du 
numéro  précédent  que  . 


â(Mz 


l^^^^^^m  +  n)Mz; 


d  ar  àj- 

mais  il  faut ,  pour  que  la  diSérentielle  poposée  aoit 
exacte,  que 

d(Mz)  _  d(2fe) 
djr  dx    ^ 

équation  qui  fournit  le  moyen  de  cbasser  -^ — ^de 
la  précédente,  qu'elle  change  en 

dîMz)      ,  A(Nz)  ,    ' 

Cela  posé ,  il  est  visible  que 

d(i»f«)_d(iifx)  d(iy»^)_d(jvz) 

-dJ~ - "dT^ * + **•'  ~d^~~d]r-^' 

l'e'quation  tronvée  plus  haut  peut  donc  s'écrire  ainsi  : 

-j^ -f- -j^  =  (m  +  n  4. 1)  Jfo  ; 

or,  l'exposant  n  étant  indéterminé,  si  l'on  fait 

m  «f-  n  -f>  :  =:  o, 
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il  CD  resnUera 


A{Mzx) 


+  ^^^=o, 


Ax  dx 

c 


d'où         Mzx  +  Nzjr  =  c  et  «=  -      ,  ^^    . 

il  est  d'aiUeurs  éTident  qu^on  peut  faire  c=s  i,  aind 

■rs — r^TT-  sera  un  des  facteurs  propres  à  rendre  in- 

Mx  +  IS^jr  ^    ^ 

tégrable  l'équation  lfdar  +  2Vd^  =  o  (*). 

Des  équations  du  premier  ordre ,  dans  lesquelles 
les  différentielles  passent  le  premier  degré. 

294.  Par  la  génération  des  équations  différentielles, 
dont  j'ai  donné  plusieurs  exemples,  n*  53,  on  voit 
qu'il  peut  s'en  présenter  dans  lesquelles  les  différen- 
tielles passent  le  premier  degré.  La  formule  générale 
de  ces  équations  est 

si  on  la  divise  par  la  plus  haute  puissance  de  dx,  elle 
deviendra 


(^)  On  a  tappotë  ici  qne  !•  facteor  z  était  une  fonction  homo- 
gène,  mais  on  jattifie  tctte  hypothèse,  en  montrant  qae  la  diffé- 
rentielle — Tr — .   wr  ^  csi  eucte  tootea  lea  foii  qae  M  ex  N  sont 

des  fonctions  homogènes.  (J^oyez  le  Traite  in-4*>  t.  II,  page  àG6»  ) 
On  irouTc,  à  la  page  suiTante  dn  même  Tolnme,  la  détermination 
a  posteriori  dn  factcnr  s,  diaprés  la  séparation  des  yariaUcs. 

t 
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en  la  rënlTanC  par  rapport  au  coefficieat  diffère ii- 

âr  *        '  .      ' 

tiel  -j^,  et  désignant  par  p,  p'y  p',  etc.  ses  racines, 

(Uf 

on  aura 

'       t      — 

g-,—,.  ^-^=0,     g^-p'— ,    etc., 

résultais  qui  pourront  Ions  se  traiter  par  les  méthodes 
précédentes,  puisque  les  différentielles  ne  s'y  trouvent 
^u'au  premier  degré.  L'intégrale  detiiacun  d'eux  sera 
aussi  l'intégrale  de  l'équation  proposée,  qui  sera 
encore  satisfaite  par  les  valeurs  tirées  de  l'équation 
formée  du  produit  de  toiitea  ces  intégrales. 
En  effet,  la  proposée  étant  équivalente  à 

sera  rérifiée  par  toutes  les  équations  qui  annuleront 
un  de  ces  fosteurs..  De  plus,  si  Ton  cpnsidère •  qu'une 
équation  primitive  de  la  forme 

MJSP...=zo, 

n'a  lieu  que  par  l'anéantissement  successif  de  ehacun 
de  ses  facteurs ,  on  en  conckAa  q«e  la  diffémntieUe 
immédiate  de  aw  premier  menJMe ,  savoir^ 

> 

àM.NP +  àN.MP....  +  etc.  =  o, 

se  rëdait  Kfujéur^  à  un  seul  terme;  cai^  si  Ton  jprend, 
par  exemple,  ilfs=o,  il  ne  restera  que  dM.NP. .'  .sso  j 
ou  seulement  éMz=  o  :  Péqaation  MNP. .  .  =  o  vé- 
rifiera doncréquation  diftérentielle  à  laquelle  satisfe- 
rait l'équatiou  Ms^o.       '    ' 

Les  deux  exemples  suivans ,  quoique  très' simples,' 

Cnle,  iniégr.f  b*  édition.  a8 
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éclaircironi  tomes  le«  difficultés  que  pourrait  reo» 
fermer  réponcé  ci-dessus. 

agS.  I**.  Soil  dj* — tf*dar*  =  o;  cette  équation  se 
décompose  en  dj-^  adjrsso,  d^  — ad«  =  o,  dont 
les  intégrales  sont  y  +  ax^sc,  ^—  hjp  =  c'  ;  et  il  est 
facile  de  Toir  que  chacun  de  ces  résultats  satisCût  à  la 
pressée.  L'équation  (j'+  aa:—  c)  (jr-^  ax  —  c')  =  o 
y  satis&it  aossÂ  i  car  elle  dei 


ijr+ax^c)  (djTT^x)  -|-  (jr— na:'--<')  (d j^-f<idx)  sï?  o, 

d'où 

j         [Cr+^w^— 0  —  (r— ox— c')]tfdjr 

et  metcant  successivement,  au  lieu  de  ^,  ses  valeurs 
c  —  aXf  c'+  aXy  on  trouve 

djr  =r.-^  adXj     dj^  =  +  iadx. 

fennant  deux  constantaa  arbitraires  et  ir^éd^ÛMes, 
paraîtrait  plus  générale  que  celle  des  autres  équations 
du  premier  ordre  qui  ne  comportent  qu'une  constante  ; 
mais  il  Amt  bien  Caire  attention  que  thacun  de  ses 
laatttiun  doit  étro  conslAéré  isolément,  et  qu'oa  n'en 
tire  pas  d'autnss  lignes  que  eeUet  qui  résulteraient 
d'une  intégrale  renfermant  une  seule  coosUnte ,  dont 
cette  équation  est  aussi  susceptible.  Cette  dernière 
iut^ale  s'obtient  en  Ctitant  dj-sxmd^  diwis  l'équa- 
tion différentielle  d/***-a*da;'  stpo,  qui  se  clM«ge  en 
m' — a*s=o,  ce  qui  déte^^ine  la  qoan^lé  |»,  doftt  il 
faudrait  ensuite  substituer  la  vakar  dans  l'iut^fule 
de  djr=smdxj  qui  esijrssmx  -f-  c.  H  suit  de  là  que 
rinlégrale  de  la  proposée  est  le  résultat  de  rélimi- 


nalioD  de  m ,  entre  les  équalioos  . 

'^h^mx'\-c^     m*  —  tf'  =  o,        ' 
desquelles.oo.tiriî         », 


Ht  =  îi 


^^  ('Vy —•=*»• 


La  dernière  étant  du  second  d^grë ,  donne ,  pour 
chaque  valeur  particulière  de  la  constante  c ,  aeiU 
lignes  droites  y  inclinées  dans  des  sens  diffe'rens  ,  par 
rapport  àTaxe  des  x;  cVst  aussi  tout  ce  que  fournit 
l'autre  întëfvralé,  (^+  eut — c)  {j- — «a:-p-c^)  =  o,  ex- 
cepté que  chaque  facteur  ne  représente  que  Jes  lignes 
inclinées  dans  le  même  sens  ;  mais  comme  ein  donnant 
séparément  à.c  et  à  c'  toutes  le&f  valeurs  possibles, 
ces  quantités  passeront  nécessairement  par  les  mêmes 
degrés  dé  grandeur,  si  Ton  assemble  les  droites  côrresr' 
pondantes  aux  mêmes  valeurs  des  constantes  c  et  c\ 
<m  retombera  sur  les  solutions 'comprises  daiïs  Pitité- 

si — ^  j  —  a'  =:  o ,  qui  ne  contient  qup  là  seule 

constante  e.  .       .,  , 

II  est  bcù  d'observer  que  toute  éqUatîon  nerenfer- 
mant  que  d^,  dx  et  des  quantités  constantes  /peut-être 
intégrée  en  y  l^^saot ,  comme.ci-dessus,  d  jts;:  m4«r. 
»•.  Soit  encore  l'équation  d^" —  flardr'=o  ;  on  en 

tire  d^4-darV^<MfsaBO,  d^—dart/aa?c33^,,.0|)eri  in- 
tégrant »  on  aura 

IL  I     H  • 

Ces  équations,  ainsi  que  leur  produit^  pourront  être 
considérées  séparément  comme  des  intégrales  de  la 
proposée;  i^ais  ce  cas  difiere  du  préoédent,  ixK  ice 


n 


X» 
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qu«  les  radicaux  que  contiennent  les'  deuk  intégrales 
obtenues  forment ,  entre  elles  un  liei^  .qui  permet  de  les 
comprendre  toutes  deux  dans  une  même  équation^ 
avec  une  seule  constante;  car /si  l'on  fisiit  disparaître 
le  radical  dans  l'équation 

X  +  ^l/ôî?  — csso, 

on  obtient  (j^  — c)*=  |a*^.  Ce  résultat  est  encore 
l'intégrale  de  l'équation  proposée ,  &  laquelle  il  con- 
duira immédiateme;)t  par  Pélimîiiation  de  c.  Il  appar^ 
tient  à  une  espèce  de  paraboles  dont  chacune  des 
équations  irrationnelles  ne  présente  qu'ujoe  branche  ; 
et  le  produit  de  ces  équations  ne  répondrait  qu'à  des 
groupes  de  branches  appartenantes  à  des  courbes  diffé- 
rentes^ mais  qui  y  étant  rassemblées  deux  à  deux  pour 
les  mêmes  valeurs  des  constantes,  ne  donneraient  rien 
de  plus  que  l'intégrale  rationnelle. 

ag6.  Ce  qui  précède  faisant  dépendre  l'iiitégratioB 
des  équations  où  les  différentielles  passent  le  premier 
degré^  de  la  résolution  des  équations  algébriques,  pour 
laquelle  on  est  bientôt  arrêté,  voici  quelques  procédés 
qui  y  dans  certains  cas,  peuvent  éluder,  au  .moins  en 
partie  ^  les  difficultés  que  présente  la  résolution  de  Té- 

qûation  différentielle  proposée ,  par  rapport  à  -|^. 

Quand  cette  équation  ne  contient  av«c  ^,  que  l'une 

des  deux  variables,  Xj  par  exemple,  et  qu'il  est  plus 
&cile  de  la  résoudre  par  rapport  à  x  que  par  rapport 

dr 
au  coefficient  -p,  que  je  représenterai ,  pour  abréger, 

par/i,  on  en  tire  d'abord  j:=  P,  P  désignant  une 
fonction  quelconque  de  /?  ;  et  comme  l'équation 


g^=/>  doDDe  dj"=::pdx^  à'ovL  J ^ px -^fxip  +  C ^ 
81  l'on  met  pour  x  ta  valeur  P  ,  il  viendra 

Alors  l'élimina tioD  de  p,  eatr«  les  deux  équations 

condttîaani  à  une  équation  primitire  entre  x  y  jr  eihi 
constante  arbitraire  €,  donnera  l'intégrale  demandée. 

Soit ,  par  exemple ,  xdx  +  adjr^z  b  |/ dx*-|-  d j^*,  ou 


oc'^ap^sb  ^t+p^y  en  écrivant  p  au  lieu  de  ^  ; 
cette  dernière  équation  donne  immédiatement 

jc  =  —  flp  +  AV^i+pS  Px3-p-4çi  +  A|/i4-/>», 
et  par  conséquent 

^ = *j>  v/  i-f />?^^  ly  '  ^^fAp^  I + 1>»  +  e. 

297.  Quand  les  deui  variables  entrent  en  même 
temps  dans  Téquation  proposée,  mais  que  Tune 
d'elles,  jr,  par  exemple,  n'y  monte  qu'au  premier 
degré,  si  Ton  prend  alors  la  yaleur  de  j  enxeXp^  on 
en  tirera 

d^  =  Adx  +  5d/» , 
d*OH  il  suit 

pàx  =s  RAx  +  SAp  ou  {R  — />)da:  -+-  Sèp  =i  o  ; 

et  si  l'on  parvenait  à  intégrer  cette  dernière  équation, 
on  aurait,  entre  p,  x  et  une  constante  arbitraire, 
une  relation^  au  moyen  de  laquelle  chassant  p  de 
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Téquation  proposée,    on  obtiendrait  une    équatioa 

primitive  qui  serait  Tintégrate  dierchée. 

Quand  la  variable  x  ne  s'élève  pas  non  plus  au-deU 
du  premier  degré ,  Téquation  proposée,  étant  nVors  de 
la  forme  ' 

où  iV  et  P  désignent  des  fonctions  de  /?,  conduit  à 
une  différentielle  aiyilogu^à  Téquatioii  trai;tée  dans  le 
n**  a85;  mais  ,  pour  plus  de  simplicité,  bornons*nous 
au  cas  particulier 

x+  —  jdp ;  et  puisque  df  =/>dx, 

il  reste  l'équation  T^r  +-p-  jd/i.=s:  o ,  qui  se  décom- 

dP 
pose  en  d^ux  JËicteurs  ^  +  -;p  ^=^0,  dp=so.   Le  pre«» 

mier  n'est ,  au  fond ,  qu'une  équation  primitive  entre 

X  eip;  il  n'y  a  lieu  à  intégrer  que  le  second,  qui 

donne  psac^  ou  ^  =  «dr  et  j*  =5  c»  +  c\   Les 

constantes  c  et  c  ne  sont  pas  arbitraires  toutes  deux  ; 

car  en  faisant  dans  l'équation  proposée  p  =  c ,   on  a 

jr^=zcx+Cy  C  étant  ce  que  devient  P  dans  la  même 

circonstance ,  et  l'on  tire  de  là  d  -^  C  i  l'intégrale 

demandée  est  donc  yz=,cx-^C^  et  s'obtient  en  cfaan* 

géant  p  enc, 

AP 
Le  facteur  j:+  -^  =  o  n'est  point  étmuger  à  la 

.queatioa»  Si  on  le  combine  avec  Téquatiou  proposée , 
pour  éliminer  p ,  on  obtient  entre  :r  et  j^,  une  équa- 
tion primitive  qui  satisfait  aussi  à  cette  proposée  ;  car 
la  relation  qu'il  établit  entre  x  et  p  réduit  encore  à 
pdx  la  valeur  de  d^,  déduite  de  l'équation  proposée 
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eUe-mème  ;  mais  cette  dernière  solution ,  ne  reufei^ 
mani  pas  de  noutelle  constante,  n'est  que  |kartt*- 
cvUère. 

Soit  9  poHf  exemple ,  Téquation 


qui  se  met  d'abord  soua  la  ferme 

en  la  différentiant ,  on  troave 

npdp 


ijr  =:  pis  -f-  xàp  -f- 


et  à  cause  que  d^se/idj?»  il  reste 

Cette  équation  se  décompose  en  deux  facteuifs 

*  4-  — ^ —  asï  o    et   dp  =  ô^. 
le  second  conduit  à /i=c,  et  Tintégrale  demandée  est 

Le  premier  facteur  donne 

substituant  dans  l'équation  proposée,  on  a  ^'-f-^^^'^'f 
équation  qui  ne  renferme  point  de  constante  arbi- 
traire ^  qui  n'est  point  comprise  dans  l'intégrale , 
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et  telle  néanmoins ,  que  les  valeurs  de  y  et  de  d  j-,  qû 
s'en  déduisent  y  satisfont  à  l'équation  différentielle 
proposée ,  dont  elle  offre  par  conséquent  une  solution 
particulière.  Je  reviendrai  dans  la  suite  sur  ce  genre  de 
solutions. 

De  rintégration  des  équations  différentielles 
des  ordres  supérieurs  en  général,  et  de  celles 
du  second,'  en  particulier. 

298.1  La  difficulté  d'intégrer  les  équations  devient 
d'autant  plus  grande  y  qu'elles  sout  d'un,  ordre  plus 
élevé  :  on  n'y  réussit  que  par  rapport  à  un  petit 
nombre  d'équations  très  particulières;  et  cependant 
toute  équation  différentielle  à  deux  variables,  dans 
quelque  ordre  que  ce  soit,  n'exprime  point  une  rela- 
tion absurde,  lorsqu'elle  ne  donne  pas  une  valeur 
imaginaire  pour  le  coefficient  différentiel  de  l'ordre 
le  plus  élevé.  Cette  proposition ,  déjà  annoncée  dans 
le  n®  289,  se  prouve  aisément  par  le  théorème  de 
Taylor. 

En  effet,  une  équation  différentielle  quelconque  de 
l'ordre  n,  étant  résolue  par  rapport  au  coefficient  dif- 
férentiel de  cet  ordre,  en  donnera  l'expression  par 
ceux  des  ordres  inférieurs ,  et  l'on  aura  en  général 

d'où ,  par  des  difEérentiations  sacoesaives,  on  tirera  les 
expressions  de 

en  ayant  soin,  après  chaque  différentiation ,  de  mettre 


pour  j^^  la  valeur  qu'a  fournie  TéquatioD  proposée. 

Par  ce  moyen ,  on  obtiendra  tous  les  coeflBciens  dif- 
féi^entiels,  d'épais  l'ordre  n  inclasÎTement ,  en  fonction 
des  variables  primitivei  et  des  n— i  premiers  coeffi<- 
ciens  différentiels. 

Si ,  dans  ces  fonctions,  on  peut  supposer  aras  o, 
sans  qu'elles  cessent  d*étre  réelles  et  finies  y  il  faudrjS 
encore ,  pour  achever  de  <  déterminer  les  eoefficiens 
différentiels  qu'eDes  expriment,  prendre  arbitraire* 
ment  les  valeurs  correspondantes  des  quantités 

que  l'équation  proposée  ne  fait  pas  connaître  ;  et  en  les 
représentant  par 

on  aura  ,  pour  une  valeur  quelconque  de  x, 

jr^zA  +  jif^  +  ji» — - +Au^i 


.1  i.a  1.2. ..(71 — i) 

+  f{j4j  Al,  A^^ . .  .-^..,)--r I+etc.  (aa), 

I  «a. .  .71 

s^e  où  les  eoefficiens  'des  n  premiers  termes  sont  des 
constantes  arbitraires. 

S'il  arrivait  que  la  supposition  de  x  =  o  rendit 
imaginaire  ou  infinie  l'expresnon  du  coefficient  dif> 
féreutiel  de  l'ordre  n  ou  des  suivans,  on  ferait  alors 
X'=^a,  a  désignant  une  quelconque  des  valeurs  qui 
ne  produisent  pas  cet  effet,  et  l'on  aurait 


x^a         {x ay  («—«)«"•' 


i.a  i.a.. .  .(fi^i) 

(x— II)* 

+  f(a,^,  Ai^A^f.,.  .Au^i)-—- -+  etc., 

I  «a.  • .  71 
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série  oà  les  quantités  arbitraires  A,  A^ ,  A%y .  • .  ^a., 
sont  les  valeurs  de  jr  et  de  ses  coefficiens  difFërentieU, 
correspondantes  à  xcst  a. 

De  oette  •manière  eomnHi  de  Tautre,  on  voit  i{ae  m 
la  fonction  désignée  par  £  n'est  pas  oonalaintnent  ima- 
ginaire pour  toutes  les  valeurs  de  x,  L'équation  ilif« 
Cérentielle  proposée  donnera  toujours  un  nombre 
infini  de  valeurs  consécutives  de  jr^  par  une  série  qui 
sera  d'autant  pltM  convergente  ,  que  ks  valeurs  de  x 
différeront  moins  delà  quantités  t  Téq^atidn  propoi^e 
ne  tombera  donc  point  dans  le  cas  d'une  impossibilité 
absolue,  quoiqu'on  manque  de  moyens  pour  l'inté- 
grer. Celte  propriété,  qui  est  particulière  aux  équa- 
tions différentielles  à  deux  variables ,  se  reconnaît 
aussi  par  des  considérations  géométriques ,  comme  on 
le  verra  plus  bas. 

299.  On  conclut  aussi  de  ce.  qiû  précède,  que  l'ex- 
pression générale  de  j^  en  x  doit  renfermer  n  cons- 
U^ntes  arbitraires. 

La  quantité  a  qu'introduit  ici  la  variable  indépen- 
dartte  x^  ne  doit  pas  compter  dan$  Le  nombre  des 
constantes  arbitraires  amenées  par  l'intégration  » 
comme  on  petit  s'en  assu^^er  sur  les  itttëgriilea  oom<» 
plètes  des  équations  du  premier  ordre,  considérées 
dans  leur  forme  générale  F(x,  ^,  Q  =r  o.  On  ne  peut 
dans  ce  cas  déterminer  ht  constante  arbitraire  C, 
qu'en  assignant  en  même  temps  une  valeur  à  x.anssi 
bien  qu'A  y;  et  si  on  les  repréMnte  par  o  et 6, 
on  aura  Téquation  F(â,  6,  C)atsoy  de  laquelle  on 
tirera  la  valeur  de  C  en  a  ett\  mais  ce  qu^il  faut  bien 
oiMerver,  c'est  que  la  fonction  de  ces  quantités  »  pat  ' 
laquelle  on  remplace  ainsi  la  constante  arbitraire, 
peut  également  être  éliminée  par  la  dilS^rentiation  ; 
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car  si  Ton  met  l'intégrale  proposée  sous  la  forme 

F,(x,j-)«C,     il  vient     C=F,(û,*), 
et  ensuite  Téq nation 

dont  le  second  membre  di8{>aralt  par  la  différentia- 
tion. 

On  détermine  semblable  ment  deux  constantes  C 
et  C,  9  dan«  une  équation  primitiTe  de  U  forme . . 
F(jr ,  j^,  C,  C,)  s:  o ,  lorsque ,  pour  une  valeur  donnée 

de  ar,  on  assigne  celles  de  ^  et  de  ^  ;  car  en  joignant 

QX 

à  l'équation  ci-dessu»  sa  différentielle  pvemièire ,  que  îe 
représenterai  par 

et  supposant  qa'à  x  se  a  Képo^de 

on  a  l«s  deu  équations 

F(/i,*,C,C,)  =  o,     F,(a,*,c,C,  <:,)  =  o, 

au  moyen  de^quelfea  on  détermine  C  et  C^  ena,  ^^  c, 
par  ides  expressions  qui  se  comportenl  dans  les  dîf- 
Cérentiatioiis  et  les  ëUminations ,  comme  les.  simples, 
lettres  C  et  C,> 

• 

3oo.  Ces  considérations  nous  ramènent  à  la  forma- 
tion  des  équations  différentielles  par  Télimination 
des  constantes,  dont  on  a  déjà  vu,  dans  le  n^  54»  un 
exemple  conduisant  jusqu'au  second  ordre. 


^ 


444  TRAlTi    iLiMKNTAIRB 

£d  partant  de  rëquaiion 

une  première  différentiaiion  conduit  à 

yày  =s  —  mxAx    (F) , 

résultat  qui  ne  contient  pluft  a\  puis  une  seconde  dif- 
féretitiation  suivie  de  rélimination  de  m,  donne  Té- 
quation  du  second  ordre 

qui  ne  renferme  plus  les>constantes  m  et  a. 

Cette  même  équation  peut  encore  s'obtenir  en  com- 
mençant par  éliminer  m,  entre  Téquation  primitive  et 
sa  différentielle  première,  ce  qui  donnfera 

puis  différentiant  celle-ci  pour  éliminer  en  dernier  Ueu 
la  .constante  a.  Enfin,  si  la  constante  a  ne  disparais- 
sait pas  d'elle-même ,  à  la  première  différentiation ,  on 
pourrait  commencer  par  différentier  deux  fois  de 
suite  Féquation  (U) ,  puis  éliminer,  entre  cette  équa- 
tion et  ses  différentielles  première  et  seconde,  les 
constantes  m  et  a. 

Quel  que  soit  celui  de  ces  trois  procédés  qu'on  ait 
suiyi ,  on  arrive  toujours  à  l'équation  (Z) }  mais  ce 
qull  faut  remarquer,  c'est  que  chacune  des  équations 
(P^)  et  (^')  9  y  menant  en  particulier  par  la  différen- 
tiation et  l'élimination  d'une  constante ,  en  est  une 
.  intégrale.  On  les  appelle,  en  conséquence,  intégrales 
premières,  pour  les  distinguer  de  l'équation  {U)  ,  qui 
etft  Vintégrale  seconde  ou  Yiniégrale  primitive^  à 
cause  que  (Z)  n'est  que  du  second  ordre» 
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On  voit  par-là  qu'âne  équation  différentielle  du  se- 
cond ordre  peut  avoir  deux  intégrales  premières  ,  et 
qu'en  éliminant  de  celles-ci  le  coefficient  différentiel 

§^y  on  obtiendrait,  entre  Xj  jrei  deux  constantes  ar- 
ox 

bitraires ,  une  équation  primitive  qui  devrait  rentrer 
dans  Téqnation  (£/)  :  d'où  il  suit  qu'il  suffit  de  cbn* 
naître  les  deux  intégrales  premières,  pour  trduvet 
rintégrale  seconde. 

Ces  remarques  s'étendent  aux  équations  de  tous  les 
ordres.  Pour  le  troisième,  par  exemple ,  Téquàtion  pri- 
mitive doit  contenir  trois  constantes  arbitraires  (299)  ; 
car  on  a  les  quatre  équations 

L'  =  o,  dl/=o,  d*U  =  o,  d^zy=o, 

mais  si  l'on  élimine  d'abord  deux  des  constantes  arbi- 
traires, entre  leséquatioâs  l/s=ro,  dU=sùjd*U~o, 
on  aura  trois  équations  différentielles  du  second  or- 
dre, puisqu'on  pourra  conserver  chacune  des  trois 
constantes  à  son  tour.  Les  équations  qu'on  obtient 
ainsi,  sont  des, iniégralet  premières  de  l'équation 
différentielle  du  troisième  ordre  ,  qui  résultera  néces- 
sairement de  l'élimination  de  la  constante  qu'elles 
renferment.  Les  intégrales  secondes  sont  ici  les  équa- 
tions du  premier  ordre  que  donne  l'élimination  de 
chacune  des  constantes,  entre  les  équations  l/~.o  et 
d£/=so ,  et  l'équation  primitive  6^3: 6  est  l'intégrale 
troisième.  Sans  pousser  plus  loin  ces  considérations, 
on  doit  en  conclure  qu'une  équation  différeniielle  de 
r ordre  n  a  un  nombre  n  d^ intégrales  premières;  et 
comme  ces  intégrales  sont  de  l'ordre  n— 1,  elles  ne 
renferment  que  les  n— i  coefficiens 

^     d\r  ^J  . 

d*'     dx'  ' dar— '  ' 
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si  dottc  on  jpeot  kacluuiner,  oa  aura  Vïnyégim!i^  nf*^% 
ou  réquation  primitive  qui  réj^nd  à  V^q^ati^n  dJX^ 
férentielle  proppiiée- 

3oi.  Pour  généraliser  la  Uiéorie  précédente»  La- 
grange,  par  l'application  de  la  série  de  Taylor,  a 
déduit  de  Téquation  dilférentMlle  même,  cette  umN 
tiplkité  de  leurs  intégrales  premières ,  qui  vient  d'être 
établie  en  partant  de  Téquation  primitive. 

Si  Ton  pose  d'abord,  comme  dans  len®ii4o,  ft-in— ^t, 
et  que  Vou  désigne  par  J  la  valeur  de  jr  lorsque  xs?  o , 
on  trouve 

.            drx      d*r  x*       dV     x' 
^=r— -r-  -  +  1-4 -r4 i  +  etc.     (û), 

équation  où  Tpn  peut  faire  disparaltr/e  tous  les  coeSi- 
ciens  différentiels  des  ordres  supéciBUrs  à  c^ui  de 
l'équation  proposée.  Supposons,  par  exemple,  ceUe-ci 
du  secoud  ordre  et  mise  sous  la  forme 

OA  en  déduira  les  valeurs  des  coeflâciens  différentiels 
iieê  ordres  pi  us  élevée,  etpar  ce  moyen,  l'équation  (a), 
devenant'    - 


est  rameùée  au  premier  ordre,  et  est  une  intégrale 
première    de   l'équation  (Z).    A  désignant  alors   la 
constante  arbitraire. 
Gela  posé ,  on  peut  écrire  dans  le  second  membre  de 


Ds  0A\4WL  urxioftAX*.  447 

l'équaliolk  {a) ,  ^  au  lieu  de  ^  ;  il  donnera  la  valeur  de 

àr 

-T-  9  correspondante  è  jt  sso  ;  en  désignant  cette  valeur 

par  ^, ,  on  aura 

et  remplaçaiii  t^*  y^*  ®^*  P^  '^^^  vakun  tirées 
de  Téquation  (Z) ,  on  obtiandra 

qui  sera  encore  une  intégrale  première  de  l'équa- 
tion proposée.  On  ne  pourra  pas  aller  plus  làro,  puis* 
qoHt  n'y  a  d'arbitraire  que  les  premières  valeurs  de  y 

dx 
Sans  qu'il  sôit  besoin  d'entrer  dans  de  nouveaux  dé- 
tails ,  on  voit  que  si  Téquation  proposée  était  de  Tordre 
n,  on  déduirait  de  l'équation  (a)d64  expressions  de 

^'di'  dx'' d«— " 

correspondantes  à  x  =  o^  qui  seraient  toutes  arbi- 
traireSf  et  en  y  remplaçant  les  coefficieiis  différentiels 
de  Tordre  n  et  des  ordres  supérieurs ,  par  leurs  valeurs 
tirées  de  Téqqation  proposée,  on  formerait  n  équa* 
dons  de  Tordre  n — i,  qui  en  seraient  Içs  intégrales 
premières. 
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3oa.  Nous  coiuiiiencerons  riiitégrulion  des  équa- 
tions différenlielles  des  ordres  supérieurs,  par  celles 
qui  ne  renferment  point  les  variables  primilives. 

Dans  le  second  ordre,  ces  équations  ne  contiennent 

dy*     d*  y  dy 

que  j-  et  --^;etlorsque,pourabréger,ouy  fait  y-=/;, 

ce  qui  donne  -r^=3-£,  elles  conduisent  à  -^^  5=  /*, 
^  dx»      éx  ax 

P  étant  une  fonction  de  p.  On  tire  de  là  dx  a&  -^ ,   et 

par  conséquent  j:  =  /  -^  "^  ^>  mettant  pour  dx 
sa  valeur  dans  Téquation  df  «s/idx,  on  trouve  aussi 
jr—l  ^-^+  C'  :  il  ne  s'agit  plus  que  d'éliminer  p  entre 

les  deux  équations  :^=  T^  +  C  et  jr=(^-^  +  C , 

pour  avoir  l'intégrale  en  x  et  j^,  qui'  sera  complète  ; 
car  elle  renfermera  deux  constantes  arbitraires  (^99). 
L^élimination  de  p  ne  pourra  se  faire  que  lorsqu'on 
aura  effectué  les  intégrations  indiquées  ;  mais  par  les 
quadratures»  ou  construira  la  courbe  cherchée. 

i 

Soit  pour  exemple  Téquation  i —    ■  ^    -  =  «  ;    en 

mettant /idx  pour  d^,  et  àpdx  pourd^jc»  on  changera 
cette  équation  en  ^ i— =  a,  et  Ton  en  tirera 

L'intégration  donnera 


i 
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ap 


X  =  C+-7^-=:,      X^C'- 


^imiDant/i,  il  YModra 

résoltat  iacile  à  préroir,  car  Téqûation  difFtfrentielIe 
proposée  i^Vtant  aatre  chose  que  Texpression  gêné- 
mie  da  rayon  de  courbure ,  égalée  à  une  constante 
-*-fl(8i),  exprime  la  propriété  fondanientale  da 
cercle. 

3o3.  On  ramène  de  même  à  l'intégration  des  fonc- 
tions d'une  seule  variable ,  les  équations  d'un  ordre 
quelconcpie  ;  dans  lesquelles  un  coefficient  différentiel 
est  exprimé  par  celui  de  Tordre  immédiatement  in- 
férieur. 

d  V    •  d*  T 

Si  Ton  avait,  par  exemple.  V^,  c°  fonction  de  -r^  . 

on  ferait  -r*T  =  V>  d'où  il  résulterait  -^^  =  -2  -    et 
djr»       ^  àx*       àx* 

par  conséquent  l'équation  proposée  serait  trantforméé 
en^=Qt   Q   représentant  une   fonction   donnée 

QX 

de  y.  On  conclurait  de  cette  dernière  équation  » 
puis  de  -r^  =  q^  on  tirerait  successivement 

<?4/«.  intêgt. ,  5*  «lilio».  29 
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riiitëgrale  demandée  serait  donc  le  rësaltat  de  réliint- 
nation  de  q  entre  les  deut  équations 

et  il  y  aurait  trois  constantes  arbitraires  dans  le  ré- 
sultat. 0»  étendrait  facilement  ce  procédé  à  un  ord«« 
quekoiM|Q(a 

3io4«  ^^  réduit  eueore  txkm  aisément  à  Kînt^pratîoa 
des  tmmtûmm  d^m^e  scf«l«TariaMe ,  ks  équajtioiiê  d'un 
ordre  quelconque ,  dans  lesquelles  un  coefficient  di£* 
férenticÂ  est  domaé  pat  celui  de  l'ordre  inférieur  de 

deux  unitéis.  Si  Ton  avait ,  par  eicemple,  j^  en  fonc- 

d*y  d'iT 

tirtn  de  j-^ ,  «m  rtprésentertit  ^  par  q ,  d'où  i»  sui- 
vrait 

dV_df      d^      d^ 

dar'~dz*     4r*™dx*' 

et  ia  proposée  serait  transformée  en  - 

d'y  ^ 


dor* 


^Q^ 


Ç  désignant  une  fonction  donnée  de  q.  En  multipliant 
alors  les  deux  membres  pat  dj^,  il  viendrait 

Ae"  dx  -■  V««' 

et  comme  ^  =i=  d  ^2    on  tirerait  de  là 
dx  dx 


dx  -= 


2  dx 

dq 


V^ifQAq-j-  C  J  V'^fQàq  ■+■  C 


J  i/2rod</-t-  c 


r 


JD»  CALCUX.  llTTiojlLAIi.  4% 

mais  de  -p^  =  o,  mi  déduit  snccesnTeinent 

l'intégrale  serait  par  c<»isëqaent  le  xësnltat  de  l'dli- 
mination  de  jr,  entre  ha  ^aatioqs 

y^r     ^^g (f         9àq ^cA^c 

conteDaiit.  quatre  constantes  arbitraires.  On  trailjerait 
de  minitf  lee  ë^natioDS  analogues  ,  danç  les  ordres 
t»liis  élevés. 

3e5.  L*équa«lM  JT^^^  ^'  ^^  ^^lésigne  une  fonction 

quelconque  de  jr^  est  le  cas  le  plus  limple  de  la  clasae 
d'équations  qui  nous  occupe;  il  vient alotrsb 

Si  Ton  applique  ce  procédé  à  l'équation  particulière 


on  aura 


d*^ I  i\x   d\^  _    à:jr 

d^       ^'ar^      àx*  àx        ^'ây- 


29. 
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en  intégrant.  Changeait  C  en  -^,  on  tirerait  de  là 

faisant  ensuite  c  +  V^T'a^'y  il  tiendrait 
et  enfin 

4- =l»'-a«^+ «'=!(!/?-«)  V^+Vr+e'. 

3o6.  Les  équations  différentielles  qui  ne  contiennent 
qu'une  seule  des  variables  primitives ,  s'abaissent  au 
moins  d'un  ordre. 

Gela  est  d'abord  visible  pour  celles  qui  sont  de  la 
forme  « 

-/      àjr      A^jr  d",r\_ 

^v"^'  ai'  d?' d?;^""' 

X  désignant  la  variable  indépendante;  car  si  l'on  fait 

^as»,  il  vient 

ax      '^ 

équation  qui  n'est  plus  que  de  l'ordre  n  —  i ,  par  rap- 
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port  aux  variables  x  et  /i.  Quand  on  pourra  rintëgrer 
et  en  tirer/»  en  x,  ou  bien  x  e^p^  on  aunt^  par  les 
formules 

yiazfpix  +  C,     ou     jr^szpx—fxàp  +  C. 

i 

Soit,  {MT  eienple,  l'éqaatioD  diffifientieUe 

s 
(dr'-Hjr*)*  _  ^ 

X  désignant  une-  fonction  donnée,  de  x  seul;  cette 
équation  se  traEUsfonne  en 

j 

d^>ù 

dx  df> 

En  intégrant  il  vient 


/dx 
—  +  C  par  Vy  et  il  en  résulte 

307.  Si  la  fonction  y  entrait  dans  l'équation  pro- 
posée 9  au  lieu  de  la  variable  indépendante  x^  on  ra- 
mènerait, ce  cas  au  précédent  y  en  prenant  ày  cons- 
tant ,  au  lien  de  dr  (1 3o). 

On  pourrait  encore  y  si  l'équation  proposée  n'était 
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qoe  ém  second  onire ,  -chusser  Ax  a«  moyen  de  tti 

dr 

▼aleur  --s^,  tirée  de  l'équation  dj^=pdr,  et  Ton  au- 
rait ainsi  ..... 

dxc*        dx        d  j^  * 

la  transformée  ne  renCermerait  alors  que  p^  àp^  jr 
et  dj^.  Si  elle  pouvait  s'incégret,  et  qu'elle  donnât  p 

en  Xj  ^^  trouverait  x  par  la  formule  xr=zj  --  ,  et  par 

la  formule  x^  -  +/  ^^  >  lorsqu'on  aurait  jr  enp, 

L'eqaation  ^«s  F,  d^à  ticailée  dans  le  n*"  3o5, 
devient ,  par  le  procédé  ci- dessus, 

^  =  Y,    d'bù    p-  =  tfVdj  +  €, 
djr 

^    d*    ^  -^    -^  ^  j  ï/a/y djr+c^ 

3o8.  Parmi  les  équations  différentielles  qui  con- 
tiennent en  même  temp^les  deux  variables  primitives, 
il  faut  remarquer  «elles  qui  sont  lioimogènes  entre  la 
fonction  jr  et  ses  différentielles ,  considérées  comme 
des  facteurs  algébriques  :  une  transformation  très 
simple  y  liftisant  disparaîtra  ta  fonction  primitive  j^ 
les  ramène  au  cas  précédent. 

11  suffit  de  poser  jnsse^^  d'où  il  résulte 

'      Aj-  r=  é^Au ,     d^x  =  «■(*'"  +■  ^«')  • 
d'r  =  é"{d^u  +  3dwd*ii  +  dii^,  etc.  ; 

k  fifteteur  e",  dev^nttit  alors  comaMui  à  tons  iss  teiknes 


d«  l'équatioQy  dUpamii,  et  il  jic,rc9ie  pUis  ^Me  l«s 
dlffér^tiell^s  de  ii,  avec  x  et  dx. 

Le  cas  k  plus  simple  de  ces  ëcpiatioDS  est  celui  au 
j^  et  ses  différentielles  ne  passent  pas  1^  pjreoiier  4%Fé  ; 
il  est  représenté  par  la  formule  générale 

d'r  +  Pd^^yix  +  Ç>d»— ^dar» +  Uj-ôx*=  o. 

■ 

Prenons  pour  exemple  celle  du  troisième  ordre 

d'j"  +  Pd^j^àx  +  Qàxdx^  +  Uj-dx^^  o; 
les  TsAenrs  de  jr  et  desesdifféventidles  la  réduiront  à 

d*ii  +  3d«d*ii  +  dii^  +  P(4\u  Ht"  d»*}àx  è  _ 

H-  Qdudx^+  Udx^  J  —  o» 

4      1 

f\fù  s'^baisA^  aM  secpud  ordr«  en  [K^sant  ^u= id;c,  d'oi» 

d-l  +  (3/  4.  f>)  d/<lx  +  (I»  +^Pi«  4-  <?<  +  ^)  dx»  3=  o. 

La  £iirii»^4^  caU^  éjfuatipn  <ib>nne.  lii^u  ^  ^m  r^*- 
mavft^e  imp^rlaut^j  is^vpjnr,  ^  si  lep  qiMuMJM»  P# 
Q  «I  (/  <i(ittepi  çpmsdwt^  I  ^  pouri9|it  iiiipppser  # 
aamtanl ;  etr  ^  iaisaat  dV«is«,.d<9fc'»y  4  «9  gpih' 

tarait  .pMV  idélevminar  ^  y  4l)«ijff4ll%tiM 

.    /^4.pi»4.  ç/4.  r;=ro' 

don^  les  coefficiens  seraient  des  constantes. 

Désignant  donc  par  Tn^^m^y  mj  les  ^rois  racines 
de  cette  équation ,  on  pourrait  prendre  successive-^ 
ment 

et  coiiime 
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on  aurait  pear  y^  les  trois  valeurs 

qai  reviennent  à 

en  prenant  pour  constantes  arbitraires  les  quantités 

Sog.  Ce  ne  sont  encore  là  que  des  valeurs  particu- 
lières de  la  fonction  x^  puisqu'elles  ne  renferment 
qu'une  constante;  mais  en  les  ajoutant ,  on  forme 
rintégrale  primitive  complète 

9on-seùlement  il  est  facile  de  s'assurer  que  cette  ex- 
pression de  j^  satisfait  à  Te'quation  différentielle' pro- 
posée ;  mais  on  peut  établir  à  ce  suje^  une  proposition 
générale,  quels  que  soient  les  coefficiens  P^  Q  et  U, 
savoir  i  que  si  jr^  jr^j  js  sont  trois  valeurs  de  jr  qui 
satisfassent  chacune  en  particulier  k  cette  équation, 
lettr  somme  Xr^jr^-^ysj  étant  prise  pour  l'expret» 
sion  de  jr^  satisfera  éj^ilement ,  et  que  si  les  fonctions 
Jfiy  Xif  jr%  ne  contenaient  pas  des  constantes  ar- 
bitraires cbmme  ci-d^ssUs ,  on  pourrait  prendre 

car  en  différentiant  trois  fois  cette  expression,  substi- 
tuant dans  l'équation  proposée ,  les  valeurs  de  ^,  ij^ 
d'j^,  d^^,  et  rassemblant  tous  les  termes  où  entre  la 
même  constante,  il  vient 

C,(d^J-i+Pd*j^,dx+Çdj-,djr'+t/jr,dar')  ) 
+C.(d'^.+Pd>^.dx+Çdj-.d*»+r;/-.d*»)  \  =o, 
+Ca(dV3+Pd*^sdx+Çdj'sdx»4-t;^3daf^  ) 


résultat  dans  lequel  la  fonctîoo  qui  multiplie  chaque 
constante  est  nulle  par  elle-même ,  puîsqu'oa  a  sup- 
posé que  les  fonctions  jxt  y%i  y%  satisfaisaient  sépa- 
rément ^  l'équation 

d'jr  4.  jPd'j-do:  ->.  Çdj-do:»  -f-  VjAx^  =  o. 

On  voit  aisément  que  cette  démonstration  peuts'ap- 
pliquer  à  l'équation  d'un  ordre  quelconque 

d»^  H-  Pd"-'^dar  H-  ^M"-»j^d«» +  VjA±^  =  o , 

et  que  par  conséquent  si  Ton  trouve  n  valeurs  parti- 
culières, 

qui  y  satisfassent ,  on  pourra  poser 

A>  ^ft»  ^39 ^n  désignant  des  constantes  arbi* 

traires. 

Il  est  également  visible  que  si  les  coefficiens  P, 
Q, .  •  • .  (/sont  constans,  les  valeurs  dej^  s'obtiendront 
par  la  supposition  de  j'sse'^,  m  étant  une  constante, . 
ce  qvù  donne 

4f=tf^*mdx,  d^^isc^'iii'da:*, d"j'=^*'»''d«», 

et,  rendant  divisible  par  e"da:*,  l'équation  proposée, 
la  réduit  alors  à 

m»  +  Pm"-*  -f.  Qm»"'. . . .  +  1/  =  o. 

Si  l'on  représente  par  m,,  m,, m^  les  racines 

de  celle^i,  on  aura 

JTi^c       »     J^»=c       , j^a=e 

et  par  conséquent 

^  =r  Ci*"*'  +  C^e"*'*.    . .  ..4-  Ce'"-'. 
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3io.  Lorsque  fMHrmi  lesTsIeufs  de  91,  il  s'en  trovre 
d'imaymîroi,  i'exppesMon  ci-deMus ,  4fm  ite  cèMe  pis 
povr  Gels  de  ^«rîfeer  l'équatioft  différentielle  proposée, 
a  besoio  d'être  transformée  en  une  autre ,  on  il  n'y  s  il 
que  des  quaotiufs  réelles^  ce  qui.s'effectue  au  moyen 
des  formules  du  n*  187. 

Si  m,  et  m, ,  par  exemple ,  désignent  un  groupe  de 
racines  imaginaires,  eHes  seront  de  la  forme 


m 


,  =  «  +  18/— I,     m.  =  «  — j3t/— I, 


et  fourniront  dans  Texpressiou  générale  de  jr^  «se 
partie 

umU.,  fiar  ^'.ancicle  cité ,  4mi  « 

g— T^I/^T  _  cos/Sar  — l/~i  sin/ftx; 

ces  valeurs,  substituées  dans  l'expression  pvécéAéntie, 
la  changent  e^ 

et|  comme  les  constantes  C  et  C^  disparaissent  de 
Téquation  difliérentielle ,  sans  qu'il  soit  besoin  de  leur 
assigner  ancuoa  valeur,  <Qn  peut  leur  e^  supposer  up^ 

teUequeles  quantités  C,4-^«  ^^  (Cf*^*^»)  V^^^  soient 
réelles,  et  faire  en  conséquence 

d'où  il  résultera  9  pour  l'expression  cherchée^ 


é*''^[E^  cos l»x+  E^  sin  /kv) , 

valeur  entîtoement  fëelle^ 

Oq  pent  changer  cette  ^lemièTe  de  forme ,  en  y 
posant 

fiel  q  étant  de  nouvelles  quan  Vtés  arbitraires  ;  «Ue 
deviendra 

e^\  pnnq  cosfix  -^ pcos  çslnfix} 

On  trailieraît  de  lamme  manière  Jes  autrts  grou|ics 
de  termes  imaginaires  «ne  pourrait  renfermer  l'ex- 
pression çënéjrale  de  ^, 

3ii.£i  )qiièl<t«e*4Aaes  dea  racines'^,  m;,  etc.  de* 
vieusenté^tea-f  cetitexpvrtsio&péhrd  de  sa<gé»éralîtè; 
quand,  fur«xieio(ritf;  m;sam^,  les  deux  premiers 
(tevmes ,  prenant  k  fcvme 

se  réunissent  en  un  seul  dont  le  coefficient  C,  -^  C,  ne 
compte  plus  que  pour  une  seule  constante. 

Des  dfvers  procédés  qu'on  a  donnés  pour  parer  à  cet 
inconvéDient ,  celui  qu'a  proposé  d'Alembert  me  pa- 
rait encore  le  plus  ingénieux  et  le  plus  simple  :  voici 
en  quoi  il  consiste  (*). 

Au  lien  de  supposer  que  les  racines  m,  et  m,  soient 
égales,  on  (ait  d'abord 

•  « 

m,  =  m,  -f-  R, 


(*)  f^oyez  <S*aiAtfim  le  Traiie  in-)*,  t.  Ilf ,  p.  6^. 
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»ce  qui  donne 

en  développant  rezponencielle  e^'  (27)  ;  alors  si  l'on 
pose 

C, +  C.  =  ^,,      c.^  =  £:., 

il  vient 

e'"''[^£.  4.  £.a:  +  £,^  +  etc.]. 

Or,  £,  et  C,  étant  arbitraires,   £,  et  E^  le  sont 

pareillement,  et  l'expression  Cyfi^^*  +  C.c^**  satis^ 
faisant  à  l'équation  di£Férentielle  proposée ,  indépen- 
damment d'aucune  valeur  de  C,  et  de  C.  (Sog),  il  en 
sera  de  même  du  développement  ci-dessps ,  et  des 
constantes  £,  et  E^ ,  et  cela,  quelque  petite  que  soit 
la  quantité  h.  Si  donc  on  suppose  &  =  o ,  l'expression 
ci-dessus ,  réduite  à 

e~''(£,  +  E^x) 

et  contenant  deux  constantes  arbitraires  irréductibles, 
satisfera  encore  à  la  proposée  ;  mais  ce  cas  répond  pré- 
cisément à  m,  s:  nia. 

De  là ,  on  passe  aisément  au  cas  où  r»,  =r  m,  =ms  ; 
car  en  ne  supposant  d'abord  que  l'équation  fn^'ss.m^^ 
on  aura 
^  =  e'»''(i5,  +  le.*)  +  Cse"»*'. . .,. .+  C.e"»"', 

et  £BiiBant  en  conséquence  ms=  mt  +  A,  il  viendra 
que  le  développement  de  «*'  changera  en 
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et  faisant 

OD  aura  Texpression 

^"'"(F.+  F.ar  +  FaX^+FsÇ  +  etc.), 

satisfaisant  encore  à  Téqnation  différentielle  proposée , 
quelles cpie  soient  les  constantes  F, ,  F»,  F^,  et  quel- 
que petite  que  soit  h  :  en  posant  donc  A  =  o ,  il  en  ré- 
sultera, poor  le  cas  où  ifi,^fii,is  ms,  l'expression 

4?»»'«(F,+.F.jr  +  F,jf), 

qui  remplacera  complètemeAt  la  partie 

Ç,eW«*  4.  C,e^**  +  Cse*"*',  et  ainsi  de  Suite ,  en 
quelque  nombre  que  soient  les  valeurs  égales  de  m, 

3 12.  L'équation  différentielle  proposée  peut  rare- 
ment s'intégrer  lorsque  les  coefficicns  sont  variables; 
le  cas  suivant 

(4»+ te)*d»^  +  P(a+  te)— d«-',fd*  J  _ 

H-  Ç(a+*ar)»-*d»-*^dar» +Ujrdx*f       ^' 

où  Py  ^1 U  désignent  des  constantes ,  est  un  des 

plus  remarquables.  Si  Von  &it  a  -f*  te  =  <,  d'où  il 

suit  dr^  -ri  l'équation  ci-dessus  se  change  en 

à  laquelle  on  satisfait  en  posant  yzszV^^  m  étant  un 
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exposant  îadéterminé  ;  car  d<  étant  comiaot  ainsi  que 
àx.  y  la  substitution  de  j^  et  de  ses  différentielles  rend 
l'équation  ci -dessus  divisible  par  {""dl* ,  et  Ton  a  seu- 
lement 

m(m — i)..  .(m — n+i)+-T-m(m— i). .  .(m — n+î) 


+  ^  m(m-i). . .(m— «4-3) +  t; 


Of 


qui  détermine  m,  au  moyen  des  constantes  n,  6,  P, 

3i3.  Il  est  facile  d'appliquer  ce  qui  précède  à  Té* 
qiiatîo»  du  second  ordre 

d'r  +  Pf^  J'Aie  +  Ujrdx^  =  o  y 

et  d'en  tirer  les  résultats  suivans,  qu'il  est  utile  de 
connaître. 

I*.  Si  jj  et  jr^  sont  deux  valeurs  qui  satisfassent  à 
cette  équation,  son  int^gral^  compote  est 

X  ~  ^••T»  +  ^»r*    (*>9)- 
2®.  Quand  P  et  V  sont  constans,  on  a 

m,  et  m^  étant  les  racines  de  l'équation 

3*.  Si  ces  racines'sont  imaginaires ,  il  vient 

jr = />e*'  sin  {q  +  /Sx)     (3 1  o) . 
4*.  Si  elles  sont  égales 


(a  +  bxyi'j-  +(a+  bx)PàjAx  +  Vjàse^  =  o 

se  change  en 

P  V 

lorsqu'on  fait  a  +  bx=^  ty  et  de'pend  de 

P       .  V 


m 


(m— i)  +  -jrm  +  jj;=o;     (Snn), 


ce  qui  revient  â 

'"+(*"V'"  +  r'  =  ^' 
ainsi  son  intégrale  est 

m,  et  m,  étant  les  deux  valeurs  de  m, 
3i4*  LVquation 


d'j'+Pd'^'jrôx+Qd''^Xà:^^ -k-Vj^dx^ts^  (i), 

n'est  qu'un  cas  particulier  de  Fëquation  différentielle 
de  Tordre  n  et  du  premier  degré  ;  car  celleKây  pour  être 
générale ,  doit  contenir  un  terme  indépendant  de  jr^ 
et  avoir  par  conséquent  la  forme  , 

d''j+Pd'-ydx+  Çd"— j-dx*. . . 4-l/rdar«=rax"  (a) ; 

mais  l'intégration  de  cette  dernière  se  ramène  facile- 
ment à  cette  de  la  première  :  on  l'a  déjà  vu  pour  le 
premier  ordre ,  dans  le  n®  285  ;  et  dans  un  ordre  quel- 
conque y  il  suffit  de  connaître  un  nombre  n  de  valeurs 
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particulières  de  y,  saiisfaisani  à  Céquatian  (i),  pour 
parvenir  à  Finiégrak  compRie  de  t équation  (2). 

Lagrange,  qui  a  découvert  cet  important  théorème, 
Ta  prouvé  en  étendant  à  Téquation  (a) ,  par  la  varia- 
tion des  quantités  C, ,  £.,,...•£.,  Texpression  gé- 
nérale de  jr  relative  à  Téquation  (i)« 

Pour  fixer  les  idées,  je  prends  l'équation  pro- 
posée du  troisième  ordre  seulement  ;  il  vient 

jr  r=z  C^Xt+  C^jr^  +  Csjr^j  expression  dans  laquelle  il 
faut  déterminer  C^,  C»,  C3,  de  manière  qu'elle  sa- 
à 


dV  +  Pd'^di:  +  Çàj-àx^  +  Uxàx^=  FdxK 

Si  Ton  forme  auoeessivement  les  valeurs  de  d^,  d*jr 
età^jr^  en  traitant  C,,  C,,  C3  c^mme  variables,  on 
trouvera  d'abord 

mais  comme  on  a  trois  quantités  à  déterminer,  et 
que  la  question  proposée  n'offre  qu'une  condition ,  on 
en  peut  choisir  deux  autres  â  volonté,  et  faire  en 
conséquence 

J.dC,  +  j,dC.  +  jrsàCs  =  o , 

ce  i[u\  donnera 

comme  si  les  quantités  C, ,  C,  et  Cs  n'avaient  pas  varié. 
En  différentiant  cette  valeur,  il  viendra 

d»^=;C,d'j.+C.dV.+C5d-^3+d^.dC,4-d^.dC.+d^3dC,; 

posant  encore 

dj-idC,  +  d J.dC,  +  d^sdts  =  o  , 


r 
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il  restera  * 

d'où  Ton  tirera 
d3jr=rC^V.+C,d'r.+^3^'rt 

Par  la  subslitulion  des  valeurs  de  Xf  àjr^  d*x  et  d'j- , 
Vëquation  proposée  deviendra 

+d«^,dC,+d'j-,dC,  H-d'j'sdCj  ) 

ce  qui  se  réduit  à 

d'r.dC,  +  d'j^.dC,  +  d^j-jdCs  =  ^d*S 

I 

quand  les  fonctions  jTvj  J^^t  JTz  satisfont  à  l'e'quation 

il  existera  donc  entre  les  différentielles  dCi,  dC,  et 
dCsy  les  trois  équations 

XAC,^     j'AC^+     jrsàC3  =  o, 
àJ•^dC,  +  d^.dC,  +  djrsàCs  =  o , 
à'X.dC,  +  à'x^AC,  +  A'x^Cs^FAx', 

d'où  Ton  tirera  les  valeurs  de  chacune  dé  ces  diffé* 
rentielles ,  exprimées  en  x  et  en  àxj  lorsque  lea  fonc- 
tions Jr^^  jr^^  jr^  seront  connues.  Les  résultats  ayant 
la  forme 

dC,  =  X,dar ,     dC,  =  X^Ax ,     dCs  =  XgAxy 

Cale,  intégr,,  5^  édition.  3o 
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on  en  déduira 

C^=fX^Axkc,y  Cs^/X.dx-hc,,    C^—fX^x^c^, 

et  par  conséquent 

sera  ISritëgrale  êomplète  de  Tëquation  proposée. 

Si  Vanne  co|if)ai«/Miif  q^ie  deux  valeurs  partieulières 
de  jr^  la  proposée  ne  pourrait  s'int^rar  qu*avee  le 
secours  d'une  équation  du  s^ond  ordre,  réductible  au 
premier.  Eneffei^  on  aurait  alors 

en  faisant 

j^,dC,+ j-,dC,  =  o; 

inais  puisqu'on  ne  pourrait  disposer  que  d'une  seule 
des  quantités  Ci  et  C, ,  il  faudrait  employer  le  déve» 
loppement  complet  de  d.^jr^  qui  serait 

d*j-=  C,i*jr^+  C.d*r.  +  dr.dC,  +  d^.dC„ 
et  qui  donnerait 


d^j— C,d>,+C.dV.+2d*j^,dC,+ad'j^.dC. 

+4r.d*C.+dj-.d'C.. 

Substituait  dans  la  proposée ,  et  réduisant  de  la  même 
manière  que  ci-dessus,  on  obtiendrait 

^PdrAC,4x+Pêy^c.é3p  I         ' 

équation  de  laquelle  on  chassera  dC*,  et  d*Ca,  en  tirant 
leurs  valeuis  de  l'équation  ^,dC,  -f-^,dC,  =  o  et  de  sa 
différen^elle  ;  U  résiiltinte  ne  coolenaot  que  d'C, , 


àCi  et  des  fanctions  de  x,  se  ramènera  au  premier 
ordre  (3o6)' 

Enfin  y  lorsqu'on  n'aura  qu'une  seule  valeur  de  j'y 
on  tombera  sur  une  équation  auxiliaire  du  troisième 
ordre ,  réductible  au  second  ;  c'est  ce  dont  il  est  fsicile 
de  se  convaîacrcL,  e»  mettant  dana  )a  ^proposée , 

C,j-|,   C.dj-.+j^.dC   C,d?^.4^djr,dC,+^.d>C., 
C.dV*  +  3d*^.dC.  +  Sd/.d'C,  4- J-.d^t?. , 

au  lieu  de 

J-,     àjTy     d'r    et    â^jri 

rëquation  formée  par  ces  substitutions  sera  iréduite  à 
j-.d^C.  +  3d^.d*C    +3d*j^.dC,       J 

+  Qj,dC,àx'    ) 

Si  dans  les  calculs  précédens  Ton  suppose  ^=  o^ 
ik  montreront  comment  ^  avec  deux ,  ou  seulement 
une  valeur  particulière  de  la  fonctiop  jr^  «n  peut 
parvenir  à  son  expression  générale,  dans  l'équatioii 

d^jr  +  Pd^j-àx  +  Çd^-dr*  +  l/j-dr^  =  o  ; 

et  de  là  résulte ,  pour  toutes  les  éq^f^^pj^  diSéfm^ 
tielles  du  premier  degré,  le  théorème  suivant  t 

Si  Ton  a  n  valeurs  particuUhres  de  j,  pour  ^cgua^ 
lion  {\) ,  on  en  déduira  immédiatemetH  f expression 
générale  de  cette  fonction  peur  les  équations  (i)  et  (i); 
et  dfif^  ie  cas  où  ton  ne  conndUraii  que  n  —  i  vale^rs 
particfffieres ,  on  parviendrait  ejseope  à  la  même  eX" 
pression ,  en  intégrant  une  équation  du  premier  degré 
et  du  premier  ordre, 

3 1 5,  Je  prendrai  pour  exemjile  ^équation  du  setond 

3o,. 
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ordre 

d*j^  +  Pd^Ja:  +  t/ydx*  =  Fàx^. 

En  désignant  d'abord  par  jn  jr^^  les  valeurs  partico-» 
lières  de  jr  qui  satisfont  à  réquation 

d'j- +  Pd^ jp  +  t/^-dir*  =:  o , 

l'intégrale  complète  de  la  proposée  aéra 

C|  et  C,  étant  déterminés  par  les  équations 

ridC.-fe  j^.dC,  =  o, 
d^idC,  +  dj-,dCa  =  VAx^    (n*  précédent). 

Maintenant  si  Ton  suppose  que  les  coefficiens  P 
et  r/ soient  constans,  /^  demeurant  une  fonction  quel-* 
conque  de  x,  on  aura 

j-,  rrre'»»',        ^,  ==  C*»-'       (3l3), 

et  par  conséquent 

c'«.'dC|  +  e'»-'dC.=  o, 
e'^-'m.dC»  +  c'^'^m.d'C.  =  VAx, 

d'où  l'on  déduira 

ifii  ^—  tn^  fit,  •— ■  m, 

puis      , 

m,— m»  m, -^m, 

et 

e^  t'(^E,  +/re"""  '*dx)  — e'"  '^  (g.  +/re--«*'dx) 


•^  ""  m,  —  m. 
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■ 

en  donnwt  aux  consuntes  arbitraires  Ei^  E^,  k  diyi- 
seur  commun  m,  —  m, ,  ou  seulement 


en  concevant  que  chaque  intégrale  comprenne  impli* 
citement  sa  constante  arbitraire. 

3i6«  Cette  formule  est  soumise  aux  circonstances 
qui  naissent  de  la  nature  des  valeurs  de  m^  et  m, 
(3iOy  3ii}* 

On  pourrait  en  restreindre  l'emploi  au  cas  où  les 
quantités  mx,  m^  sont  réelles  et  inégales,  et  former 
immédiatement  des  expressions  de  jr^  pour  chacun 
des  deux  autres,  en  employant  les  valeurs  de  jr^  et  j-, 
particulières  à  ce  cas.  Par  exenoLple,  lorsque  m,  et  m, 
sont  imaginaires,  on  tirera  de  la  valeur  complète 

X=^à^  (E.cosfix  +  J^.siuito), 
trouvée  dans  le  n®  3io,  les  valeurs  particulières 

J,  =  c^  cos^,     jr^  =  c**  sin  jga:, 

avec  lesquelles  il  serait  facile  d'obtenir  ;UintégraIe 
complète  de  Véquation  proposée;  mais  il  est  peut^tre 
plus  simple  d'opérer  immédiatement  sur  la  formule 
du  n®  précédent,  la  transformation. propre  à  en  faire 
-disparaître  les  imaginaires,  c'est-à-dire  d'y  changer 

m,  en«-f*/3t^ — *»     'w»  en  « — /8|/— 1> 

et  de  remplacer  ensuite  les  exponentielles  imaginaires 
par  leur  expression  en  sinus  et  cosinus.  Par  ces  substi- 
tutions, on  a  d'abord 
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pttb  en  effectuant. les  multiplieatÎDiif  yKliqu^,  sépa- 
lanl  lea  int^ralea  en  monômes  ^  et  rëdaisanl»  le  fac- 
teur a  |/ — I  devient  commun  aux  deux  termes  de  la 
fraction ,  et  l'on  anire  à  retprasion  réelle 

^  as  -—  {8in/8x/^e^**d«  cos/Sj: 
— c08|*/;F>"***d*8iû^}. 


Si  tétait  nul ,  il  Ctudrait  mettre  une  constante  ar- 
bitraire à  la  phee  ist  chaque  intégrale  ^  et  Ton  aurait 
seulenkent    . 


ce  i{tti  rentra  dans  le  résultat  du  n*  3io. 

On  retiéontre  finfqoemiaenty  dans  les  applications 
de  l'Anatyse  à  la  Physique  céleste,  l'équation 

pour  laquelle 

m=:±:al/^    (3i3), 
d'oà 


/ 
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et 

j  zzz  psïnax  ^  q  co$  ax 

en  restituant  les  constantes  arbitraires.  La  fonction  J^ 
a  ordinairement  la  forme 

A^  By  C^  etc.,  ^,  y>  etc.  déngnant  de&  coefficiens 
constans,  et  les  intégrations  indiquées  s'eflTeictuent  par 
ie  procédé  du  n*  218. 

817.  L'égalité  des  racines  m,  et  m»  réduisant  à  f 
l'expression 

il  sufEt,  pour  en  obtenir  la  vraie  valeur,  de  différentier 
par  rapport  à  m,  son  numérateur  et  son  dénomina- 
teur,  en  observant  pour  les  intégrales  la  règle  du 
n*  a8i,  et  il  vient 

y  =  e*"»*  (x/Te-'*"  àx  — /Te-"»»'  xàx). 

Cette  dernière  expression  comprend  celle  du  n*  3 1 1  ; 
car  lorsque  ^seo,  les  intégral^  se  rëduisaiit  à  leur 
constante  arbitraire  >  il  vient  seulenaent 

3i8.  Si  l'on  a  un  nombre  m  d'équations  différen* 
tielles  renfermant  nu  nombre  m-f-i  de  variables,  une 
seule  de  ces  variables  sera  indépendante,  et  les  m 
autres  en  seront  des  fonctions.  Supposons  d'abord  que 
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oes  fonctions  ei  leurs  coefficiens  di£férentiels  ne  sVlë^ 
▼«ntpas  aU'^deU  de  la  première  puissance,  dans  les 
équations  proposées,  qui  tfont  alors  du  premier  degré; 
la  méthode  indiquée  au  n"  i33,  conduirait  »  dans  ce 
cas,  à  une  équation  di£férentieUe  du  premier  degré 
entre  l'une  des  fonctions  à  déterminer  et  la  Tariable 
que  Ton  regarde  comme  indépendante  ;  mais  on  peut 
quelquefois  éviter  les  calculs  de  l'élimination,  en  in- 
tégrant conjointement  les  équations  proposées. 

Lorsqu'elles  ne  sont  que  du  premier  ordre  et  qu'elles 
ne  renfermant  que  froîs  yariables,  ces  équations  peu« 
vent  être  représentées  par 

Mdu  +  Ndx  +  (Pu  +  Qx)dt  =  /îd/, 
M'du  +  N'dx  +  {P'u  +  Q'x)  dt  =  fl'd/; 

mais  si.  l'on  en  chasse  alternativement  du  et  dx,  et 
qu'on  dégage  de  son  coefficient  celle  de  ces  différen- 
tielles que  l'on  conserve  ,  les  équations  résultanlus 
prendront  la  forme 

du  +  (Pu  +  Çx)di  Œ  Tdl, 
dx  -f  (P'u  +  Q'x)  dt  «s  rdt^ 

Py  Qy  T^  P'y  etc.  représentant  de  nouvelles  fonctions 
de  I,  dérivées  des  premières  par  la  suite  des  opé- 
rations indiquées.  C'est  sous  cette  dernière  forme 
que  d'Alembert  a  traité  les  équations  différentielles 
simultanées,  pair  une  méthode  très  ingénieuse,  que 
je  vais  exposer  comme  l'a  présentée  M.  Ampère. 

En  multipliant  la  seconde  équation  par  un  facteur  9, 
et  ajoutant  le  produit  à  )a  première,  il  vient 

faisant  ensuite  u  +  9x=:  Zy  on  aura 

du  -f-  éâx  =  d«  —  xdô ,     u  =  r  —  Ox , 
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et  par  ces  valeurs ,  la  transformée  ci-dessus  deviendra 

enfin  galant  à  zéro  le  multiplicateur  de  x^  on  par- 
tagera l'équation  ci-dessus  en  deux  autres , 

dz  +  iP  +  P'B)zdi  =  (  7'  +  T'B)dt         (a) , 
d0  +  [(P  +  iVô)ô—  (Q+  Ç'8)]d<=o  (ft), 

dont  la  dernière  ne  renferme  plus  que  les  deux  va- 
rjbibles  é  et  /.  Lorsqu'on  pourra  trouver  une  valeur  de  # 
satisfaisant  à  celle->ci,  on  réduira,  par  son  moyen,  la 
première  à  ne  contenir  que  les  deux  variables  z  et  /; 
et  n'étant  d'ailleurs  que  du  premier  degré,  elle  s'in^ 
tégrera  complètement  par  la  formule  du  n*  285. 

Quand  les  coefficiens  P,  P',  Ç  et  Q'  sont  constans, 
on  peut  faire 

dâ=  o,     (P  +  iyù)d—(Q+Q'd)  =  o; 

ê  est  alors  déterminé  par  une  équation  du  second 
degré ,  dont  je  désignerai  les  racines  par  9,  et  S». 

Dans  la  même  hypothèse ,  l'équation  (a) ,  en  y  fai- 
sant, pour  abr^er, 

a  pour  intégrale' l'équation 

d'où  l'on  tire  les  deux  suivantes  , 

«  +  9.0:  =  e-'»*'  (/c'"-'  F,dt  +  C.) , 
lorsqu'on  y  met  successivement  les  deux  valeurs  de  4  : 
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le  proUème  est  donc  complètement  résolu ,  puisqu'on 
a,  entre  les  variables  i/,  x  et  l,  deui  équations  primi* 
tives  renfermant  chacune  une  constante  arbitriire. 

3ig.  Passons  au  système  d'e'quations  à  quatre  va- 
riables, auquel  on  peut  toujours  donner  la  forme 

du  +  {Pu   +   Çx  +  Rj')dt  a=  Td/, 
dx  +  {P'u  +  ^x+  Kjr)àt  =  Tdt, 
dj+  (P*M-f  Ç*:c+  «V)<ï<  =  ^^<- 

Si  Ton  multiplie  la  seconde  par  tf ,  bt  troisième  par  è\ 

qu'on  ajoute  les  produits  à  la  première ,  que  Ton 

fasse 

M  H- ôx  +  ô'j^satz, 
d'où  il  suit 

du  4-  ôdx  4-  (Tdj  =  d«  —  xdô  —  j-dfl', 
M  =  «  —  9x  —  Vjr^ 

et  qu'après  la  substitution  de  ces  valeurs,  on  ras- 
semble, pour  les  égaler  à  zéro ,  les  termes  affectés  de  x 
et  de  jTy  l'équation  ci-dessus  se  partagera  dans  les 
trois  suivantes , 

dz  -f.(P+/>'6+P*6')zd/=  {T+T'b+'rh')dt  (fl) , 

dfl  +C(P+P'fl4-/>^ôOfl— (Ç+9'fl+(>'fl')]dl=o  (*), 
dfl'  +  [(P+P'9  +P''V)V—{R  4-  m+  BrV)]dt^o  (*'); 

et  lorsqu'on  pourra  trouver  les  valeurs  de  I  et  de  /  qui 
satisfont  aux  équations  (Jb)  et  (&'),  l'équation  (a),  ré* 
duite  aux  variables  z  et  £,  s'intégrera  encore  comme 
dans  le  n®  précédent. 

En  se  bornant  au  cas  où  les  coeffidens  des  fonctions 
UyXtijr  sont  des  constantes ,  on  peutsupposer  dl=:=0y 
dl'=:  o  ;  il  en  résultera 

(P  +  P'fl  -f  P'V)i  —  (Ç+Ç'8  +  QY)  =  o, 

(P  4.'  p'e  +  P'by  —  (fl + fl'«  +  R'V)  =  •  ; 
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et  81  l'on  fait  P  +  P'ê  +  P'^^m,  les  ëquatî^iis  ci- 
dessas,  devenant 

donneront  pour  I  et  f^»  des  valeurs  qui  y  substituées 
dans  l'expression  de  m,  conduiront  à  une  équation 
finale  »  ou  cette  inconnue  montera  au  troisième  de- 
gré. Chacune  de  ses  valeurs  en  fournissant  une  pour 
les  facteurs  û^û'^  si  Von  distingue  eelles^i  par  des  in- 
dices inférieurs ,  et  qu'on  fasse  74-  T'^  +  TWas  F,  ^ 
on  aura  les  trois  systèmes  de  quantités 

dont  la  substitution  dans  z  =  e-*"^  {  /e^'  Vàt  +  C) , 
intégrale  de  l'équation  (a),  donnera  les  trois  équations 
primitives 

^   Il  +  Kx  +  6V  =  e-'»*' (/e'»«'r.d<  +  CJ, 

On  peut  maintenant  étendre  ce  procédé  à  tel  nombre 
d'équations  que  l'on  voudra.  Pour  en  compléter  l'ex- 
position ,  il  faudrait  examiner  les  cas  où  les  valeurs 
de  êf  f  deviennent  inuginaires  ou  bien  égales  entre 
elles  ;  mais  ces  détails ,  qui  tiendraient  trop  de  place, 
sont  faciles  à  suppléer,  par  ce  qu'on  a  vu  dans  les 
n**3i09  3ii. 

3ao.  lyAlembert  aj^Iique  aussi  son  procédé  aux 
équations  du  premier  degré  d'un  ordre  quelconque, 
et  pour  cela,  il  les  ramène  au  premier  ordre ,  de  la 
manière  suivante. 
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Ayant; ,  par  exemple ,  deu;iL  équations  de  la  forme 

d'il  +  (Adu  +  Bdx)dt  +  {Cu  +  Dx  )di'  =  7H/-, 
d»*  +  {A'du  +  B'dx)dt  +  (Cm  +  Zya:)d<»  =  T^'df , 

il  fait  du  z:^pdtj  dr  =  ^df;  et  il  a  par  conséquent, 
entre  les  cinq  variables  py  fj  t^  u  et  x,  les  quatre 
équations  du  premier  ordre 

àp  +  (jip  +  Bq  +  Cu  +  Dx  )dl  =  Tdt, 
dq  +  {A'p+  B'q+  Cu+  D'x)dt  =  T^dl, 
du  —  pdt  sss  Oy 
dJî  —  qdt  =  b, 

qui  peuvent  se  traiter  par  la  méthode  du  n*^  précédent. 
Il  s^est  servi  du  même  artifice  pour  les  équations 
qui  ne  contiennent  que  deux  variables  ;  mais  le  pro- 
cédé du  n^  3i4  est  plus  simple  et  plus  élégant. 

321.  Considérons  maintenant  les  équations  du  pre- 
mier ordre, 

d^— i«lar=o,     d2-^/3dx=so, 

dans  lesquelles  «  et  ^8  sont  des  fonctions  quelconques 
des  trois  variables  x^  jr^  z  i  voici  comment  on  peut  y 
appliquer  le  procédé  du  n^  i33. 

On  différentie  la  première,  ei  il  vient 

d^r —  dar* r-  dxd  r  —  -r-  dxdz  =  o  : 

djr  djr        "^        dz 

mettant  pour  dz  sa  valeur  ^x,  on  obtient 

éliminant  ensuite  s,  au  moyen  de  l'équation 

djr  —  «dx  =  o , 
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on  parvient  à  nne  résultante  en  x  et  j-^  du  second  ordre, 
et  qui  a  nécessairement  une  intégrale  primitive  avec 
deux  constantes  arbitraires  aetb  (298). 
Soient 

4(x,  j-,  fl,  *)  =0     et    djrssimdx 

cette  intégrale  et  la  valeur  de  àjr  qu*on  en  tirera; 
en  substituant  celle«ci  dans  dj^  — «djr^o,  on  aura 
une  seconde  équation  primitive  m  —  «  =  o  ,  entre 
Xj  jr  et  Zj  en  sorte  que  les  équations  di£férentielles. 
proposées  seront  vérifiées  par  le  système  des  équations 
primitives 

4(a:,  jr^Cj  Ô)  =  o,     m  — «ss=  o, 

€t  par  toutes  celles  qui  seront  équivalentes  à  ces  der* 
nières. 

Gela  posé ,  on  va  voir  qu'il  existe  toujours  au  moins 
deux  systèmes  de  facteurs ,  au  moyen  desquels  on 
déduit  des  équations  proposées,  deux  différentielles 
exactes.  En  effet,  si  des  équations  primitives  indi- 
quées ci-dessus ,  on  élimine  alternativement  les  cons- 
tantes a  etby  et  que  les  résultats  soient  mis  sous  la 
forme 

3f=û,     Nz=b, 

leurs  différentielles 

d.ilf  ,      ,  àM,        'HM  ^ 
_dx  +  ^d^  +  -^d^  =  o, 

AN,      .   àN^      .    AN  . 

devant  être  vérifiées  par  les  valeurs 

Ajr  =  mAXy     Az  =  Q^Axy 
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tirée*  des  proposées,  il  s'ensuit  que 

diV    .    diV       .   iN  ^ 

dï  +  d7*  +  -dF^  =  *'' 

sont  des  quantités  identiquement  nulles  :  on  a  donc 

èM  _      iM  AM 

dx~~dy*        d»^' 
diV  AN  àN 


Ax  Ajr  Az 

et  mettant  ces  valeurs  dans  les  différentielles  de  M 
et  deiV,  ce  qui  ne  les  change  point,  on  obtient  les 
différentielles  exactes 

5~(d7--<ï^)  +  ^(d'-Wx)  =  o, 
^(d/  —  *d,r)  +  —  (d*  —  ^dx)  =  o, 

comprenant  le9  produit»  de§  éqiiations  proposées  mul- 
tipliées respiBctiveioeiit  par  les  (jeteurs 

AM      AM      AN        AÏS 

àjr         Az        Ajr  i\z 

On  conçoit  aisément  qu'il  y  a  des  théorèmes  analo- 
gues, pour  les  équations  dans  lesquelles  le  nombre  des 
variables  surpasse  trois. 

Des  solutions  particulières  des  équations  diffe" 
rentielles  du  premier  ordre. 

3i2.    Dans  le  n®  297  il  s'est  présenté,  pour  une 
équation  différentielle,  une  soiniion  particulier^  qui 
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ne  dérivuit  pas  de  l'intégrale  complète ,  et  l'on  peut 
quelquefois  tpmber  siir  des  équations  primitives ,  sans 
constantes  arbitraiies  »  et  Térifiaiit  une  équation  dîffé- 
rentielU  dont  on  ne  connaît  pas  l'intégrale  complète. 
€es  deu¥  circonstanocs  font  naitre  les  questions  sui- 
vantes :  éPoU  viennent  les  solutions  particulières?  et 
comment  distinguer  si  une  équation  primitive  qui 
satisfait  à  une  équation  dij^érentielle  proposée,  dé" 
rive  ou  non  de  son  intégrale?  C'est  ce  dont  je  vais 
m'occuper. 

La  relation  qui  existe  entre  uqe  équation  différen- 
tielle et  son  intégrale ,  est  telle ,  que  cette  dernière 
équivaut  à  un  nombre  hafitii  d'équations  primitives , 
qu'on   obtiendraki  en  donnant   successivement  â  la 
constante  arbitraire  toutes  les  valeurs  possibles ,  et 
dont  chacune  satisferait  à  l'équation  différentielle  (53). 
On  désigne  ces  diverses  équations  primitives  sous  le 
nom  d'intégrales  particulières ,  puisque  ce  sont  des 
cas  particuliers  de  l'intégrale  complète.  Les  solutions 
particulières,  dont  le  nombre  est  toujours  limité, 
sont  des  équations  primitives  essentiellement  diffé- 
rentes des  intégrales  particulières  :  ces  solutions  sont 
de  deux  sortes.  Les  unes  ne  sont  autre  chose  que  des 
facteurs  de  Féquation   différentielle  proposée ,  dans 
lesquels  djf  et  djr  n'entrent  point ,  qui  par  conséquent 
étant  égalés  à  zéro  y  donnent  des  équations  primitives 
établissant  -,  entre  x  et  jr^  des  relations  qui  rendent 
la  proposée  identique.  En  cherchant  les  diviseurs  com- 
mups  4es  foncliocis  M  et  A^,  on  trouvera  les  solutions 
de  cette  espèce ,  dont  est  susceptible  l'équation 

JMor  +  ATd^  8=  o. 

La  seconde  espèce  de  solutions  particulièies ,  dont 
l'équation  ^d* — xdjr^^n^Ax^+âjr*  (ig'))  a  fourni 
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un  exemple  9  est  liée  intimement  à  réquadon  diflUren- 
tielle  dont  elle  dérive,  quoiqu'elle  ne  puisse  rentrer 
dans  aucun  des  cas  de  l'intégrale  complète,  quelque 
valeur  que  Ton  donne  à  la  constante  arbitraire ,  ainsi 
qu'il  est  facile  de  le  voir,  en  comparant  les  équations 

yzrzcx  +  «l/i+c*  et  a:*+^=n*. 

Voici  la  théorie  que  Lagraoge,  en  1774,  donna  de 
ces  dernières  solutions,  regardées  avant  lui  comme 
formant  un  paradoxe  dans  le  Calcul  intégral  {*), 

323.  Les  solutions  particulières,  sans  être  comprises 
implicitement  dans  l'intégrale  complète,  peuvent  néan- 
moins s'en  déduire,  en  cessant  de  regarder  la  cons- 
tante arbitraire  comme  invariable.  En  effet,  soit  t/sso, 
une  équation  primitive  renfermant  les  variables  x,  jr^ 
et  une  constante  c  ;  l'équation  différentielle  correspon- 
dante ,  que  je  désignerai  par  ^=  o ,  sera  le  résultat 
de  Vélimination  de  cette  constante ,  entre  les  équa- 
tions î/=o,  ^da:-h-T— <J^  =  o  (53);  mais  si  l'on 

suppose  que  c  soit  une  fonction  quelconque  de  x,  on 
donnera  à  l'équation  r/^so  une  extension  telle  qu'elle 
pourra  représenter  une* équation  quelconque  à  deux 
variables ,  et  par  conséquent  aussi  toutes  les  solutions 
particulières  de  l'équation  ^=  o.  Gela  posé,  la  valeur 
que  Féquation  U=o  donne  pour  j^  et  sa  différentielle 


{*)  Il  let  appela.  intégfàUs  pardeuiièrm ,  et  donna  le  nom 
de  solutions  partieuiières  aux  différent  eaa  de  l*int<fgn1e  com- 
plète. Laplace,  qui  sVst  oceupe'  avec  suoeès  du  m^me  eajet  nTaoc 
Lagrange,  emploie  ces  dénominations  dans  nn  sens  inverse  ,  et 
je  l'ai  snÎTl.  Il  m^a  semblé  que  les  dquarfons  primitives ,  qai  ré- 
solvent les  dqnations  différentielles  sans  Mre  comprises  dans  leur 
inte'grale  complète ,  ne  s^obienant  point  par  les  procèdes  de  Tin- 
tegraiion ,  ne  devaient  pas  porter  un  nom  qai  rappelle  ces  procèdes. 
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que  je  représenterai  par  àj-=ipAxt  vérifiant  indépen- 
damment de  c,  l'équation  ^=  o ,  ob  pourrait  sapposer^t 
c  vaiîable ,  pourvu  que  la  loi  de  sa  varîi(f  ion  fut  telle 
qu'on  eût  toujours  àjr^sxpAx.  Or,  quoiqu'én  regar- 
dant c  comme  variable  aussi  hien  qu«  Xy  il  vienne 
en  général  àjr=^pdx  -f  qdc,  peig  étant  des  fônc^ 
tions  de  ce  et  de  c  y  on  aura  néanmoins  d^=/;dr* 
seulement,  si  q  =  o  :  déterminant  donc  c  par  cette 
dernière  équation,  et  substituant  dans  Lr=so  la  va- 
leur qu'on  trouvera ,  le  résultat  aaàsfera  encore  à 
l'équation  différentielle  /^=:o. 

Dans  ce  qui  précède ,  j*  a  été  regardé  comme  une 
fonction  de  or  et  de  c;  en  considérant  à  son  tour  x 
comme  une  fonction  de  j*  et  de  c,  on  aura  dorsa  mdjr^ 
et  raisonnant  comme  ci-dessus^  on  trouvera  que ,  si  la 
valeur  ded  x,  prise  en  fusant  varier  c^eBtdxsimJ^'^ndc^ 
l'équation  résultante  de  l'élimination  de  c ,  entre  /laso 
et  U=zOj  satisfera  aussi  à  l'équation  différentielle 

On  peut  comprendre  ces  deux  procédés  dans  un 
seul ,  en  faisant  évanouir  les  dénominateurs  dans  Té- 

quation  -— dx-|-  -= — Ajr  +  -r- dcsaso,  différentielle 

de  l/=  Oy  prise  en  supposant  c  variable  avec  x  eij-. 
Elle  aura  alors  la  forme 

\rdx+mjrj^^Pdc=o; 
on  en  tirera 

M  P  N  P 

àjr  =  —ydx^j^dc,     ^^^  —  ^^J'-^^^c; 

et  si  les  fonctions  entières il[f,  A^  sont  algébriques,  ou, 
quoique  transcendantes,  ne  peuvent  pas  devenir  infi« 
nies  par  quelque  valeur  de  c,  le  coefficient  de  de  ne 

Cale,  intégr  ,  5*  edicioo.  3i 
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•  disparattra  cpa  par  la  supposition  de   P=so,    qui 
'^Monnera  ainsi  tons  ce  qa'on  peut  tirer  des  opérations 
indiquées  ci-d^sstis. 

Les  équations  auxquelles  ces  procédés  conduisent, 
ne  sont  pas  nécessairement  des  solutions^particalières 
de  l'équation  F^so  ^  mais  pour  ne  pas  se  tromper 
surceja,  il  &at  examiner  les  diverses  circonstances 
que  peut  offrir  Téquation  Peso. 

Il  est  d'abord  évident  que  si  cette  équation  donne 
à  c  une  valeur  constante ,  elle  ne  conduira  qu'à  une 
intégrale  particulière  ;  mafl  si  cette  valeur  est  va- 
riable, on  ne  devra  pas  en  conclure  tout  de  suite 
que  le  résultat  de  l'élimination  de  c  entre  P  =  o  et 
U:=i  Oj  sera  nécessairement  une  solution  particulière  ; 
car  il  pourra  encore  arriver  que  Téquation  résultante 
ne  soit  qu'un  cas  particulier  deU  -:r:o.  Pour  le  recon- 
naître ,  il  faut  éliminer  une  des  variables  entre  cette 
nouvelle  équation  et  r/s=  o.  Si  Ton  peut  feire  dispa- 
raître l'autre  variable ,  en  déterminant  c  par  des  cons- 
tantes seulement,  on  n'a  o)>tenu  qu'une  intégrale 
particulière. 

Quand  c  n'est  qu'au  premier  degré  dans  .  L%  il 
n'entre  point  dans  P,  qui  ne  contient  alors  que  les 
variables  x  et  ^  ;  l'équation  P^=:o  satisfait  elle- 
même  à  ^=o,  parce  que  î7=o  étant  de  la  forme 
Q  +  cP=o ,  F=  o  revient  à  Pà  Q  —  ÇdP=  o  ;  mais 
il  est  aisé  de  vpir  que  P  ^o  n'est  qu'une  intégrale 
particulière  correspondante  à  c  =  ipfini. 

Si  P  était  facteur  de  Q ,  l'équation  Q  +  cP  =  o, 
prenant    la   forme    PR  -f-  cP  =  o,    donnerait 

c  = p"^^  "">  V^^^  P  =^  o.  Dans  ce  cas,  P  n'est 

point  une  solution  particulière ,  et  n'est  pas  non  plus 


vine  intégrale  :  en  voici  un  exemple.  Soit 
{/=sxr*+cjp»— r^— carr=o,  d'où  css^'^^'^  . 

■  x^  —  xjr 

8Î  Ton  emploie  la  relation  jr::^Xj  donnée  par  le 

factenr  x  —  ^  =  o ,  l'expression  de  c  d^D^nt  -  ;  mais 

o 

Tëquation  proposée  équivaut  à  (x  — j)  (j-^  -f*  ^^)  ^=  ^^ 
3a4«  J'appliquerai  d'abord  cette  théorie  à  l'équa- 
tion jrdx-^xdjrss  n  ^  dar'4-  d^*,  ayant  pour  intégrale 

complète  j-— cxssinV'i+fc*  (297).  Bn  faisant  varier 
c  en  même  temps  que  x  et  y^  et  réduisant  tous  les 
termes  au  même  dénominateur,  o^ 

4>àx  ^.  i+c'  —  àjr  |/i  +  <?*-f.  (X  j/  ï+c*+ nc)dc =0  ; 

égalant  à  séro  le  coefficient  d^dc,  il  vient 

x^i+c*+  ne  rszo, 

X 

d'où  l'on  tire  c= —  •  j  valeur  qui  change  l'é- 

quationj^ — cjp  =  7ij/i4-c"  en  x*  +  J^='**>  ^^ 
donne  la  solution  particulière  obtenue  dans  le  n^  cité. 
Toutes  les  équations  de  la  forme  y  z^px  +  P  (^97) , 
dans  laquelle  se  trouve  comprise  la  précédente,  ont 
aussi  une  solution  particulière  analogue.  Leur  inté- 
grale complète,  représentée  par  jrssex'^  C,  Cétant 
composé  en  c,  comme  P  l'est  en  p,  donne 

cdx  —  dj^  +  Tx  -♦-  y- j  de  :=  o  ; 

3t.. 


^  I 
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de 

et  posant  x  -4-  -;p  =  o ,  on  en  tire  la  valeur  de  c  d'où 

dépend  la  solution  particulière.  Cette  solution  parti- 
cuÛère  s'est  montrée  lorsqu'on  a  intégré  l'équation 
y"ss,px  +  P  ;  ear  en  la  di£férentiant  on  est  parvenu 
à  une  équation  composée  des  deux  facteurs 

^^  +  di^  =  ^'     ^^  =  ^' 
et  le  résultat  de  l'élimination  de  p ,  entre 

dP 


est  le  même  que  c«1ui  de  l'élimination  de  c ,  entre 

dC 
de 


y  =  cjj^f-  C     et     jc  -H  -:-  =  o. 


Les  équations  j^  =  px  -f-  P  ont  été  remarquées 
d'abord  par  Clairaut,  tant  à  cause  de  la  propriété 
qu'elles  ont  de  s'intégre»  facilement ,  après  une  nou- 
velle différentiation  y  que  par  rapport  à  la  solution 
particulière  que  cette  différentiation  manifeste  sur- 
le-champ. 

Soit  encore  l'équation 


xàx  '^r  J^J  ^=='àijV ^  +  y^  —  «*, 
dont  l'intégrale  est 

|/x*H-^—  «*=^+<^>  ou  x*— acj^ — c'  —  «•=0, 
en  fusant  disparaître  le  radical.  On  trouve 
xdx  —  cdy  —  Cr  +  ^ic  =  o , 
d'où  il  suit  ' 

r  +  c=o. 


fs 
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et  par  conséquent 


V^ar'+j"»— a»  =  o,     ou     ar*-|-^— a'sso, 

équation  qui  ne  peut  résditer  de  la  proposée ,  par  au- 
cune valeur  constante  de  c,  et  qui  est  donc  une  solu- 
tion particulière. 

Soit  enfin  Téquation  priuiitiye 

(ar*  +  jr^  —  t^)  ( jr«  _  acjr)  +  (ar* ^a»)  c'  ■=  o. 
En  la  traitant  comme  les  précédentes,  on  trouve 

a^  —  a^        * 

valeur  qui,  bien  que  variable ,  ne  conduit  pas  à  une 
solution  partieulière  ;  car  si.  on  la  sobatitue  dans  l'é- 
quation proposée,  celle-cf(  devenant 

n^  +  r  -  ^')  __ . 

a?»  —  a'  ^ 

donne 

jrsesoy     ou     x'+y  — fl»=so, 

équations  qu'on  tire  immédiatement  de  la  proposée, 
en  y  faisant  c  ~=  o  :  ce  ne  sont  donc  point  des  solutions 
mais  des  intégrales  particulières  de  Téquation  difCé-- 
rentieile  produite  par  l'élimination  de  la  constante 
arbitraire  c. 

325.  Une  propriété  des  solutions  particulières  qui 
se  présente  facilement  sur  le  second  exemple ,  et  qui 
est  générale ,  c'est  que  Véquation  différendeUe  peut 
être  préparée  de  sorte  que  la  solution  particulière  en 
devienne  un  facteur.  En  effet ,  si  l'on  pose 
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on  aura 

xdx  +  jrdx  =  ^àiif 

et  l'équation  proposée  deviendra 

udu  — -  udjr  as  b. 

Si  l'on  prenait  ii=r  x^4-  j^*  -r-  a%  le  radical  resterait 
en  évidence  dans  la  transformée ,  qui  deviendrait 

du  ^  ad^  j/ii  =  o  ; 
en  la  différentiant ,  on  arriverait  à 

et  filiwnt  dûpanttre  le  diviaenr,  il  en  vésoltenit 

d'il  yu  —  ^ud*jr  —  djrdu  =r  o , 

équation  qui  serait  encore  vérifiée  par  la  supposition 
de  ii=£0.  Ces  transformations  pouvant  être  continuées 
autant  qu'on  vent ,  il  s'ensuh  qu'il  y  a  det  manières  de 
préparer  toutes  les  différentielles  de  la  proposée ,  pour 
que  la  solution  particulière  y  satisfasse  aussi ,  ce  qui 
n'aurait  pas  lieu  sans  cela^  car  si ,  quand  on  fait  varier 

la  constante  c  et  qu'on  pose  --^  =  o  ,  on  a ,.  pour  la 

solution  particulière ,  comme  pour  l'intégrale  com- 
plète,  djrsspdXf  la  valeur  de  d*jr  devient  pour  la 
première 

tandis  qu'elle  est  seulement  ^  dx^  pour  la  seconde  ;  ce 
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n'eâl  pM  noD  plus  au  même  facteur  que  ces  deux 
▼alenrs  sattofont  en  général  :  on'  Toit  même  que  Vé* 
quation 

d'il  V^K  -^  ^vû*x  —  àj'âm  :=  o , 


serait  vérifiëe  par  la  solution  particulière,  iodépe 
damment  des  différentielles  du  second  ordre. 

Le  développement  et  les  démonstrations  des  «ir- 
constances  que  je  viens  d'indiquer  me  mèneraient 
trop  loin;  on  les  trouvera  dans  un  Sfémoine  uù 
M.  Poisson  a  éclairci  avec  succès  plusieurs  difficultés 
qui  ipestàiet^  encore  Slli'  la  théorie^és  solutions  pai-ti-* 
euKkres  des  divers  genres  d'équations  différentielles  (^ . 

326.  Pour  reconnaître  par  ce  qui  précède ,  si  une 
équation  primitive  qui  ne  contient  pas  de  constante 
arbitraire,  et  qui  satisfait  à  une  équation  diff<éren-< 
tielle  donnée ,  en  est  une  intégrale  particulière ,  ou 
seulement  une  solution  patticùlière,  il  fiiut  en  avoir 
l'intégrale  complète;  cette  circonstance,  qui  n'a. pas 
toujours  lied,  Conduit  naturellement  à  la  question 
suivante  : 

Êlant  donnée uhét>ûleiirj'=X,  qui  satisfait  à  une 
équation  différentiette ,  déterminer  si  elle  est  ou  non 
cûrrtprise  dans  F  intégrale  complète,  et  en  déduire ,  s'il 
est  possible ,  celle-ci. 

Ëâ  supposant  qu'on  tire  de  cette  dernière  ^=/^, 
et  qu'elle  comprenne  jr  =  X  y  la  fonction  f^  sera 
nécessairement  composée  avec  la  variable  x  et  la  cons- 
tante arbitraire  C,  de  manière  à  se  changer  eh  X, 
par  une  détermination  convenable  de  C.  Si  Ton  dé- 


(•)  Journal  Ûe  VÉcaté  Polftechniqué\  i5»»^  cahier;  ^oye: 
anni  i«  Takté  iii-4»,  t.  U ,  p.  386. 
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signe  par  C  cette  valeur  de  C,  et  qu'on  obserre  que 
la  suppoMtion  de  CssC^  donne  P^sslX^  ou  qne 
la  différence  F-^X  s'évanouit  quand  C— C=o, 
on  en  conclura  que,  du  moins  par  son  développe- 
ment, l'expression  de  ^—  X  doit  pouvoir  être  mise 
sons  la  forme 

r— X=f''(C— C'/*  +f^'(C-.C7  +  etc., 

les  exposans/i ,  f  ,  etc.  étant  tous  positifs ,  et  les  quan- 
tités V\  V^  etc.  indépendantes  de  C —  C^  On  peut 

prendre  (C—CO'*  =  ^;  1a  quantité  h  demeurera 
arbitraire  aussi  bien  que  la  quantité  C\  et  changeant 

aussi  «-  en  ^»  /i  étant  alors  ^  i ,  il  viendra 

r-^X^  F'h  +  F'hf'  +  etc., 
d'où 

F=:X+  F'h  +  r'hf'  +  etc., 

expression  qu'on  pourra  regarder  comme  le  dévelop- 
pement de  la  valeur  complète  de  jr* 

Gela  posé,  si  l'on  représente  par  djr  :=zpdx ,  l'équa- 
tion différentielle  proposée,  résolue  par  rapport  à  djr^ 
cette  nouvelle  équation ,  à  laquelle  satisfait ,  par  hy- 
pothèse ,  l'équation  y=.Xy  devra  être  vérifiée  indé- 
pendamment de  A,  par  la  valeur  complète  de  j.  En 
désignant  d'abord  celle-ci  par  X  +  A  ,  il  faudra ,  pour 
la  substituer  dans  dy^szpdx^  chercher  ce  que  de- 
vient^, lorsqu'on  y  change  ^  en  X-^-k.  Soit 

P  -f-  P^h^  -f-  ^'*'  -h  etc. 

le  développement  de  cette  valeur  de  /? ,  les  exposans 
m,  /i,  etc.,  que  je  suppose  rangés  dans  l'ordre  de 
leur  grandeur,  seront  nécessairement  positife  \  car  p 


r 
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ne  devieDi  pas  infini  quand  iXr^o,  puisque  Tequaiion 
j-ssA^,  qui  ne  donne  pas  Ajr  infini ,  rend  identique 
Tëquation  dj^=/ida:,  en  sorte  que  dXssPdx. 
Lorsqu'on  fait  jr:=zX  +  ky  on  a  pour  rësulut 

dX  +  âkz=(P  +  P'it*"  +  P'A"  +  etcOdx, 
que  l'équatiou  dX=iPêx  réduit  à 

d*  =  (  ^1"  +  /''*■  +  etc.)dx  ; 
et  remettant  pour  k  le  développement 

r'h  +  F''hf'  + etc., 
il  vient 

c   p"  hrdx(r'+r'hf^-'  +etco-  ) 

W^'+A^d/^'+etc.=  <+P'A-dar(f^+/^''A^--'+etc.)->(^, 


équation  d'après  laquelle  il  faut  déterminer  V, 
V y  etc.  y  indépendamment  de  h.  En  ne  prenant  d'a- 
bord que  les  termes  où  eette  quantité  a  le  plus  petit 
exposant,  on  forme  l'équation 

hdV    =    fF^'h'^dXy 

qui  ne  peut  avoir  lieu  y  quelle  qu&aoil  h  y  que  quand 
fn=zi;  dans  ce  cas  A  disparaît  et  il  vient 

dF'=  P'F'dXy     V  =  ef^^. 

Quand  m]>i,  on  ne  peut  plus  comparer. le  premier 
terme /^^'""A^dx  du  second  membre  au  terme  W^' 
du  premier;  mais  on  fait  disparaître  celui-ci  en  posant 
df  :=  o ,  ce  qui  donneT^^ =con«f. ,  ou  plus  simple* 
ment,   y'ssi;  puis  on  suppose  ^::^my  et  l'on  a 
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df'*  as  P'dx ,  d'où  il  résulte  F" = fP'dx  ;  et  eu  pour- 
suivant de  cette  manière  on  troure  tous  les  antres 
termes  de  la  série. 

Quand  m<^i,  il  n'est  plus  possible  de  satisfaire  à 
l'ëcpiation  (^)  en  aucune  manière ,  puisqu'on  ne  sau^ 
rait  comparer  le  terme  P'F^'"'h'"dx  ni  au  terme  hdF' , 
ni  à  aucun  de  ceux  qui  le  suivent,  et  dont  les  ex- 
posans  surpassent  tous  Tunite'  ;  l^éguation  jr=z  X  ne 
pouvant  alors  admettre  une  const||pe  arbitraire,  n'est 
pas  une  intégrale  particulière,  mais  une  solution  par- 
ticulière. 

327.  Ceci  fournit  un  procédé  pour  découvrir  immé- 
diatement les  solutions  particulières  des  équations 
différentielles  du  premier  ordre ,  sans  connaître  leur 
intégrale  complète.  En  effet,  lé  développement  de/?, 
quand  on  y  change  jr  en  J^  +  il,  serait  en  ^général, 
par  le  théorème  de  Taylor, 

dp*      d^^ 

et  lorsqu'il  prend  la  forme 

P  +  P'iH»  +  etc. , 

m  étant  <r  1  «  le  coefficient  différentiel  -f^  devient  in-- 

^  dé- 

fini (89)  :  il  faut  donc  que  la  différentiation  par  la- 
quelle on  passe  de  p  à  ce  coefficient ,  amène  un  diviseur 
qui  s'évanouisse.  Il  résulte  de  là,  que  si  Ton  repré- 

dn        K 

sente -p  par  j* ,   toute  solution  particulière  donnera 

Lsso,  et  sera,  par  conséquent  %m  fiicleur  de  Z«,  et 
réciproquement ,  ton<  iacteur  de  L  qui  ne  le  sera  pas 
en  même  temps  de  /if,  et  qui,  étant  égaie  à  zéro,  vé^ 


rifiera  ré()uation  dififérenlieUe  proposée»  en  sera  une 
solution  particalièr#. 

On  e'vite  la  résolution ,  par  rapport  à  âjr^  de  Té* 
quation  différentielle  proposée,  en  remarquant  que 
si  Z=o  désigne  cette  équation,  Z  étant  fonctioii 
de  a: ,  j*  et/7,  lorsqu'on  écrit /kLr  au  lieu  de  d^,  on  a 

dZ,      ,  dZ,       .    dZ, 
5^d:r+^d^+5^d;,  =  o, 

dZ 

d'où  ¥  =  -^. 

éf  dZ' 

dp 

et  que  si  l'on  a  préparé  l'équation  Z=:  o  de  manière 
qu'elle  ne  contienne  ni  fractions  ni  radicaux ,  il  suf- 
fira, pour  rendre  ^  infini,  d'i^ler  à  zéro  un  focteur 

,    dZ 
de  -r-. 

^^         .  .  . 

On  n'obtiendrait  ainsi  que  les  solutions  particu- 
lières dans  lesquelles  entre  jr  ;  mais  on. parviendrait  à 
celles  qui  ne  renferment  que  a?,  et  qui  sont  de  la 
forme  x^ssconst.y  en  considérant,  dans  la  proposée , 
X  comme  fonction  de  j". 

328.  Je  yaif  chercher  par  cette  médiôde,  d'abord 
les  solutions  particulières  de  l'équation 


xdx  +  jrdjr  =  dy  \/  x^-^y^  —  a*      ^ 

du  n*  3^4'  Cette  écpiation  dewent,  après  l'évanouis-» 
sèment  du  radical, 

j:*d«»  +  ixydxdy  -h  (a*  —  x*)dy^  a=  o , 
ou 

Jt*  4-  %xyp  +  (a*  —  ^)/>*  =  o, 
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et  la  différentiation  donne 

dZ 

kl  solution  particulière  cherchée  doit  donc  être  telle^ 
qu'à  l'aide  de  la  valeur  que  sa  difiSérentielle  fournit 
pour/i,  elle  vérifie  en  même  temps  les  deux  équations 

X*  +  tâxjrp  -f-  (fl»  —  x*)p^  =  o, 

xjr  +  (a*  -p-  Ji^)p  B=  o. 

Il  suit  de  là  que ,  sans  le  secours  de  sa  différentielle, 
elle  vérifiera  l'équation  résultante  de  Téliminatioo 
de /centre  les  deux  précédentes.  Cela  posé,  l'équation 

^J'  +  («*  —  ^^)p  =  o> 

multipliée  par  p  et  retranchée  de  la  proposée ,  con- 
duit à 

x^  +  xjrp  =  o,     d'où    /irai-.  —  ; 

et  substituant  cette  valeur  de  p  dans  la  première,  on 
trouve  l'équation 

x'  +  j^'— a*=o, 

qu'on  sait  être  une  solution  particulière  de  la  pro- 
posée. 
L'équation  plus  générale  ^=/7X  4*-^  9  étant  traitée 

de  la  même  manière,  conduit  à  -r-  =  ^  +  "7-  ;   ^'^' 

àp  'dp 

donc  à  l'équation  • 

X  +—  sso, 
dp 

que  doivent  satisfaire  les  solutions  particulières  ;  et 
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eiles  résulteront  de  rélimination  de  p  entre  celle-ci  et 
Tëquation  différentielle  proposée. 

Enfin,  pour  donner  un  exemple  des  solutions  par- 
ticulières de  la  forme  y  =  consu ,  je  prendrai  l'é- 
quation 

de  laquelle  on  tire  immédiatement 

dp 

Cette  expression  ne  peut  devenir  infinie  que  quand 
l'exposant  m — i  est  négatif,  et  qu'on  a  en  même 
temps  j^ssa,  valeur  qui  ne  satisfait  à  la  proposée 
que  lorsque  m  est  positive  :  il  faut  donc  qile  l'expo- 
sant m  soit  une  fraction  positive.  Dans  ce  cas  ^  =£  a 
est  une  solution  particulière,  tandis  que  l'intégrale 
complète  est 

^ ' bx  z=z  const. 

1  —  m 

Sag,  En  général,  parmi  les  fonctions  algébriques, 
il  n'y  a  que  les  radicaux  qui  acquièrent  un  dénomi- 
nateur par  la   différentiation ,  et   qui  puissent  par 

conséquent  donner  -j^  =  -,  lorsque  p  a  une  va- 
leur finie  t  c'est  donc  dans  les  radicaux  qu'il  faut  cher- 
cher les  solutions  particulière»,  en  égalait  A  zéro  les 
fonctions  qu'ils  aSectent,  et  en  s'assurant  que  les 
équations  résultantes  satisfont  à  la  proposée.  Par  ce 
procédé ,  l'équation 


xAx  +  jràj  =  AxV^-^jr"—  ^ 
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donne  iminédiatement  JC'4-  ^* — û'=o  ;  et  réquation 


de  laquelle  or  tire 


dj:"^»' — x^  71'  —  ar*         ' 

conduit  à  x^-|-^-*n*=  o,  comme  on  Ta  déjà  tronTé 
de  plusieurs  manières. 

Des  méthodes  pour  résoudre  par  approximation 
les  équations  diffërentieUes . 

33o.  Quand  une  équation  différentielle  ne  peut  s'in- 
té^r  par'ancun  des  procédés  connus ,  il  faut  chercher 
à  la  résoudre  pat  approximation ,  c'est-à-dire  à  en 
tirer  la  valeur  de  ^  en  x,  au  moyen  d'une  série.  On 
a  déjà  TU  dans  le  n*  298 ,  comment  celle  de  Taylor 
pouvait  s'appliquer  à  cet  usage  ;  ou  peut  aussi  prendre 
pour  jr  une  série  à  coefficiens  indéterminés ,  ordonnée 
suivant  les  puissances  de  x  ;  mais  il  faut  le  plus  sou- 
vent des  artiâces  particuliers  pour  déterminer  les 
exposant ,  lorsqu'ils  ne  suivent  pas  la  progression  dis 
nombres  «ntiers.  Quand  la  forme  de  cette  série  est 
connue  ,  on  parvient  à  trouver  ses  coefficiens ,  en  U 
substituant,  ainsi  que  ses  différentielles ,  au  lieu  de^, 
djr^  d^jTf  etc.  9  dans  l'équation  proposée. 

Si  l'on  avait ,  par  exemple ,  l'équation 

d^  +  jrdx  zzz  mx"dXy 
on  supposerait 

^  =  >^x*  +  5a?*+'  +  Ca?*+*  +  etc.  ; 


• 
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metiaut  cette  valeur  et  sa  dîfférentieUe  dans  Téqua- 
tion  proposée ,  en  observant  d'assembler  les  termes 
de  manière  qu'pn  paisse  former  un  nombre  suffisant 
d'équations  pour  déterminer  les  exposans  et  les 
coefiiciens,  sans  tomber  dans  des  contradictions,  on 
aurait 


=:o 


«>rf:c^'4-(«+i)^**+(«4-2)Ca:*+'+(«+3)Dy'+^+etc.) 
— war"  +  j4x*+  5**+'+  Car*^-'+etc.  j 

équation  qu'on  rendrait  identique  en  faisant  rs« — i , 
oa«i^=n+i,et^5s — ,  ts^— r,  c=:-- • — — ; r, 


ce  qui  donnerait 

— ! 


a*-*-' 


+  (/,+i)(n  +  2) (n  +1)  ~ ''*'^  J' 


Cette  valeur  de  jr  est  incomplète,  puisqu'elle  ne 
renferme  point  de  constante  arbitraire  ;  il  en  sera  de 
même  pour  tous  les  cas  où  la  constante  ne  peut  être 
isolée  de  la  variable  x ,  dans  le  développement  de 
l'intégrale;  mais,  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n^  299, 
on  arriverait  à  un  résultat  aussi  général  que  l'intégrale 
complète ,  si  l'on  pouvait  lui  donner  une  forme  telle 
qu'en  y  faisant  x  =  a,  il  vint  y=zb\  or  c'est  ce 
qui  s'effectue  en  posant  j:=ïa  +  <,j'r=:&«f-u,  et 
prenant  pour  représenter  u ,  une  série  dont  tous  les 
termes  s'évanouissent  quand  t  =  o. 
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L'éqaaiioD  àjr  +  jrdx  =  mx^àx  devient  paj*  cette 
transformation,  dw  +  (A  +  ii)d£*=r  m(a  +  /)"dl  ;  et 
faisant 

M  s=  ^i*  +  /?!*-*-■  +  C£*-*"^  +  etc. , 

on  trouvera   • 

mAâ^'  +  (-4-i)i?<*  +  (-  +  a)C£*-*"*  +  etc. 

'ï                  «('» — i)   -- ^ 
—  ma^^^m-a^^H^^m^ •  a**^i'  —  etc. 

il  faudra  supposer  dans  cette  équation  «— 1=0|  ou 
«=1,  et  il  viendra 

m/Mf**"*—  ma*  ^  b 


'*  ■*■ 


^      m/ifn  —  I  )«■""•  —  m/ia*""  -4-  mu»  —  6 
Css — ^ i 5 — ,  etc. 

2.3 

33 1.  L'emploi  des  séries  à  coefficiens  indéterminés, 
dans  les  équations  du  premier  degré  et  du  second 
ordre ,  présente  quelquefois  des  circonstances  qu'il  est 
à  'propos  de  connaître ,  et  dont  l'équation  très  simple 

d*j"  +  (u^jrAx*  =  o 

offre  un  exemple  remarquable. 
Si  Ton  suppose 

^=  Ax*  +  Bxl^-^  +  Ca:*+''  +  etc. , 
on  aura 

+  («  +  a/)  (-+  2^—  i)Ca:*-«-»^*  +  etc.}<l.r' , 
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On  voit  d*abord  qa*il  ne  sera  possible  de  faire  corresr 
pondre  les  termes 

par  lesquels  commencent,  respectivement  les  ex- 
pressions précédentes ,  que  dans  le  cas  particulier  où 
n  =  *-  a  ;  mais  il  suffira  de  poser 

M  •=!  o^     ou     «  =r:  I , 

pour  .faire  disparaître  te  premi|$r  terme  de  la  valeur 
de  d*jr  ;  et  le  secoqd,  dont  Vexposani  est  «  4-  ^-*  2  9 
pourra  être  comparé  avec  aAx^"^  :  il  résultera  de  là 

/ — a  =71,     d'où    ^=sii  +  2. 

Â  partir  de  ces  termes ,  les  deux  séries  se  correspon- 
dront exactement ,  et  pour  déterminer  les  coefficiens , 
on  aura  les' équations 

(i.+  /)(-+  i'  —  i)B  +  aA  =  o, 
(^4.2/)  (-4- 2^— OC  +  aB  =0, 
etc., 

dans  lesquelles  A  demeure  arbitraire. 

Si  Ton  y  met  successivement  les  deux  valeurs  dé  u 
avec  celle  de  ^,  on  obtiendra  pour  jr  les  deux  déve« 
loppemens 

(n+i)  (n+2)"^  (n+i)  (/i  +  2)  (an  +  SH^mT) 

Cale,  diff.j  5*  ccVilion.  3a 
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(i»+a)  (n+3)  ^  (n-Ha)  («+3;  (a«+4)  (««+^ 

(«+a)  (11+3)  (2n+4)  (2ii+5;(3n-f6)(3n+7)  ^ 

Ils  ne  sont  encore  que  parliculîers,  patsqu'îb  ne 
contiennent  que  la  constante  arbitraire  A  ;  mais  en 
ëcrîyant  dans  le  dernier  Ai,  à  la  place  de  ^,  et  pre- 
nant ensuite  leur  somme ,  on  aura ,  à  cause  de  la  forme 
particulière  de  l'exemple  proposé  (3o9) ,  Texpression 
générale  de  j*. 

33a.  En  terminant  ici  ce  qui  regarde  Tintégration 
approchée  des  équations  différentielles,  }e  dois  dire 
que  les  méthodes  exposées  ci*des8tts ,  ne  donnant  que 
Men  rarement  des  séries  convergentes  ,  et  seulement 
pour  des  taleurs  très  limitées  de  la  variable  indé- 
pendante, ne  sont  guère  en  usage.  Dans  les  problèmes 
physico-mathématiques  auxquels  s'appliquent  les  ap- 
proaimations  du  Calcul  intégral ,  il  ne  s'agit  le  plus 
souvent  que  de  déterminer  les  petites  corrections  qu'il 
faut  faire  à  une  première  valeur  approchée,  connue 
d'ailleurs   et  considérée  comme  un  état  moyen.  La 
vraie  valeur  cherchée  ne  s'en  écartant  que  par  des 
fonctions  dont  on  peut  négliger  d'abord  le  quarré  et 
les  puissances  supérieures,  on  réduit  au  premier  degré 
les  équations  différentielles  qui  déterminent  ces  fonc- 
tions, et  Ton  y  applique  ensuite  des  procédés  qui  sont 
encore  trop  variés  pour  pouvoir  entrer  dans  les  élé- 
mens;  aussi  les  trouve- t-on  toujours  développés  dan» 
les  divers  traités  spéciaux  où  Ton  s'en  est  servi. 


r 
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Résolution  de  quelques  problèmes  géométriques^ 
dépendons  des  équations  différentielles» 

333*  La  mise  en  équation  Aes  problèmes  géomé- 
triques dépendans  des  équations  différentielles ,  ne 
reposant  que  sur  les  propriétés  des  tingentes^  des 
normales  y  des  rayons  de  courbure,  ne  présente  pas 
plus  de  difficultés  que  les  autres  traductions  analy- 
tiques, lorsqu'on  connaît  les  expressions  dc^  lignes 
quUl  faut  considérer^  aussi  n'en  donnerai-je  que  quel- 
ques exemples. 

J'observerai  d'abord  que  l'intégration  des  équations 
différentielles  du  pcemier  ordre  s'appelle  aussi  Mé'- 
ihode  invertedes  tangentes,  parce  que  toute  équation 

différeniieUe  de  cet  ordre,  donnant  l'expression  de  -^ 

eax^ttxkjr,  fait  connaître  la  relation  qui  existe  entre 
les  coordonnées  et  la  soutangente,  ou  la  tangente,  ou 
la  normale ,  etc. ,  dans  la  courbe  qu'elle  représente. 

En  effet,  si  de  l'équation  proposée,  on  tire  -p  «/?, 
la  soatangente  aura  pour  expression  ^,  la  tangente 

J^y^,+P\  etc.  (66).  On  inventa  le  Calcul  dîOeren* 

.  P 
tiel  pour  mener  des  tangentes  aux  courbes,  c'est- 
à-dire,  pour  résooudre  le  Problème  direct  des  tari" 
génies  :  on  s'occupa  ensuite  du  Calcul  intégral ,  pour 
parvenir  aux  équations  primitives  des  courbes  par 
les  propriétés  de  leurs  tangentes  ;  maia  les  progrès  et 
les  nombreuses  applicati<ms  de  ce  Calcul  6njt  £aît  aban- 
donner la  dénomination  de  Méthode  inverse  des  tan- 
gentes,  qui  ne  convenait  qu*ù  un  seul  de  ses  usages. 

3î.. 
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Dans  les  premiers  temps  on  chercha  à  iléierminer 
par  les  aires,  ou  même  par  les  arcs  de  quelques 
courbes  connues,  l'ordonnée  de  la  courbe  demande'e; 
depuis,  on  a.  laissé  ces  constructions  de  côté,  pai-ce 
que ,  quelque  élégantes  qu'elles  fussent  dans  la 
théorie,  elles  étaient  toujours  moins  commodes  et 
surtout  moins  exactes ,  dans,  la  pratique ,  que  les  for- 
mules approximatives  qui  ont  pris  leur  place. 

Une  équation  difFérentielle  ne  peut  se  construire  en 
général  que  lorsqu'on  en  a  séparé  les  variables, 
parce  que  l'expression  de  Tune  d'elles  ne  dépend  pins 
que  de  la  quadrature  d'une  courbe  dont  Téquation 
primitive  est  connue. 

334-  Je  prends,  pour  exemple,  la  construction  des 
4:ourbes  dans  lesquelles  la  soutangente  est  égale  à  une 
fonction  donnée  de  l'abscisse  x;  l'équation  différen* 

tielle  de  cette  courbe  sera  ^ — =5  A",*  X  désignant  la 

fonction  donnée.  Les  variables  se  séparent  sur-le- 

d  ^      •  d<x 
champ ,  dans  cette  équation ,  et  il  vient    -^  =  ----. 

Multipliant  alors  les  deux  membres  par  une  quantité 

Tnày      max         ,.  ,  , 

constante  m ,  on  a  — ^  ^  —=--  ;  et  désignant  par  Lj 

le  logarithme  de  jr^  pris  dans  le  système  dont  le  mo- 
dule est  m,  l'intégration  donne 


^'=/=?=s/ 


m'dx 


riG  5<7  ^^  construisant  d'abord  la  courbe  DN^  fig  67 ,  telle 
que  l'ordonnée  con*espondante  a  rabsoisse  AP^  soit 


wi* 


PN=z—^    l'aire   ADNP   donnera    la    valeur    de 
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—s — .  Oo  réduira  cette  aire  à  un  rectangle  FQ, 

dont  le  cAtë  A  F  soit  j»  ;  Tantre  c6té ,  AQ  ^  expriiuera 

—  /  — ^— ^  décrivant  ensuite ,  sur  le  module  m,  la 

logaritlimique  ER^  dont  let  ordonnées  soient  perpea^ 
diculaires  à  Taxe  ^C  9  et  élevant  parle  point  Q  ta 
perpendiculaire  RQ,  on  aura  L.ÂQ  =  i#Q  (x^)» 

1    /*  ffi'djT 
ou  L./ÎÇ  =  "^  /  ""v —  •  ^Ç  sera  donc  égale  &  For- 
donnée  PJlf  de  la  courbe  cherchée. 

Il  faut  bien  remarquer  que  cette  coastructioa 
n'exige  pas  que  l'on  ait  l'expression  analytique  de 
la  fonction  X\  on, pourrait  prendre  à  sa  place  Ter- 
donnée  d'une  courbe  quelconque  rapportée  à  Taxe  AB^ 
et  effectuer  sur  cette  ordonnée  et  sur  la  ligne  arbi- 
traire m ,  les  opérations  graphiques  indiquées  par  les 
foimules  ci-dessus.  On  voit  aassi  que  la  ligne  m  n'a 
été  introduite  que  pour  rendi*e  ces  formules  homo«- 
gènes ,  et  peut  être  supposée  égale  à  l'unité. 

335.  Je  vais  encore  rapporter  la  solution  d'un  pro- 
blème célèbre  dans  les  preùiiers  temps  où  l'on  s'est 
occupé  du  Calcul  intégral ,  du  problème  des.  iKajeom 
loires.  11  a  pour  objet  de  déterminer  ta  courbe  ^ui 
coupe ,  sous  un  angle  donné  ,  toutes  celles  d^une  espèce 
donnée.  On  entend  ici  par  courbes  d'une  espèce  don- 
née, les  diverses  courbea  particulières  qu'on  obtient 
en  assignant  successivement  à  l'une  des  couslantes 
d'une  équation  primitive  »  toutes  les  valeurs  possi- 
bles. Si,  par  exemple,  on  fait  varier  le  paramètre 
d'une  parabole  ,  il  en  résultera  une  suite  de  para- 
boles rapportées  au  même  axe ,  ayant  même  sommet , 
ai  dont  les  extrêmes  seront  d'une  part  l'axé,  et  de 
l'autre  la  Hgne  qui  lui  est  perpendiculaire  et  qui  passQ 
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par  le  sotuiuet  :  la  courbe  qui  coupera  toutes  celles- 
ci,  sous  uu  angle  donné,  en  sera  la  trajectoire  (^. 
Fia.  58.  '  Soient  D^IV^,  DIf,  irN'^  etc. ,  fg.  S6 ,  les  courbes 
coupées  et  MZ  la  courbe  coupante ,  du  la  trajectoire 
cherchée  ;  si  par  l'un  quelconque  M  de  ses  points  on  lui 
Mène  une  tangeute  Mty  et  qu'on  tire  aussi  celle  de  la 
courbe^  coupée  qui  passe  pair  ce  point ,  l'angle  TMiy 
d'aptes  l'énoncé  de  la  question ,  doit  être  égal  i  l'angle 
donné.  Je  désigne  par  x\  y'  les  coordonnées  des 
courbes  coupées,  par  x,  y  celles  de  la  courbé  cou- 
pante, et  par  a  la  tangente  trigonométrique  de 
l'angle  constant  TMty  qui  est  éffX  à  la  différence  des 
angles  MTP ,  MiP^  dont  les  tangentes  respectives  ont 

pour  expression  -rzf  ^^  j^  (66)  ;  A  relation 
tang  TMi  =  tang  {MtP  —  MTP) 

d^  _  dy 

donne  ensuite     a  = — r— 7  (7Vi^.  26). 

-  àx  àx' 

• 

JijKupposerai  ici  que  l'on  connaisse  l'équation  pri- 
mitif des  courbes  coupées  ;  on  en  tirera  par  la  dif- 
fé^ntiationi  djr'^sipdx'j  et  Téqiution  ci-dessus  de- 
viendra 

Il  faudra  éciire  partout  x  etjrf  ^ti  lieu  de  a^ et  de  jr'y 


(*)  On  doane  aussi  en  Mécani<{uc  le  nom  de  trajectùire  ^  h  la 
courbe  que  décrit  un  corps  sollicite  par  des  forces  queloonq^ies; 
maib  il  ne  saurait  être  question  de  celte  espèce  de  irafKtaire  dans 
un  outra^  consacré  uniquemont  à  TAnalyac  et  à  la  Gcom^iric. 
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parce  qu'au  poiot  JlH  la  courbe  coupée  el  la  courbe 
coupante  ont  les  mêmes  coordonnées.  Gela  fait,  si  l'on 
élimine ,  entre  Téquation  {ji)  et  l'équation  piîmitive 
des  courbes  coupées,  la  constante  dont  les  di£Eéreptes 
valeurs  particularisent  chacune  de  ces  courbes,  on 
aura  un  réisultat  qui  embrassera  toutes  leurs  inter- 
sections successives  avec  la  trajectoire,  et  en  sera  par 
conséquent  l'équation. 

Soient,  pour  exemple,  les  paraboles  ayant  même  axe 
et  même  sommet ,  et  dont  l'équation  est  y^ssmaïf^  ; 

TtÈÊtX 

il  viendra  p  9s rr^r-»  On  pourra  chasser  immédîa- 

tement  de  cette  expression ,  au  moyen  de  l'équation 
proposée,  le  paramètre  m  qui  pyticularise  chaque 
parabole  d'un  même  degré  ;  subsUtaant  le  résultat 
dans  l'équation  {A) ,  après  avoir  changé  af  et  j^  enx 
et  en  j^,  et  divisant  ensuite  par  a:*"' j-""**,  on  trouvera 

a{nxdx  +  ^J'dy)  +  mjrix  —  nxôjr=±  o. 

€ette  équation  étant  homogène ,  peut  se  traiter  par 
le  procédé  du  n^  aSS.  Lorsqu'on  a  m  =n  r=:  i ,  elle 
devient  iniégrable  en  la  divisant  par  x*  +«r*9  pubque 


rdar— ardr       ,        /  .x\ 

^*  "ï*^     x-+j^     =  d.arc  ^^tang  =  jj  (a?^)  : 

donc        al  |/xVKp  +  an/tang = -^  =  C, 


on  a 


ou 


»'!^'*=«'K=0. 
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en  diangcant  la  constante  arbitrAe.  Si  k*on  fail 

Vx*+^=s«i    'arc^tang  =  ^^=^ 

on  retombera  sur  réquation  des  spirales  logarithmi- 
ques f  qui  ont  la  propriété  de  couper  leur  rayon  yec- 
teur  sons  un  angle  constant  (128).  En  effet,  dans  le 
cas  actuel  y  les  courbes  coupées  ne  sont  autre  chose 
que  toutes  les  lignes  droites  menées  par  l'origine  des 
coordonnées  y  et  dont  Téquation  est  y=zmx^. 

Si  Ton  voulait  que  Fangle  TMi  fut  droit,  il  fau- 
drait supposer  a  infini ,  et  par  conséquent  ne  tenir 
compte  que  des  termes  qu'il  multiplie;.  Téquation 
ci-dessus  se  réduirait  à  nxdx^mjrdjrr=o,  dont  Fin- 
tégrale  nx^-^mjr^zzzc  montre  que  la  courbe  qui 
coupe  à  angles  droits  toutes  les  paraboles  proposées, 
est  une  ellipse  décrite  sur  le  même  axe  que  ces  courbes 
et  ayant  pour  centre  leur  sommet  commun.  Les  tra- 
jectoires où  l'angle  7'Ml  est  droit,  s'appellent  tra^ 
jectoireê  onhagoaaks,  et  la  supposition  de  a  infini, 

dans  l'équation  (^,  donne  i+p-^  =  o  pour  leur 

équation  différentielle. 

336.  Les  considérations  géométriques,  comme  on 
Ta  annoncé  dans  le  n^  298,.  établissent  aussi  la  possi- 
bilité des  équations  différentielles  à  deux  variables. 
En  effet,  quand  il  s'agit  d'une  équation  du  premier 

dr 
ordre ,  on  n'en  tire  que  la  valeur  de  -p  qui  exprime  la 

tangente  trigonométrîque  de  l'angle  que  fait  avec 
la  ligne  des  abscisses,  la  tangente  de  la  courbe  re- 
lative à  cette  équation.  Prenant  donc  arbitrairement 
les  coordonnées  APz^a^  PMz=zbf   d'un  premier 
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point  ilf,  fig.  69,   OB  mènera  la  ligne  MT  faisant  ^><^-  ^9- 
avec  MO  y  parallèle  à  AB^  un  angle  M'MQ  dont  la 

dr 
tangente  soit  égale  à  la  valenr  correspondante  de  -p  : 

cette  droite  tonchera  an  point  M  )a  courbe  cherchée. 
En  regardant  la  courbe  et  sa  tangente ,  conune  con- 
fondues ensemble  y  dans  les  environit  du  point  de 
contact  y  la  droite  If  T  déterminera ,  pour  un  point  P\ 
infiniment  proche  de  P,  l'ordonnée  P'M'  avec  la- 
quelle on  calculera,  par  l'équation  différentielle  pro- 
posée» la  tangente  de  Tangle  M'M'Çf  relatif  à  la 
tangente  M  '§''  consécutive  à  MT.  La  continuation 
de  ce  procédé  donnera  un  polygone  qui,  à  mesure 
qu'on  en  multipliera  les  côtés ,  différera  d'autant 
moins  de  la  courbe  à  laquelle  appartient  Téquation 
proposée.  II  résulte  Aussi  de  cette  construction,  qu'une 
équation  différentielle  du  premier  ordre  représente 
une  iqfinité  de  courbes ,  puisqu'on  peut  prendre  le 
premier  point  M  où  l'on  voudra. 

Dans  lies  équations  du  second  ordre,  qui  ne  donnent 

d*r 
que  la  valeur  de  -7^,  on  substitue  les  paraboles  oscu- 

la triées  aux  tangentes.  Ayant  pris  arbitrairement  un 
premier  point  dont  l'abscisse  et  l'ordpnnée  soient 
j?=âet  j^=6,.  on  forme  l'équation 

y  —  b  zsi  A  (x  ^  a)  +  B  {x  ^  ay  y 

« 

qui  appartient  à  une  parabole  passant  par  ce  point. 
En  la  dlfféreutiaat  deux  fois  de  suite  et  faisant  x  =  a, 
on  en  tire 

le  coefficient  A  demeure  arbitraire ,  mais  B  est  deter- 
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Une  circonstance  dfgne  de  renugrque  et  qui  s'aper- 
çoit sur-le-champ»  «'est  que  toutes  les  lignes  droites 
dont  on  vient  de  parler  seront  nécessairement  tou- 
che'es  par  le  cercle  représentant  la  solution  particn* 
lière ,  puisqu'il  a  pour  rayon  la  perpendiculaire 
abaissée  sur  chacune  d'elles. 

La  même  relation  a  Heu  entre  les  diverses  courbes . 
que  représente  l'intcgrâle  complète  d'une  équation 
ilifFérentielle  du  premier  ordre  9  et  celle  qui  résulte 
d'une  solution  particulière  de  cette  équation  s  la 
dernière  touche  toutes  les  autres.  En  effet ,  l'équation 
différentielle,  ne  déterminant  que  la  direction  delà 
tangente,  doit  être  satisfaite  par  toute  courbe  qui, 
dans  un  point  quelconque ,  aura  la  même  tangente 
que  l'une  des  courbes  déduites  de  l'intégrale  com- 
plète; or,  c'est  ce  qui  arrive  à  la  courbe  qui  touche 
toutes  celles-ci. 

Il  suit  de  là  y  que  la  développée  d'une  courbe  n'est 
autre  chose  que  la  solution  particulière  de  l'équation 
différentielle  qu^  représente  toutes  les  normales  de 
cette  courbe  (80) ,  et  que  celle  ci  ^  c'est-à-dire  la 
développante ,  est  pareillement  la  solution  particu- 
lière de  l'équation  différentielle  commune  à  tous  ses 
cercles  osculateurs ,  mais  avec  la  différence  que  les 
contacts  sont  du  second  ordre. 

La  liaison  établie  dans  le  u^  323 ,  entre  les  inté- 
grales complètes  et  les  .solutions  particulières ,  se 
déduit  anssi  des  considérations  géométriques  ;  car 
chaque  point  du  cercle  de  l'exemple  précédent,  peut 
être  regardé  comme  l'intersection  de  deux  tangentes 
consécutives,  c'est-à-dire  comme  l'intersection  de 
deux  droites  fournies  par  deux  valeurs  consécutives 
données  à  la  constante  c  ;  l'abscisse  et  l'ordonnée  de 
cette  intersection  dépendent  des  valeurs  de  c,  qui 
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par  conséquent  est  là  son  tour  fonction  de  ces  quan- 
tités, ou  de  X  et  de  j*.  Il  est  ërident  que  pour  former 
l'éqnatîpn  d'une  ligue  consécutive  à  celle  que  repré- 
sente Fe'quation 


il  faut  differenticr  celle«ci  en  faisant  varier  c  ;  et 
puisqu'on  ne  cherche  que  l'intersection  de  ces  deux 
lignes  ,  point  où  leurs  coordonnées  sont  communes, 
on  doit  regarder  x  et  jr  comme  constans  :  cette  inter- 
section sera  donc  déterminée  par  les  deux  équations 

j- —  cor  =s  ni/i +c», 

ne 


»/i+c*' 


si  Ton  assigne  éi  c  une  valeur  particulière.  Mais  si  Ton 
élimine  c,  le  résultat,  ne  désignant  plus  aucune  in- 
tersection en  particulier,  embrassera  tous  les  poinls 
résultans  des  rencontres  des  droites  fournies  par  toutes 
les  valeurs  de  c ,  et  combinées  deux  à  deux  consécu- 
tivement ,  c'est-à-dire ,  le  cercle  qui  est  la  solution 
particulière,  et  qui  se  déduit  encore  ici  de  la  va- 
riation attribuée  à  la  constante  arbitraire  de  l'intégrale 
complet^.  Les  mêmes  remarques  se  véiîfient  sur  les 
développées ,  lorsque  l'on  considère  ces  courbes  comme 
produites  par  les  intersections  des  normales  consécu- 
tives de  la  développante  (80). 


ft 
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De  ^intégration  des  équations  différentielles 
contenant  trois  ou  un  plus ^  grand  nottibre  de 
vtUiables. 

Des  équations  dijfferentielles  totales. 

338.  Les  fondions  qui  dëpendenl  de  deux  ou  d*nri 
plus  grand  nombre  de  yariables,  différent  de  celles 
d*une  seule,  en  ce  qu'elles  ont  pour  chaque  ordre 
plusioirs  coefficîens  différentiels.  Si  z,  par  exemple, 
est  une  fonction  de  deux  variables ,  il  aura ,  pour  le 
premier  ordre ,  deux  coefficîens  diflereaddls,  savoir  « 

JL^  .^^  l'un  pris  en  faisant  varier  x  seul,  et  l'autre 
dx    ay 

en  faisant  varier  jr  seul.  Dans  le  second  ordre,  le 
nombre  de  coefGciçns  diffe'rentiels  s'élève  à  trois,  et 
s'accroît  ainsi  successivement  d'ordre  en  ordre  (44)- 
Pour  remonter  des  coefficîens  diflcrentieU  d'une  fonc- 
tion de  deux  ou  d'un  plus  grand  nombre  de  variables, 
à  cette  fonction,  il  se  présente  plusieurs  cas  :  i**.  on 
peut  avoir  tous  ses  coefficîens  différentiels  d'un  même 
ordre,  exprimés  par  les  variables  indépendantes ,  ce 
qui  donne  explicitement  les  différentielles  totales  de 
la  Ibnction*  cherchée ,  à  laquelle  on  parvient  par  les 
procédés  exposés  dans  les  n^'  278  —•  280  ;  2?.  la  fonc- 
tion elle-même  g^eut  entrer  avec  les  variables  indé- 
pendantes ,  dans  les  expressions  des  coefficîens  dif- 
férentiels ,  ce  qui  fournit  une  équation  différentielle 
totale;  3^.  enfin,  on  peut  n'avoir  qu'une  relation 
entre  ces  coefficiens ,  la  fonction  dont  ils  dérivent  et 
Us  variables  indépendantes. 

33g.  Je  m'occuperai  d'abord  du  second  cas,  en 
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considérant  Téquaiion 

Pdx  +  Qàj  +  Riz  =  o. 

Elle  s'intégrerait  par  le  procédé  du  n®  280 ,  si  le  pre- 
mier membre  était  une  différentielle  exacte  à  trois 
variables;  mais  s'il  ne  Test  pas,  il  est  susceptible  de 
le  deveniri  par  le  moyen' d'ut  facteur  convenable , 
quand  cette  équation  dérive  d'une  équation  primitive 
u  =  c;  cela  se  voit  comme  pour  le  cas  de  deux  va- 
riables (28^  En  efltst,  l'équation  différentielle  pro- 
posée doit  w>rs  ^'accorder  avec 

c'est-î^dire  que  les  valeurs  de  djs,  tirées  de  l'une  et  de 
l'autre,  doivent  être  identiques,  indépendamment  de 
do:  et  de  ijr  (i36)  ;  or  ces  valeurs  étant  respectivement 

Au  Au 


Qll  Au 

A%  Az 


d,=-^dx-Jd^,     d,  =  -._dx-^d^, 


il  s'ensuit  que 

An  A^  Au      Au      Au 

Au       R'  An      H'  ^       (^       «  ' 

Az  Az 

et  nommant /c  les  quotiens  indiqués,  il  viendra 

Au  =  fêPAx  4-  ê*QA^  +  ftRAz. 

Cela  posé,  pour  que  cette  dîfféienlielle  soit  exacte, 
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il  faut  encore  qu'elle  vérifie  les  conditions 

àj    ^    dx    '        dx    "^    d«    '        dz    ~  dj-  ' 
dont  le  développement  fournit  les  équations 

On  aperçoit  bientôt  que  la  fonction  ^  disparutt  quand 
on  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  B^  la 
seconde  par  Q,  la  troisième  par  P,  et  qu'on  ajoute 
les  produits;  car  la  somme,  étant  divisible  ^r /h, 
se  réduit  à 

équation  de  condition  qui  doit  d'abord  être  satisfaite 
par  la  proposée,  pour  que  celle-ci  puisse  devenir  dif- 
îerentielle  exacte ,  au  moyen  d'un  facteur,  et  qu'elle 
puisse  par  conséquent  dériver  d'une  équation  pri- 
mitive à  trois  variables ,  ou ,  cc^ui  est  la  même  chose, 
être  vérifiée  par  une  fonction  de  deux. 

Cette  dernière  considération  mène  aussi  k  l'équation 
(B)  j  par  l'application  immédiate  du  théorème  du 
a?  278  ;  car  si  l'on  avait  l'expression  primitive  de  » 
en  X  et  en  jr,  et  qu'on  la  substituât  dans  celle  de  dz 
tirée  de  l'équation 

Pda:+Çd^  + W«=o, 


1>B  CALCUL   IMTiaRAL.  '  5l3 

il    tn    rtfsa)l«râit   nëcMBaireiuefil  uoe  diffi^rtntirik 
eiatle  à  d#«  tari«bIeB,  et  de  k  f^rme 

d^-      djr 
Mais  dans  le  cas  actuel ,  où  .  .  * 

P  Ç 

P^  Qi  R  renfermant  x,  il  Csuit »  danâ  les  dîfierentia-* 
tioDS  in^i^éesy  le  lairc  varier  àoMîy  et  mettre  en 


conséquence /i  et  9  à  la  place  de  j-  et  de -r-  ;  alors, 
au  lien  de  -^as^,  îLviendia,' 

d^^*djs~dx"^^d»' 
ou 

PO 
Si  Ton  substitue  —  7,  —  ^ ,  à  la  plai^  de/?  9I  de  ^9 

on  aura  ,  après  les  réductions , 

'^d?-«d7+"dS-Çdï+Ç-di-^:d^="' 

c'estrè-dire  Téquation  (i^  da  n^  pr^édent.. 

Pendant  long-^Cemps  on  a  appelé  équations  ab^ 
surdes,  et  l'on  regardait  comme  insignîBantes ,  çelle$ 
qui  pe  satisfaisaient  pas  à  l'équation  (B)  ;  mais  Monge 
a  fait  voir  que  toutes  les  équations  différentielles  à 
trois  variables  avaient  une  signification  réelle  ,  et  que 

C^ile.  intégr»f  ^^étHimik.  33 
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tandis  que  celles  dont  l'intégrale  était  «zprimée  par 
une  seule  équation  entre  les  ircMs  variables ,  apparte- 
naient à  des  surfaces  courbes ,  chacune  des  autres  re- 
présentait une  infinité  de  courbes  â  double  courbure, 
jouissant  d^une  propriété  commune.  Je  m'occuperai 
d'abord  des  premières. 

340.  Quand  l'équation  (B)  est  satisfaite,  deux  quel- 
conques des  équations  (A)  suffisent  pour  déterminer  le 
facteur /e,  et  l'on  va  voir  que  l'intégration  delà  pro- 
posée.se  ramène  à  celle  des  équations  à  deux  variables. 

Pour  cela ,  sok  ^  le  Dacteur  qui  rend  intégrable  la 
différentielle 

Pdx  +  Qdjr^ 

lorsque  Ton  y  regarde  «  comme  constant^  en  posant 

f{f.Pdx  +  ^Qd^)  =  U, 

on  aura  pour  l'intégrale  cherchée 

C/+Zs=o, 

où  Z  désigne  une  fonction  de  z  seul.  Si  maintenant  on 
différentie  cette  intégrale ,  en  y  faisant  tout  varier,  et 
en  observant  que 

qn  aura  lé'qaation 
,     f.Pdx  +  t*Qâjr^(^  +  ^yz=o, 

^ontla  comparaison  avec  la  proposée  donnera 

-_dl/,dZ 
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OU 

dZ  „        dl/ 

di"^^"-"d7' 

mais  y  pour  que  la  détermination  de  Z  puisse  avoir 
lieu  suivant  l'hypothèse  e'tablie  y  il  faudra  que  le  se- 
cond membre  de  cette  dernière  équation  se  réduise  à 
une  fonction  de  z  et  de.  Z ,  au  moins  après  qu*on  en 
aura  chassé  jr,  par  sa  valeur  prise  dans  l'équation 
l/-|-.'Z=o  ^  cop^dërant  donc  alors  j*. comme  une 
fonction  de  x  et  de  Z,  on  aura  Téquation.de  condition 

àx  djr  dx 

0U9  en  développant, 

Or,  Téquaiion  différentielle  proposée ,  étant  mise  sous 
la  forme 

dj-  =  — -dx—  -d«, 

donne 

d£__P 

dx  ~      'Q' 

on  a  aussi 

jd^_d^_^dP    .  pd^ 
drds        d«         '*  dz  "^      dz^ 

4rdx         dz     ""^  dis  ^^d«' 

de  plus,  le  facteur  /e,  rendant  exacte  la  différentielle 
^dx  +  ^Çàj^y  satisfait  à  Téquation 

33. . 
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Au 
et  si  Ton  tire  de  cette  dernière,  la  valeur  de  — ,  pour 

dx 

la  substituer,  àroe  celles  de 

dard»       dj^d»      d« 

dttttft  Të^tlàtiOD  dé  èondition  ttonrée  phis  haut,  le 
résultat  étant  réduit  àtéc  étnti ,  sera  préds^ent  l'é- 
quation (B)  :  ainsi  quand  elle  est  vérifiée  ,  l'intégration 
de  Véquation  différentielle  propoëée  à  troiavatfiables, 
ne  dépend  qu6  de  celle  de*  équations  à  deux  variables. 

341  •  Lorsque  les  différentielles  dx ,  d^  el  dz  mon- 
tent auMlélÂ  du  premier  degré  dans  Péqtiation  pro- 
posée ,  elle  ne  peut  s  Intégrer  par  ce  qui  précède ,  que 
quand  elfe  Âttsiait  à  ulie  nouvelle  condition  que  je 
vais  faire  connaître  6ur  l'équation 

Pd«»+Q4f»+fid»'+a5d«dj'+ard*dj8+a>^4rd«==0. 

Pour  qu'elle  puisie  résullor  d'une  équation  primHîve 
«=c,  il  faut,  avant  tout,  qu'elle  se  ramène  à  la 
forme 

P'dx  +  Q'dT"  +  #rdx  =  o  (33g), 

ou ,  ce  qui  est  la  même  chose ,  qu'en  la  résolvant 
par  rapport  A  l'une  des  différentielles  dXj  d/*,  dx,  les 
deux  autres  sortent  d6s  radicaux  :  or,  c'est  ce  qui 
n'arrive  pas  toujours  ;  car  on  a 

dz  =  l[—Tdx—rdjr 
±  y/  (T*''PR)dx*+!i(TF^RS)éxdf+(l^QR)df^fj 


€t  n  la  q«9nli«é  qmk  est  sous  le  mdical ,  n'est  pas  un 
qMffë  peifittt ,  oo  du  moins  si  Ton  s'a  pas 

(TF—  RS^sz  {T^  -^  PR)  (y—QR)^ 

les  diffAs^tieHes  dar  et  djr  resteront  engagées  sous  ce 
radical.  En  général,  «jael  que  soit  le  degré  de  l'é- 
quation proposée ,  par  rapport  à  de  ^  djr ,  àjr^  il  iant 
qn'éCiitt  ordonnée  evÎTant  les  puissances  de  djs ,  elk 
puisse  se  décomposer  en  fréteurs  de  la  forme 

d;B  — /idx  —  gâjr  =  o. 

» 

I>es  équations  différentieltes  totales  qui  ne 
satiJ^ont  pas  aux  ambitions  dintégrabUUé. 

34a.  J'ai  frit  Yoir,  dans  le  n^  SSg,  qu'une  équation 
différentielle  du  premier  ordre  à  trois  variables,  de 
la  forme  Pàx  +  Çd^4-Bds=o,  ne  pouvait  être  sa- 
tisfrite  par  une  fonction  de  deux  variables,  qu'autant 
qoe  l'équalion 

était  identique  par  elle-même  ;  mais  en  établissant  une 
dépendance  quelconque  entre  ac  ^  jr^  z,  cm  changera 
l'équation  proposée ,  dans  une  autre  qui  ne  contiendra 
plus  que  deux  de  ces  variables ,  et  déterminera  par 
conséquent  Pune  de  ceUes-c&  en  fonction  de  l'autre. 
Si  l'on  avait  »  prar  e»em|4ef  l'équation 

ds  gd;r  4-  jrjjr 

qui  ne  peut  remplir  la  condition  énoncée  ci«dessos» 
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tant  que  a  et  6  ne  sont  pas  nub ,  et  qa'on  y  fit 
jrsssf(x)^  ^  désignant  une  fonction  quelcouquei  elle 
se  changei^it  en 

dz     _         [x  +  ^(x)  p'(xy]àx 
z —  c"*j:(j: — a)  +  ç{^)[p{x') — ^^* 

et  donnerait  autant  de  relations  différentes  entre  z 
et  Xf  que  l'on  assignerait  de  formes  particulières  à  la 
fonction  ^. 
En  prenant  ^  (x)  =^  x,  on  aurait 

dz  ^xdx  adx 

z—  c      x{x  —  a)  +  x(x  —  b)      aap  *-*  a  —  6  ' 

d'où  Ton  tirerait  z-^czs  C{2x — û — J) ,  C  étant  une 
constante  arbitraire  ;  et  la  proposée  serait  satisfaite  par 
le  système  des  équations 


lïewton,  dans  son  Traité  des  Fluxions  (*),  avait 

déjà  indiqué  cette  manière  de  résoudre  les  équations 
différentielles  qui  contenaient  plus  de  deux  Tariables4 
mais  elle  a  l'inconvénient  d'exiger  une  intégration 
pour  chaque  résultat  qu'on  veut  obtenir,  et  Monge 
a  remarqué  y  en  17849  qu'on  pouvait,  par  Tintro- 
dnction  d'une  fonction  arbitraire ,  parvenir  à  un  sys» 
tème  général  d'équations  qui  en  donnât  une  infinité 
de  particuliers ,  satisbdsant  tous  à  la  proposée. 

343.  Le  procédé  que  l'on  doit  suivre  pour  intégrer 
l'équation 

Pdx  +  Qdj  -f  Ràz  a=  o, 

(J^)  Ifewtoni  Opuscula,  c.  I,  p.  83,  cditioiMio  1744* 
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pftr  une  seule  éqoatioa  primitive ,  loBBqœ  la  ckosa  est 
possible  (340) ,  conduit  aussi  à  la  solution  la  plus 
générale  que  l'on  puisse  obtenir  pour  cetle  équation, 
dans  le  eas  contraire.  En  effet ,  si  on  Pîntègre  d'abord , 
en  regardant  une  des  variables,  qu'elle  renferme 
comme  constante ,  z ,  par  exemple ,  cj[ue  Ton  repré- 
sente par  XJ'ss^C  l'équation  primitive  qui  répond 
àPdr.+  Çdj^  =  o,  que  Ton  difiiérentie  cette 'éii)ua^ 
tion  primitive  y  en  faisant  varier  à  la  fois  x^  j^  z 
et  C,  et  que  Ton  compare  le  résultat  à  la  proposée,  on 
arrivera  à  l'équation 

dC_dr7_ 

àz   ~  d2  '"^'• 

fà  étant  le  iscteur  qui  rend.Pcbr  «^  Qà.y,  une  différen- 
tielle exaç|^#  A  la  vérité ,  le  second-  membre  ne  se 
réduira  plus  à  une  fonction  de  z  seul ,  comme  cela 
arrive  d^  le  cas  ou  la  condition  d*intégrabiiité  est 
remplie ,  et  ne  pourra  donner  C^  conÀme*  l'exigé  cétfe 
condition;  mais  il  est  évident^^u'ieii  8d{)posant  tou- 
jours que  C  soi  tune  fonction  de  2,  l'équation  pro- 
posée sera  satisfaite  par  Téquatioa- primitive  UinsC, 
si  Ton  a  en  laème  temps.  ..).'•> 

dC      AV  '  ■'     '    '   ' 

dï^TT-^-' 


•I  ■ 


faisant  donc  Cs«f(s)^  le  système  des  équations 

r/=^(*) 

Al)  '  '      * 

satisfera  à  la  proposée ,  quelle  que  soit  la  forme  de  la 
fonction  ^ ,  et  pourra  se  particulariser  d'une  ififinité 
de  manières^  en  prenant  f^  arbiurçûremcnt. 
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En  «ppliqimikt  eëcî  à  Téifiutkiii 


dz 


que  J'ai  prise  pour  exen^plé  daûs  le  n*  précédent ,  on 
aum 

et  filièant 

on  trouvera  V  =  a^-^  jr^  i  on  obtiendra  par  consé- 
quent les  équations 

'        ■       i  j, 

««  •  t#  iff  Ié't 

....  •  »  t  ' 

Intégration  4^  équatiqm  flifférer^i^lle^  par" 

tieUei  du  prenùop  ordres 

'  '■  <  -   ' 

344-  Je  «ais  passer  a«  troisième  «lai  de  la  meherche 
des  fonctions  de  deux  ou  d'un  plus  grand  nombre  de 
variables.  Dans  ce  cas,  op  n'a  pour  déterminer  la 
fonction  inconnue  que  queîquiNkuns  de  ses  coefficîens 
différentiels  d'un  certain  ordre ,  ou  une  seule  équa- 
tion entre  eux.  Il  cousait])»  ce  que  l'on  appelle  Ciihtd 
intégral  aux  différences  partielles,  et  qu'on  devrait 
nommer  y  d'apnès  les  remarques  du  n®  4^9  Calcul 
ùuégral  aux  diffllwémiaUes  paHieUes;  car,  les  coeffi- 
cîens différentiels ,  considérés  isolément ,  ne  font 
conrtattre  qxre  les  dtVKrentibUes  paifielies  /  et  non  pars 
les  différences  qui  sont  l'objet  d%ii  calcul  à  part, 
qu'on  trouvera  dans   VAppenêice    qui  tennfaiê  cet 
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ouvrage.    Le  coefficient   différentiel  -r — -z — ,  étant 

multiplié  par  dr"d^",  devient  -,.  ^v      dx"d^,    et 

exprime  alors  la  diffërentieUe  m''"^,  par  rapport  à  x, 
de  la  diAâeentiéUe  n^'  de  s  y  par  rapport  à  j'y  et  vice 
versa. 

345*  t<e8  équations  différentielles  partielles  les  plus 
simples  sont  celles  qui  ne  renferment  qu'un  seul  coef- 
ficient difTéi'entiel  exprimé  par  les  variables  indépen- 
dantes :  telles  sont  celles  du  2*  et  du  3*  ordre  qui  ont 
été  traitées  dans  lies  n^  971»  277,  Au  premier  ordre, 

ds 
si  ronaT-:=?/ly  R  ne  cf^teiuipt  points,  on  mul- 

tipUera  par  àx^  pour  obtenir  ^  àap  =:^  B^ ,    oi| 

Az:=iRix  ;  et  eu  inl^ant  par  rapport  à  x  seulement, 
il  viendra 

s  ss  faix  +  C* 

Dans  ce  résultat,  C  n'indique  pas  une  simple  cons- 
tante arbitraire ,  mais  une  fonction  absolument  in- 
déterminée de  toutes  les  variables  autres  que  x^  que 
pourrait  contenir  la  fonction  z.  Si ,  par  exemple, 
z  dépendait  en  même  temps  de  x  et  de  jr^  on  aurait 
«=r/Bdj:-f"^^)>  en  désignant  par  ^  une  fonction 
arbitraire  composée  d'une  manière  quelconque  de  la 
variable  y  mêlée  avec  des  constantes.  En  général, 
pour  Un  nombre  quelconque  de  variables  indépen- 

Az   • 
dantea^,  t^  u^x^jr^  «le.,  l'int^rale  de  ^  :9  /l  lera 

z  zsfRàx  -+-  ç(Sy  iy^i  jr^  etc. ),  parce  qu'il  est  évi- 
dent que  la  foBCt&i^B  ^{*}^'i^}Xf  etc.)  quelle  qu'elle 
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soit,  ne  variant  point  quand  x  varie,  on  a  toujours 

^  =  fl. 

dj: 

Lorsque  x  entre  dans  R ,  Te'qoation 

di        „  *    d«  ,         _- 

-p^^/Caeo,     on    -pdjr-v/fds^Oy 

tombe  alors  dans  le  cas  général  des  équations  diifé- 
rentielles  à  deux  variables  z  et  x;  si  on  peut  Tinté- 
grer  par  quelqu'une  des  méthodes  précédentes ,  et  que 
Ton  désigne  son  intégrale  par  P'zrzconst.y  on  aura 

F=ç(sjty  M,^,  etc.) 

pour  Téquation  primitive  de  laquelle  dépend  la  fonc- 
tion z.  En  effet ,  si  Ton  différentie  cette  équation  en  ne 
faisant  varier  que  j:  et  js,  le  résultat  sera  de  la  forme 

Pdz  +  Qdx  =  o , 
et  tel  que  -—  ^  =  A,  ce  qui  donne  -p  ss  /{. 

346.  Si  2  pour  abréger,  on  pose 

r 

iz^:=i pàx  +  qdjf     (»).  ^ 
l'équation 

Pp  +  Q9^R     (2), 

dans  laquelle  Pj  Q^  R  contiennent  à  la  fois,  x^  j 
et  A,  est  la  plus  générale  qu^il  soit  possible  d'avoir  entre 
les  coefficiens  différentiels  du  premier  ordre  p  et  q^ 
lorsqu'ils  ne  passent  pas  le  premier  degré.  En  prenant 
la  valeur  àep  dans  cette  équation ,  pour  la  substituer 
dans  (i),  la  question  sera  ramenée  à  intégrer  l'équatioa. 

PAz  —  RAx  =  y(Pd^  —  QAx)    (3) , 
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où  le  coefficient  g  est  encore  iadëterniiné.  Il  se  prë-* 
sente  ici  deux  cas  :  i®.  la  composition  de  P,  Q  etR 
peut  être  telïe,  que  la  fonction  Pdx  — Ado:  ne  ren- 
ferme que  les  variables  z  et  x  dont  elle  contient  les 
différentielles ,  tandis  que  la  fonction  Pd^T-  Qdr  ne 
renferme  que  xetjr\  i^.  Tune  ou  Tautre  de  ces  fonc- 
tions, ou  même  toutes  deux,  peuvent  renfermer  les 
trois  variabtes  Xf  j-  etz. 

Bans  le  premier  cas ,  il  existe  un  facteur  /«  qui 
rend  Pàjr^^Qdx  différentielle  exacte  (a8g),  et  un 
facteiit  fi  qui  opère  la  même  chose  sur  Paz  —  Rdx  ; 
en  désignant  ces  différentielles  par  dilf  et  diV,  on  a 

Pdj^—QAx=-AMy    Pdx  —  Ààx  =  ^AN, 
et  l'équation  (3)  devient  dN  =  ^-  àM\  qui  ne  peut 

r* 

au' 
^tre  intégrable  à  mpins  que  ^—  ne  soit  une  fonction 

quelconque  de  M,  On  posera  donc    ^^  .as  ^'(ilf  ) , 

d'où  àN^=z<f\M)àM y  et  en  intégrant,  il  viendra 
iV=^(lf),  résultat  dans  lequel  ^  désigne  toujours 
une  fonction  arbitraire,  ce  qui  «'accorde  avec  ce 
qu'on  a  vu  sur  la  formation  des  équations  différen- 
tielles partielles  (i4o)v 

Pour  donner  un  exemple  de  ce  cas,  je  prends 
Uéquation 

P»  +  <IX  =  ^^i 
on  en  tire 

Pssjc,     Q=jr,     Rtsnz, 
Pàjr-^  Qàx  =s  xàj  —  jràxj 
Paz  —  Jfidx  =  xàz  —  mtàx  ;, 
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on  trofiTe  par  l'intëgration  des  équalioBt 

que  les  &etean  fé  et  fé  sont  respectivement  — ,   — ^ , 

et  qne  par  conséquent  M  s=s  - ,  IV  ss  —  :  9  s'ensuit 
donc 

c'est-à-dire ,  que  x  est  une  fonction  homogène  en  x 
et  jr,  du  degré  n^  En  effet ,  Téquation  /Mr+^j':;^  lu 
n'est  antre  chose  que  le  théorème  des  fonctions  ho- 
mogènes donné  n*  292 ,  et  dont  ce  qui  précède 
foqnût  eppore  ««e  démooHn^ion  poiur  U  CM  d^deux 
yariables. 

347.  Quand  les  variable  x,  j-  et  2  sont  mêlées 
indistinctenwiit  dans  les  fonctions  Pàjr  —  Qdx, 
Pds*— Adx^  il  n'est  plus  possible  de  rendre  ces 
fonctions  int^^^lcs ,  chacune  «n  particulieir,  par  le 
moyen  d«  £icteurS|  parce  qu'on  ne  saurail  int^rer 
isolém^t  les  équations 

Pdj-  —  Qdx  =  o,     Pdz  —  /ldx  =  o  ; 

car  il  faut  bien  remarquer  que  z  ne  doit  pas  être  sup- 
posé constant  dans  la  première  ,n\  jr  dans  la  seconde  ; 
mais  on  peut  encore  transformer  l'équation  (3)  en  une 
autre  qui  soit  une  différentielle  exacte  de  la  forme 
dN=ip'iM)àM ,  pourvu  qu'en  regarde  les  fonctions 
ilf  et  iV  comme  contenant  à  la  fois  les  trois  variabUs. 


1 
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Dam  c«t  état  de  eboM»,  l'^qattiMi 

se  développe  en 


qui  doit  ^'accorder  utec  Véquatiôn  (3).  Tirant  de  Tune 
et  deTaotre  la  ▼aleur  de  dz^  et  ^lant  les  coefficiens 
des  diffërentieUes  ^jr  et  àx  (33g)^  on  trouve 

^^dïV       ,,„,dM'        P     "^diV       ,,„,  dlf 

di-»(^î-3J  di-»'^*'^-dJ 


La  première  de  ees  ëqikâtioin  laiêse  arbitraire  la 
fonctioa  ^{M) ,  puisque  q  est  indéterminé  \  mais  en  le 
chassant  de  la  seconde  équation ,  on  change  celle-ci  en 


^ 


et  coifune  il  y  a  deux  fonecions  inconnues  Jlf  et  iV^  on 
pourra  partager  cette  dernière  équation  en  deux  au* 
très ,  en  égalant  séparément  à  zéro  la  partie  qui  est 
maltiplîée  par  ^(M).  On  aura  de  cette  manière 

.àM  ,QàM  .  RàM 

6N     QàN     RAN  __ 
'S^'^'Plf'^Pàz  ~*' 

or,  d'après  ce  «pi'on  a  tu  dans  le  n*  Sa i,  les  équations 
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ci-de88U8  établissent  que  AT  sa,  A^=6  sont  les  inté- 
grales du  système  d'e'quations  différentielles 

djr  —  ^dx^o,     dx  — pd«  =  o, 

qui  reTient  à 

Pdjr—Qàx=zOj     Pd»— iMa:s=o     (4): 

c'est  donc  à  Tintégration  de  ce  système  que  se  réduit 
ici  la  détermination  des  fonctions  Hf  et  N. 
Prenons  pour  exemple  l'équation 

on  en  tire  d'abord 

xdjr — zàx=s0^     xiz+jrdx=zo     (4'), 

équatioafi  dont  aucune  n'est  intégrable  en  particulier  ; 
mais  y  contme  l'a  remarqué  Monge  y  il  n'est  pas  néces- 
saire de  descendre  jusqu'au  second  ordre  pour  en  dé- 
duire des  différentieUes  exactes  :  il  suffit  d'éliminer  dr, 
ce  qui  donne 

jrdjr  4-  zdx  =  o     et    jr*+z*  =  a. 

Prenant  dans  cette  dernière  la  valeur  de\^,  'on  change 
la  deuxième  des  équations  (4')  en 

■ 

xàz+dxy^a — X*  =  o,     ou  | =  o, 


I/J3 


s 


•  X 


dont  l'intégrale  est 


arcTsin  =  — t=  J  +  l*  =  1*  ; 


DS  CALCUL   INTioBAL.  627 

remeUant  pour  a  sa  yaleur,  et  passant  aux  nombres , 
t>n  obtient 

arc  (•ïn  =    ^J )      •> 

^        y/y*  +  «•'' 

d'où  l'on  conclut 

arc  (  lia  t=      .  ■  *   "^J 

pour  l'intégrale  de  l'équation  différentielle  partielle 
proposée. 

348.  On  facilite  beaucoup ,  dans  un  grand  nombre 
de  cas ,  Tintégration  des  équations  différentielles  par<- 
tielles  du  premier  ordre,  à  trois  variables,  en  lès 
partageant  en  deux  autres ,  par  introduction  d'une 
quantité  indéterminée ,  ainsi  qu'on  Ta  le  voir  dans 
Texemple  suivant. 

Soit  l'équation  ((p,  x):=F{qf  jr)  ;  si  l'on  fait 
f{pj  :r)=#,  onaura  est  même  temps  F  (g,  ^)sss#,  et 
l'on  en  tirera  les  équations 

f  et  F^  étant  des  fonctions  déduites  de  celles  que  dési- 
gnent f  et  F.  L'équation  àz^spdx+qdjr^  deviendra 

dsBS  àxtjim.x)  +  d/^F>,  jr)  ; 

mais  si  Von  représente  les  intégrales 

prises  en  n'ayant  égard  qu'aux  variables  xeijr,  par 
PetQy  ces  dernières  quantités  étant  aussi  des  fonc- 
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iioni  de  #1  H  Yiendra 

•^''^^  ' '1=  S ''* = '•^  -  5;  ^^  • 

et  par  conséquent 

Cette  dernière  équation  ne  peut  devenir  diiFérenlielle 
exacte  y  que  par  la  supposition  de 

d#^d#     ^^'' 
d'où  fl  toit 

on  aura  done 

■ 

équations  entre  lesquelles  il  Caudra  éliminer  m ,  lorsque 
la  fonction  atbitAtte  f  («)  Sera  déterminée. 
Il  suffit  souvent  de  substituer  dans  l'équation 

la  valeur  de  />  Ou  4e  f  »  tirtfeimmédiatemdBt  de  la  pro- 
posée, et  d'intégrer  ensuite  par  parties.  Lorsqu'on  a, 
par  exemple,  pz=((q)  (161),  il  vient 

A»»dkf(y)  +  9d:r; 

on  trouve 
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«t  comme  rintëgration  indiquée  ne  peut  s^effectner 
tju'cn  posant  xt  {q)  +  j*  =  ç\q) ,  il  en  re'sulle 

z  +  f  (y)  =  :r%)  +  qj ,     ^'(y)  =  x{\q)  +  ^  C). . 

De  r intégration  des  équations,  cUffërentieUes 
partielles  des  ordres  supérieurs  au  premier . 

349*  Au  second  ordre,  les  coefficiens  dîfTe'renliels 
'sont  au  nombre  de  trois  pour  une  fonction  de  deux 


f*^)  Monge  a  lié,  paf  des  contidérations.  très  ingenieascs ,  Finté- 
graiîon  des  équations  differeotielles  partielles  ayec  la  gënération  des 
«orfaces.  {F'ofet  sa  Géométrie  analytique.)  L'analogie  des  deux 
sujets  se  montre  aossi  parles  formes  d'intégrales  snr  lesquelles  nous 
sommes  tombés  dans  ce  qai  précède.  LVqoation  iV=sf(ilf  )  (347)  se 
rapporte  au  mode  de  génération  indiqué  dans  le  n^  i  ji^  jRfsaa, 
iV=^A)  =s^,  sont  les  équations  des  lignes  dont  se  composent  les 
smfaces  correspondantes  à  réquation  différentivlle  partielle  prô^* 
posée,  et  qvt  se  succèdent  suivant  la  loi  exprimée  par  la  forme  de 
la  fonction  f .  • 

La  seconde  forme  dHntégrale  obtenue  dans  le  n*  précédent, 
répond  au  mode  assigné  dans  le  n«  169 ,  pour  la  génération  des 
surfaces  développables ,  auxquelles  ae  rapporte  le  second  enniple 
p  1SZ  f(^}.  L'intégrale  étant  alors  exprimée  par  deux  équAtiolia  de 
la  forme 

représente  les  Intersections  sucoesbives  d'une  suite  de  surface  tirées 
de  l'équation  /^=o,  par  la  Tariation  de  la  quantité  »,  et  appar- 
tient par  conséquent  à  la  limite  de  tontes  cas  intersections  :  cette 
limite  est  donc  formée  de  lignes  dont  la  nature  est  donnée  par  les 
deux  équations  qui  composent  l'intégrale,  lorsqu'on  a  particularisé 
la  fonction  arbitraire.  Monge  nomme  ces  lignes  caractéristiques, 
et  appelle  surfaces  enveloppef,  celles  qui  résultent  du  système 
d'équations  considéré  en  dernier  lieu. 

Cale,  intégr.,  5<  édition..  34 
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Taiiables ,  et  une  équation  difFërentielle  partielle  du 
même  ordre  exprime  en  général  une  relation  entre  les 
variables  indépendantes ,  la  fonction  cherchée  et  ses 
coçfficiens  différentiels  «  tant  du  second  ordre  que  du 
premier.  Dans  un  ordre  quelconque,  cette  relation 
peut  embrasser,  avec  les  variables ,  tous  les  coe£Sciens 
différentiels  depuis  le  premier  ordre  jusqu'à  celui  de 
Féquation  inclusivement.  J'en  rapporterai  d'abord 
quelques-unes  qui  s'abaissent  à  des  ordres  inférieurs. 

.1®.  Tonte  équation  à  trois  variables  qui  est  de  la 
forme 


s^abaisse  sur-le-champ,  de  Tordre  m+n  à  l'ordre  m, 

d*x 
«n  faisant  j-^  =  i^,  parce  qu'elle  se  change  en 

On  y  doit  supposer  alors  jr  constant^  puisque  tons  les 
coçfficiens  différentiels  de  v  qui  s'j  trouvent  sont 
relatifs  à  ^ ,  et  elle  peut  par  conséquent  se  traiter 
comme  n'étant  qu'entre  les  deux  variables  x  et  i^  ; 
mais  il  est  évident  que  pour  donner  à  l'expression 
de  y  toute  la  généralité  dont  elle  est  susceptible,  il 
sera  nécessaire  de  remplacer  les  m  constantes  arbi* 
traires  qu'elle  doit  renfermer,  par  autant  de  fonctions 
arbitraires  de  la  variable  j-/prise  d'abord  pour  cons- 
tante. Ayant  obtenu  v ,  on  remonte  à  z,  par  le  moyen 

d'js 
de  l'équation  ^-^  =3  i»,  dans  laquelle  on  doit  alors 

regarder  :r  comme  constant,  et  qui^  devenant  par  là 


«ne  ^qiia^qii  4e  Tordre  n  enUe  ilevx  farWll^  4«ole- 
ment,  pourra  se  traiter  ainsi  que  les  éqaaUoi^^  de 
ce  genre,  en  observant  néanmoins  de  changer  en  fonc- 
tions arUtn^ires  de  ^r,  les  n  constantes  a^traires 
introduites  par  cette  nouvelle  iptégratioii. 
2^.  Les  équations  de  la  forme 

.-/  dz     i*z  d*«\ 

V*^'''dï'  d?* '^J'^'''' 

./  dz      d*»  d*zV 

f(^^,^,*,  j;^,  5;p, 4r-/=''' 

peuvent  toujours  être  traita  inimédiateinmit ,  comme 
s'il  n'y  entrait  que  deux  yariabUs ,  savoir,  xetz  dans 
la  première,  ^  et  z  dans  la  seconde^  et  après  l'int^a- 
tion,  on  substituera  aux  coMtante^^  da^nsTune,  des 
fonctions  de  jr^  et  dans  l'autre,  des  fonctions  de  x. 
Les  éqnatÎMis  dv  second  ordre, 


dxôjr  ^       djf        ^        àxdjr  ''      àjr 
dans  lesquelles  P  et  Q  ne  contiennent  que  x  et  j-,  se 
rapportent  à  la  première  forme.  Bu  y  fidsant  —  =  (^ , 

la  première -devient  -s-  4»  PpvxQ^  équatbn  du  pre- 

mier  degré  et  du  premier  or^re»  par  rapport  aux 
variables  v  et  /-,  et  dont  l'intégrale  est 

^^e-fP^y  {fef^^yQAr+  C)    (a85). 

dx 
SI  Ton  met  pour  k  sa  valeur  ?- ,  et  qu'on  cbaxige  C 

en  ^x) ,  on  aura 

g«  e-fP'^yifefP'^r  Qdy  +  f(:c)]  ; 

34.. 
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R 

en  intë^iit  cette  fois ,  par  rapport  à  je  et  à  :r  seuls  ^  on 
trouvera 

en  traitant  de  méfne  la  seconde  équation,  on  arri- 
verait à 

Lorsqu'on   aura  P  =  o ,  les  résultats  ci-dessus  se 
réduiront  à     ' 

z  »  fdxfQâjr  +  fàxiKx)  +  Mx)  y 

•  « 

dans  un  cas  »  et  dans  l'autre  à 

z  =  fdjrfQix  +  fâjTfOr)  +4ix); 

mais  comme  la  fonction  ç  est  arbitraire»  oft  écrira 
simplement 

z  ^fàxfÇàjr  +  ,f{x)  +  Mj) , 

J'observerai  que  ces  derniers  cas  ne  dépendent,  que  de 
Tintégration  des  fonctions  d'une  seule  variable,  et  ont 
été' traités  sous  ce  point  de  vue ,  dans  le  n^  27 1 . 

On  a  des  exemples  de  la  seconde  forme  générale 
dans  les  deux  équations 

d*-  ^  ^  d:c  -  ^^  •     djr*^/^df~^' 

la  première  doit  être  traitée  comme  une  équation  du 
second  ordre ,  entre  les  variables  x  et  z  ;  les  cons- 
tantes arbitraires  dues  à  son  intégration  seront  des 
fonctions  de  ^  :  on  opérera  de  la  même  manière  sur  la 
deuxième j  par  rapport. aux  variables^  et  z,  et  ou 
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changera  les  constantes  arbitraires'  en  fonctrons  de  a:. 
Pour  ne  donner  que  le  cas  le  plus  simple  ^  je  réduirai 
les  équations  proposées  à 

et  Je  supposerai  que  Q  ne  contienne  que  x  et  ^  ^  les 
formules  du  n*  a4i  donneront  immédiatement 

z=fdxfQdx+Cx+C%    z=/dyfQdjr+Cjr+C', 

d'où  Ton  conclura 

z=fdxfQdx+x^)+4Cj')j  t^fdxfQir+J'f(^)+4(^)^ 

35o.  Dans  le  second  ordre,  je  considérerai  seulemeBl> 
les  équations  où  tous  les  coefficiens  différentiels  de 
cet  ordre  ne  sont  qu'au  premier  degré  ;  et  pour  sim- 
plifier les  calculs ,  je  ferai  usage  des  dénominations 
suivantes  : 

dMsspdx    +qdjrj 

êp:=rdx     +  êdjTy       dy  =  rfir  +  <d  j-, 

d** = dpdx  +  dqdjr  =  r&x^  -f-  ^dxdjr  +  tdy , 

déjà  employées  dans  le  n^  i44* 

L'équation  di£Pérentielle  partielle  du  second  ordre 
et  à  trois  variables  y  considérée  dans  le  cas  général , 
ne  peut  donner  que  l'expression  de  l'uâ  des  coefii- 
ciens  r,  ^,  /,  en  fonction  des  deux  autres  et  des  quan- 
tités/? ^qjXj  j'yZfCe  qui  ne  suffit  pas  pour  déterminer 
tes  différentielles  dp  et  dq.  On  peut  aussi,  au  moyen 
de  ces  différentielles ,  éliminer  de  l'équation  proposée, 
deux  des  trois  coefficiens  r,  j,  <,  et  le  résultat  sera  la 
relation  que  cette  équation  suppose  entre  dp  et  d^  ;. 
c'est  ce  procédé  que  Monge  a  suivi. 
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Je  ràj^ptiquelrâi  à  l'i^iiftfiM 

Rr  +  Ss  +  Tt^r, 

où  je  sapposerai  qae  les  qnantitéi  A,  Sy  T  ti  F 
lenfenneiit,  d^one  manière  ({Uelcoitqaei  t^  jr^  z^p 
et  q.  En  y  subsiitoant  les  faleun  de  r  et  de  i  »  Urées 
des  équations 

dp  ss  ràx  +  sày,    àq  sss  sdx  ^  tàjr^ 
et  qui  sont 

àp-^sàr  dcr— *d:t 

ontrottTe 
Ràp^+Tdqàx^Fdx^=:is{RHy^SdxàX'¥Tdx') , 

équation  dont  il  semble  qu'il  ftiudrait  ifiti^[Mr  êi^^ 
rément  les  deux  membres ,  à  cause  du  coefficient  diJEi- 
rentiel  indéterminé  s^  qui  multiplie  le  second;  mais 
id,  comme  dans  le  n*  347«  tt  suffit  de  parvenir  à  donc 
équations  primitives  MxaafNsch,  qui  satisfittsent 
en  même  temps  aux  équations 

Râpix  +  TVifdjr-*^  /^djsdjr  a=x  o, 
Ad/"*  -^Sàsàr  +  Tda^     m  o ; 

rintégrale  de  la  proposée  seila  encore  i>r= f  ( Jf  ). 

Pour  le  démontrer,  je  transforme  d'abord  les  équa-* 
tions  précédentes  en  d'autres  où  les  diffifrentietles  ne 
moàtent  qu'au  premier  degré,  et  pour  cela  je  £iis 
dj^=:mda:.  La  seconde  de  ces  équations,  devenant ^ 
après  la  substitution , 

Rm*  —  «9m  «f  Tte  o {ji)y 
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ctétermioe  là  quantité  m  ;  mettant  ensuite  pour  àjr  sa 
valeur  dans  Ràpdjr+Tdqdx —  Fdxiljr  s=  o ,  on  aura 
pour  chacune  des  valeurs  dont  m  est  susceptible ,  ua 
système  d'équations  de  la  forme 

ijr  ~- mdx  a=  o  \ 
Rmip  +  TAq  —  VmAx  =  o  |     ^'' 

auquel  il  faudra  joindre  l'équation 

qtû  exprime  la  reUtion  qu'ont  avec  la  fonction  s,  les^ 
coefficiens  p  et  q. 

Cela  posé,  n  ks  équations  iltf=: a,  N^tb  satisfont 
aux  équations  (i) ,  et  que  dans  leurs  différentielles 

diV,     .àN.     ,dN,    ,  AN  ,     ,dN. 

■Zi^+îyi:r+-^à'  +  -j^àp+^àq=.0, 

on  mette  au  lieu  de  djz  sa  valeur /^dor -4- ^^^  et  au 
lieu  de  djr  et  de  dq ,  celle»  que  donnent  les  éqiia^ 
lions  (1)9  les  résultantes 

(dï+'"d7+^^+s^'^>'aF+-T^d7;^^ 

.  /dif      Rm  dM\  , 

.  MN      RmdN\  , 

devront  être  identiques,  chacune  en  particulier,  et  se 
partager  par  conséquent  dans  les  suivantes  r 
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AM      BmàM  _ 
àp        T  dj  ~**' 

dJT  ^fl»»dy_ 

d/»      r  Aq  ■"** 

L'^qù&tion  N=:f{M)  étant  diffiérendée  ,  donne 

•    dJV=:  f  (af)dilf  ^ . 
ou 

-g^dx+^d^+^ds+jj^dp+j-dy» 
ç'{M)  }^-.Ax+-^Ay^-^Az^.-^Ap^-^dqY, 
81  Ton  substitue ,  dans  celte  dernière  ^  les  valeurs  de 

» 

AM     AM     AN     AN 
dx'     Ap'     Ax'    Ap' 

prises  dans  les  quatre  précédentes ,  et  qu'on  change  At. 
enpAx  +  çiXf  ^^  obtiendra 


(f+''l)<4— ^> 


+ 1  i^  (  RmAp  +  TAq  -  FmAxà , 

ce  qui  rerient  à 

RmAp  +  TAq  —  FmAx  s  »{Aj-  —  mdr)^ 
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eniaiaant 

Si  Ton  remet  rdr  +  *4f  «^  'àx  +  i4f ,  pour  dp  cr  dy , 
et  que  r<m  égale  à  zéro  ce  qui  multiplie  chacune  de» 
différentielles  indépendantes  dx  et  d^,  on  obtiendra 

puis  en  tirant  de  ces  équations  les  valeurs  des  coeffi- 
clens  différentiels  r  et  / ,  pour  les  substituer  dans  la 
proposée ,  elle  deviendra ,  après  les  réductions, 

s(Rm^  —  5m  +  r)  =0, 

et  y  en  vertu  de  Téquation  (jf^y  elle  sera  satisfaite  in- 
dépendamment des  quantités  «  et  s. 

Le  théorème  démontré  ci-dessus  j  ainsi  que  ses  ana- 
logues dans  les  ordres  supérieurs ,  n'a  pas  la  même . 
généralité  que  celui  du  n^  347  >  ^^  ^^  ^^^^  ^^^^  '^ 
marquer  que  les  équations  (i)  peuvent  renfermer  à  la 
fois  les  cinq  variables  x^  jr^  Zj  p  et  q,  çt  qu'en  y 
joignant  même  l'équation  dxs/7d:r«f  jd^,  on  ne  sau- 
rait parvenir ,  par  l'élimination ,  qu'à  une  résultante 
contenant  trois  variables ,  laquelle  par  conséquent 
ne  pourrait  dériver  d'une  seule  équation  primitive , 
que  sous  certaines  conditions  (SSg).  On  Se  trom- 
perait néanmoins  si  l'on  concluait  de  là  que  quand  les 
conditions'dont  on  vient  de  parler  ne  sont  pas  rem- 
plies, l'équation  différentielle  piartielle  proposée  ne 
peut  elle-même  dériver  d'une  seule  équation  primi- 
tive ;  mais  pour  parvenir  à  son  intégrale ,  il  faut  avoir 
recours  à  d'autres  procédés,  et  le  plus  souvent  on  n'ar- 


t^-. 
f^ 
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rive  qu'à  im  développement  en  série ,  comine  on  le 
verra  plus  loin  (SSsi  353). 
35.1 .  Soit ,  pour  exemple ,  rëquaiion 

dans  laquelle  A^  B  et  C  sont  constans ,  et  ^esl  une 
fonction  de  x  et  de  jr-  L'équaiton  (A)  devient  pour 
ce  cas  Am^ -^  Bm^^Cmm \ ses  racines ,  qoe  je  dési- 
gnerai par  m'  et  m"^  étant  constantes,  fournissent 
deux  systèmes  d'équations  (i)  qui  donnent,  par  Tin- 
tégration, 

Am'p-^^Cq^nifrix^b   \' 

j  —  nfx  r=ï  û'  î 

et  ^  l'intégrale /^do:  ne  dépend  que  d'une  seale 
variable,  parce  qu'on  peut  chasser  j  de  V^  au  moyen 
de  sa  valeur  prise  dans  la  première  équation  de  chaque 
système  :  on  a  dope  en  même  ten^  les  deux  inté- 
grales premières  de  la  proposée, 

Anip  4.  Cy  —  m'fFAx  =:  ^{jr  —  m'x) , 
Am'^p  ^  Cq^^mTfFix  =40"—  m'x);    ' 

et  en  intégrant  l'une  quelconque  de  ces  équations ,  Ofr 
arrive  à  Tintégrale  seconde. 
Si  l'on  prend  k  première ,  par  exemple ,  eHe  donne 


on  peut ,  pour  simplifier,  metù*e  m"  au  lieu  de  -trrr» 


C 
Am 

puisqu'on  vertu  de  l'équalion  (A) ,  m' m"  :=;  —  ;  et  en 
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sttbstiHiattt  dans  cL»=3 pdar  -^  qiy ,  on  troareva 

les  tfqiUktions  à  int^gtef  (347}  œrotit  dont 

d  j^  —  ifi'dx  ^  o ,     dj5 — — /f^dr— djflpO^— m'jr)=o. 

On  tire  de  Tune,  j*—- m'xso'y  ce  qai  change  Tantre 
en 

dz  —  ^/Fâx  *-  daP^iCa"  4.  (m*  —  mV3=  o  ; 

mais  le  demiet  tenne  de  cette  équation  peut  être  mis 
sous  la  fome 

(m"  — .  Jfs')dj5f '[«r  +  (fnf''^  ifi>3 , 

paveè  qne  h,  fonctiott  f  est  arbitraire  ;  et  Pon  foit 
ahNTS  que  TinU^fiale  de  ce  terme  est  ^[^«'^-(iii'^^tmO^], 
^  désignant  une  nouyelle  fonction  arbitraire  di^n- 
dânte  de  ^.  Par  ce  moyen ,  Téquation  précédente  s'in- 
t^re  et  donne 

lorsqu'on  remet  pour  tt  sa  yaleur.  Il  faut  bien  re-» 
marquer  que  poor  ohXetAtfdxfF'Ax^  on  doit  intégrer 
une  première  fois  par  rapport  à  x  »  en  substituant  au 
lieu  de  j-  sa  valeur ,  tirée  de  Téquation  jr  —  m'x  £=  a , 
comme  il  a  été  dit  plus  haut  ;  mais  lorsqu'on  sera  par- 
venu au  résultat ,  on  remettra  au  lieu  de  a  sa  valeur 
jr  -—  m'x ,  et  avant  d'effectuer  là  seconde  intention , 
on  changera  j^  en  «^  4"  ^"^  j  ^^^  ^^  l'exige  Véqua- 
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lionjr— m'x:=:tf'^  tronyée  en  dernier  lieu.  En  gé- 
néral,  quand  on  aura  plusieurs  de  ces  int^rations 
successives  à  effectuer,  on  ne  pourta  jamais  employer 
à  leur  simplification  que  les  équations  qui  doivent  avoir 
lieu  en  même  temps.  Avec  ces  attentions ,  Flnt^[rale 
seconde  de  Te'quation  proposée  ,  Ar  -j^  Bs  +  Ct=: V^ 
sera 

Si  Ton  avait  ^==i|  ^cso,  C=— c*etf^=o,  ce 
qui  changerait  Téquation  proposée  en 

r_c-l  =  o,     ou     _=c^j|^(*), 
rintégrale  deviendrait 

J8=^(^  —  ex)  +  +Cr  +  *?*)• 

3fta.  Non^seulemerit  la  méthode  précédente  n'em- 
brasse pas  touA  les  cas  de  Tëquation  du  premier  degré 
et  du  second  ordre 

« 

lors  même  qu'on  y  suppose  constans  les  coe£Gcien8  du 
premier  membre  i  mais  elle  échoue  sur  l'équation  très 
simple 

d*s  dz 

'•  =  ?•     ^«     d?  =  d7-' 

qu'elle  fait  dépendre  de  l'intégration  des  équation» 
simultanées 

djrzsiOf     àp — ^dx=:o     (35o); 

■'■■■'■  ™  -     .  ■  M         ■  -         .     ,  .  I  ■■■  I        I  ■ 

{*)  Cette  équation  est  celle  des  cordes  tibranits. 


car ,  la  seconde,  qui  renferme  trois  variables ,  /y,  qet 
X  y  lie  saurait  devenir  une  différentielle  exacte  (Sâg). 

Il  ne  fiiQt  pourtant  pas  conclure  de  là  que  Téquation 
diifêrentielle  partielle  proposée  ne  puisse  pas  êtxe  inté- 
grée 9  et  même  d'Une  manière  très  générale.  Si  d'abord 
Ton  y  fait  2 =^e'"'^"/,  ies  lettres  Aymein  désignant 
des  constantes  indéterminées,  le  coefficient  jf  et  l'ex- 
ponentielle disparaîtront ,  et  il  ne  restera  que  Téqua* 
tion  à  deux  inconnues 

lîi*  =71, 

à  laquelle  on  pourra  satisfaire  d'une  infinité  de  ma- 
nières. Si  Ton  se  donne  m  >  on  en  déduite  l'expression 

qui  vérifie  l'équation  proposée ,  quelles  que  soientles 
valeurs  de  ^  et  de  m  :  si  donc  on  prend  pour  ces  quan- 
tités une  suite  infinie  de  valeurs 

'^if  ^t9  '-'a»  "•*>  -'s)  Wj,  etc., 

on  trouvera  autant  d'expressions  ,  dont  la  sonune  sa*- 
tisfera  encore  à  la  proposée  (809) ,  en  sorte  qu'on  aura 

+  ^,e'"''.-*^«»"^-f-etc.,  * 

série  à  laquelle  on  pourra  donner  autant  de  termes 
qu'on  voudra. 

Si  Ton  avait  pris  m  pour  inconnue ,  il   en  serait 
résulté 


m 


:=z±\/n    et    2=^e=*^V»+'^, 


d'où  l'oQ  aurait  pu  déduire  pour  z  deux  séries  diffé- 
rentes en  apparence ,  savoir,  * 
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%  «  ^c«W«^r  4-  ^.c*V^+»«r  +  etc., 


mais  ets  rësultats  pe  tout  pas  plus  généraux  que  le 
premîeri  puisqu'on  peut  donner  k  Twàe$  valeurs  n^a- 
tives  aussi  bien  que  des  yaleurs  posîthres. 

353,  Laplace  avait  cru  d'abord  qaç  Véquation 
proposée  ne  pouvait  admettre  de  fonctions  arbitraires 
dans  son  intégrale  ;  M.  Paoli  a  le  premier  reconnu  le 
contraire ,  lorsque  cette  intégrale  était  développée  en 
série,  suivaùl  les  puissances  de  j*.  En  ^^t,  ai  Ton 
pose 

z^  P  -^  Qjr  -k-  Rjr-  +  Sj^  +  etc., 

P,  Q^RfSf  etc.  désignant  des  fonctions  de  :r ,  on  aura 

^=s   Q  +»njr   +  3Sjr'  +  etc., 
d'où  Von  conclura 

0=,îf      fl-ié:2^i§l£    etc. 

et  comme  rien  ne  détermine  P ,  on  peut  le  supposer 
égal  à  une  fonction  arbitndre  de  jt  :  on  aura  ainsi 

z  =  ç(jp)  +  ^V)  7  +  P''(^)  -^  +  etc., 
où 

Si  l'on  déveipppait  l'intégrale  suivant  les  puissances 
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de  X ,  en  posant 

,z  =  P+Qx'^Rx^^Sx^  + etc.  y 

PjQj  Af  Sf  etc.  9  désignant  alors  des  fonctions  de  j', 
les  deux  premiers  coefficiens  Py  Q^  resteraient  iodé- 
terminés  y  et  Ton  pourrait  par  conséquent  introduire 
dans  l'expression  de  z^' deux  fonctions  arbitraires  ; 
mais  M.  Poisson  a  montré  qoe  ce  second  résultat  n'é- 
tait pas  plus  général  que  le  premier,  et  que  la  même 
circonstance  s'offrait  dans  tonte  équation  qui  ne  con- 
tenait pas  en  même  temps  les  deux  coefficiens  diffé- 
rentiels de  son  ordre ,  pris  par  rapport  à  x  seul  et  à 
jr  seul  (*). 

354*  Ce  qui  précède  suffit  pour  prouver  qu'on  ne 
doit  pas  établir  une  analogie  complète  entre  les  fonc- 
tions arbitraires  qui  entrent  dans  les  intégrales  des 
équations  différentielles  partielles ,  et  les  constantes 
des  intégrales  des  équations  différentielles  ordi- 
naires (7.g8).  Le  npmbre  des  premières,  n'est  pas  toun 
jours  égal  à  l'exposant  de  l'ordre  de  l'équation  diffé* 
rentielle  partielle  proposée. 

Cette  remarque  peut  se  faire  directement  sur  l'éli* 
mination  des  fonctions  arbitraires  »  entre  les  équations 
primitives  et  leurs  différentielles  partielles  (i4o}  i  car 
soit  uz=zOj  une  équation  contenant,  avec  les  varia- 
bles X ,  jyZy  deux  fonctions  arbitraires  ^{s\^  4(0  ^^ 
quantités  ^  et  <  données  tnx,  jTy  z\  si  Yon  passe  au^ 
différentielles  premières  et  secondes^  suivani  ce  qui  a 
été  prescrit  dans  le  n®  137,  on  trouvera  cinq  nou- 
velles équations,  savoir. 


(*}  f^cycz  le  Tnitë  iii-4«,  t.  II,  page  GSq. 
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du  du 

dï  =  **'      5?    ="' 

à'u  d*«     i'u  

et  l'on  aura  introduit  les  quatre  fonctions 

■7J7.-  =  ^W.  •-dF-  =  '^('^- 

on  aura  donc  à  éliminer  six  fonctions  inconnues,  c'est- 
à-dire  autant  qu'on  a  d'équations ,  ce  qui  ne  pourra 
se  faire  que  dans  le  cas  où,  par  la  forme  particulière 
de  Tëquation  usso,  deux  de  ces  fonctions  disparaî- 
tront en  même  temps. 

355.  Les  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  les 
intégrales  des  équations  différentielles  partielles ,  se 
déterminent,  en  supposant  que  la  fonction  z  prenne  des 
formes  particulières,  lorsqu'on  assigne  des  relations 
entre  les  variables  jr  et  x»  Voici  deux  exemples  de 
cette  détermination  ,  dans  les  cas  les  plus  simples. 

1®.  Si  Ton  a  i^zMf(F'),  Met  f^désignant  des  fon^ 
lions  données  en  x^jr  et  z,  et  qu'on  veuille  déterminer 
la  fonction  représentée  par  la  caractéristique  ç ,  de  ma- 
nière qu'en  posant  F(ar,  j*,  js)  =  o,  on  ait  en  même 
temps  f(a:,  j^,  z)  =:  o  >  les  caractéristiques  F  et  f  dé- 
signant des  fonctions  connues ,  on  Aîra  f^z=,  t ,  et  l'on 
comiainél'a  les  trois  équations 

r=  t,     F(a:,  jr,  z)  =  o,     f(.T ,  ^,  «)  =  o, 

pour  en  tirer  des  valeurs  de  x ,  j^  et  z  en  f  ;  substi- 
tuant ces  valeurs  dans  M  j  qui  deviendra  une  fonc- 
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tion  de  <,  que  je  désigne ^  par  7*,  on  aura 

i=7>(0,     ou    ç>(0  =  -^, 

et  la  fonction  f  sera  par  conséquent  déterminée,  si  Ton 
remet  dans  cette  dernière  équation  pour  t  et  7\  leur 
valeur  en  Xj  jr  et  z. 
a*.  Soit 

comme  il  y  a  deux  fonctiods  à  déterminer^  il  faut  qu'il 
y  ait  deux  conditions  :  on  doit  supposer  que 

F(ap,  ^,  «)  =  o  donne  f(ar,  jr^  z)  =  o, 
et  que 

^{^  7  «Tj  *)  =  o  donne  F{x ,  j- ,  z)  =  o. 
Faisant  toujours  f^ss  t^  et  tirant  des  trois  équations 

r  =  i,     F(x,j-,  z)  =  o,     {(x,jr,z)  =  o, 

les  valeurs  de  a:,  j-,  z  en  / ,  on  changera  M,  Nen 
fonctions  de  /;  et  désignant  par  T  et  ^  ces  fonctions, 
on  aura 

i=T^(t)  +  ei(t) (1). 

On  combinera  ensuite  les  équations 

r=ty    F'(ar,j^,z)  =  o,     r(x,/,z)  =  o, 

pour  en  déduire  des  valeurs  àe  x,  jr^  zen  t^  afin  de 
transformer  encore  iKf  et  JV  en  fonctions  de  cette 
seule  variable  ;  et  si  les  résultats  sont  représentés 
par  7^  et  i^,  il  viendra 

i  =  r>(i)  +  ^4(/) (2). 

Cale,  mtégr. ,  5*  édition.  35 
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Au  moyen  4^  éqvat^Q^  (0  eH%)  on  cUleroûnen  ki 
fonctions  ^  et  4  en  /,  puis  on  remettra  à  la  place  de  f 
sa  Taleur/^(*). 

De  la  méthode  des  variations. 

Recherche  de  la  variation  étunefanedon  quelcùnfue. 

m 

356.  Toutes  les  applications  da  Calcul  différentiel 

Srésentées  précédemment ,  .supposent  que  U  dépen- 
ance  des  yariables  demeure  constamment  la  même 
dans  le  conrs  de  la  question  ;  mais  il  y  a  divers  genres 
de  problèmes  pour  lesquels  il  iau|  eonçermr  que  cette 
dépendance  change  :  en  voici  un  exemple.  Quand  F 
désigne  une  fonction  contenant  x,  j-  et  les  coefficiens 
différentiels  de  jr^  Hnt^grale  /Pdx  est  susceptiblei 
entre  les  mêmes  valeurs  de  Xf  d'une  infinité  de  va- 
leurs qpi  dépendent  de  la  relation  établie  entre  x 
et  ^;  en  sorte  qu'on  peut  demander  quelle  est,  parmi 
toutes  les  relations  possibles ,  celle  qui  fait  prendre  à 
rinfégf^le  fFdx ,  çQtre  les  limites  données ,  la  plus 
grançle  p^  la  plus  petite  valeur.  L'înt^pmle  fVàx^ 
lorsqu'on  ne  particularise  pas  la  relation  de  j>-  ii  z^ 
exprimant  la  mesure  d'uiie  piropriéié  commune  à 
toutes  les  courbes,  on  demande  alors  pour  quelle 
courbe  cette  propriété  est  un  maximum  on  un  mini^ 
no.  6i.  mum.  Il  <^t  visible  que  si  CE^Jig.  6i ,  repi^sente 


{*)  La  dëterminaticHi  an  |piicUpn«  arbiirPtrM  rarmt  k  Um 
puiser  par  des  courbes  données,  les  sorfacçs  qui  rtprê^ntent  Içs 
«^qaattons  proposées  j  et  ces  courbes  penTcnt  être  conlinnes  ou  dis- 
conÛDoes ,  ainsi  que  les  fonctions  elles-mêmes.  Si  les  fonctions  ^ 
et  4  dépendaient  de  quantités  différentes,  on  ne  pourrait  plus 
procéder  comme  ci- dessus,  {f^oyez  le  Traité  înwf^»,  t.  III,  p.  9I&) 


C6tte  coai^,  il  faodim  qw  pour  tonte  avirei  yi» 
rin^iprala  /Fdj?  ait  une  ? aleor  plat  petite  dans  le 
pnanier  cas,  et  plus  grande  dant  le  teeend.  Pour 
satisCaire  à  cette  con^tion,  la  prenaiète  diofe  à  diei^ 
cber  est  la  différence  qu'on  chan|^einent  quelconque 
dans  la  relation  de  ^  à  a: ,  ou  dans  la  nature  de  la 
courbe  qui  représente  cette  relation ,  produit  sur 
rintégrale  ff^dx.  Ce  changement  s'exprime  en  faisant 
yarier  jr  indépendamment  de  x;  car  lorsque  Von 
considère  deux  courbes  CE  et  yi  >  la  même  abscisse  AP 
répond  à  deux  ordonnées  PU  et  P^,  et  leur  diffé- 
rence Stf*  doit  être  distinguée  des  différences«ilf'i{ 
et  f/f^  qui  ont  lieu  entre  deux  ordonnées  consécutiyes 
prises  sur  la  même  courbe. 

Lagrange ,  qui  marqua  le  conamencement  de  sa  c^r^ 
rière  par  la  découverte  du  Calcul  des  variationSf  ett 
a  fait  aussi  k  la  mécanique  une  iqpplication  de  la  plus 
haute  importance  y  dont  on  saisira  facilement  le  but, 
si  Ton  obserre  qu'on  peut  considérer  les  coordonnées 
des  différens  points  d'un  corps  qui  se  meut,  soit  pour 
comparer  au  même  instant  deux  points  de  ce  corps, 
soit  pour  comparer  deux  positions  consécutives  du 
même.point.  Dans  Ton  de  ces  cas ^  il  n'y  a  entre  les 
coordonnées  I  de  dépendance  que  celle  qui  résulte 
des  surfaces  qui  terminent  le  corps;  dans  l'autre,  les 
coordonnées  changientsuiyant  les  conditiont  du.  mou- 
vement établi  y  et  avec  une  variable  nouvelle  qui  est  la 
mesure  du  temps  :  voilà  donc  encore  deux  manières 
de  faire  varier  les  mêmes  quantités ,  qull  est  àf  ropos 
de  marquer  par  des  signes  distincts.  Celle  de  ces 
manières  qui  succède  à  l'autre ,  CQlxstituele  Calcul  des 
JP^ariatîons ,  dont  on  ne  peut  embrasser  les  divers 
usages  qu'en  le  regardant  romme  t^antjumr  but  de 
sous  vu  nou^feau  point  de  vue ,  des  quanr- 

35.. 
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tUés  qui  ont  déjà  éié  diffëreniiées  sous  un  autres  on 
établit  ensuite  dans  le  second  mode  de  difierentîatîon , 
rhypolhèse  convenable  à  la  nature  des  questions 
qu'on  se  propose  de  résoudre  (^. 

357.  C'est  par  la  caractéristique  ^  que  Lagrange 
désigne  la  nouvelle  difFérentiation ,  et  cet  usage  a  été 
adopté.  Pour  ne  pas  sortir  des  limites  de  mon  sujet, 
je  me  bornerai  à  développer  les  principes  de  l'appli- 
cation du  calcul  des  variations  aux  questions  géomé- 
triques. 

Dans  ces  questions ,  la  caractéristique  d  s'emploie 
pour*le  passage  d'un  point  à  un  autre  sur  la  même 
courbe ,  et  la  caractéristique  t"  est  appliquée  au  chan- 
gement   de  courbe   :    ainsi   M'R   étant   représenté 
^  I     par  dj^  (Et)  ^  J/^  sera  ^r;  et  il  suit  delà  que 

En  passant  du  point  Jlf  au  point^'',  puis  tirant  /kt 
parallèle  à  MM\  on  verra  que 

fi'r  z=  /f  ^  M'R  =:  à.Pf^  —  d.PM 

est  le  changement  de  d^,  d'une  courbe  à  l'autre ,  et 
Ton  aura 

P>'  =  P;i.+pr+yr=j^+*j^+dr+Wjr 

mab  il  point  fé  étant  consécutif  au  point  /*,  sur  la 
courbe  yt ,  on  aura  aussi 

PV=r+^^+dCr+^r)=j'+*r+^j'+d//, 


<(*)  F'ojrez  kl  Mécanique  analytique ,  a*  cdit. ,  p.  80  do  1. 1. 


%i  la  comparaison  de  ces  deux  expreasions  donnam 

La  même  chose  peut  aussi  sq  prouyer  sans  la  consi  1 
aération  des  courbes ,  en  représentant  par  p(x)  Vétat 
primitif  de  jr,  et  par  une  autre  fonction  4(x}  son  état 
après  la  variation  {*).  Alors  tjrs=i^(pe)  -«^  ^:p)  «era 
une  certaine  fonction  àe  x^  et  par  conséquent  une 
fonction  de  j'y  ^  ca^ise  de  la  liaison  primitive  de  ces 
variables  :  désignant  donc  par  «■  cette  dernière  fonc- 
tion f  on  aura 

« 

D'après  cette  loi,  et  faisant  pour  abréger ,  jr+àjsssy^ 


(*)  Afin  de  donner  une  origine  conimnne  anz  fonctions  e  et  4» 

Enl^iV  qfù  f^mpreiia  d'adoptée  et.d'eclaircir  le  calcul  des  variations, 

regardait  la  valeur  primitiTe  de  jr^  00  f(x),  comme  déduite  d^'ane 

antre  fonction,  contenant,  avec  la  variaUeo-,  une  nouvelle  variable  t, 

es  sa  changeant  en  f{x)   lorsque  t  =:  o.   (  JVotn  Comm»  Acad» 

dr 
Petrop,,  t.  XVIf  p.  35.)  Par  ce  moyen ,  y+fy  devient  j^l-  /  et, 

dr 
et  -jetant  pris  dans  Thypothèse de  t.sso,. représente,  tai)t qu'on 

ne  particularise  point  la  cmnpoaîtion  de  ^.  en  t,  une  fouction 
arbitiairft  d^  «•  La,  valeur  générale  de  x  ocrait  exprimée  par  la 
série 

.  dr  d/     .    d«r  Ml»    . 

la  variable  t  étant  supposée  ^gale  II  zéro  dans  x  et  ses  coefficiens 
différentiels  ;  et  en  prenant  les  coefficiens  diffîirentteh  de  cette  série 
par  rapport  à  x,  on  formerait  toutes  le^  quantités  qu*il  faut 
aabstituer  pour  obtenir  l'état  varié  de  Tintégrale  /^dx,  ordonné 
suivant  Ica  puissances  de  d(.  G^est  sous  cette  forme  qoe  Lagrangc, 
dans  la  dernière  édition  de  ses  £eçon«  mr  le  Calcul  des  Fono^ 
l\ons^  présente  celui  des  variations ,  à  Tégard  duquel  il  entre  dans 
beaucoup  de  deuils  très  intcrcssans.  (^o^^es  le  Traité  in-4^,  ^*  ^i. 
page  7a30 


on  «um  paieîUwifDt 

m&ÎB  comme 

il  TÎetidn ,  ea  prenant  les  variations  » 

ce  4^  donne  encore 

/dj^  =  d<r- 

11  ânit  de  là  que  M*j-s=dMj-=sd*#^;  et  en  eonli-^. 
nuantainû,  on  obtiendra  le  théorème  fondamental 

ai  vertu  duquel  an  peut  tramparifirU  canBeêéristiquc  / 
apr^  la  caractéristique  d. 

Fout  donner  plus  de  symétrie  au  talcnl,  ainsi  que 
pour  embrasser  des  ôrconstances  relatives  aus  limites 
des  intégrales  y  et  dont  on  verra  plus  loin  quelques 
ezemplety  on  £gdt  varier  x  aussi  bien  quç  j.  ;  mais  le 
théorème  ci-dessiis  ne  cesse  pas  d'avoir  lieu  pour  oela^ 
parce,  que  la,  loi  delà  variation  étant  constante,  quoi- 
que arl^itraire ,  J^  est  une  fonction  dç  a: ,  de  laquelle  se 
tire  Jf^f^ny  diangeautxen  x^t  il  en  résulte  JNbesadJ^y 
et  pareillement  NlVz^  d^F'f  pour  toute  fonction  f^éé^ 
pendante  de  x ,  de  ^  et  de  leurs  différentielles* 

358.  Il  existe  un  théorème  analogue  par  rapport  au 
signe  /•  En  effet ,  si  Ton  représente  /V  par  Ui  ^^  il 


dV.^U,    pois    Ml/.tts/C/; 

tnùtpotânt  la  caractérittâqw  /  lytfèt  h  èarMlérii- 
tique  dy  et  passant  ensuite  aux  inl^nléa,  cou  tro»* 
▼era  snccessiTement 

puis  remettant  pour  27i  sa  valeur,  on  aura  enfia 

359.  Gela  posé ,  on  voit  quft  pou»  oblâttk  \k  târiâ«* 
tîon  d'une  fonction  quelconque  U  contenant  x^  y 
et  leurs  ditfëreAtielles  des  ordres  querconques,  il  faut 
«apposer  que  x  et  7-  se  changent  respeetivanent  en 
^^^fJ'+^JTf  et  regarder  /«  et /^  comme  dee 
fonctions  arbitnôres  Tune  de  Xj  Faulre  de  ^«  En  ee 
komant  aux  termes  où  les  Tariatiens  Jm  passent  pat 
le  premier  degré  »  Vopération  reyient  à  diffésentier 
par  le  procédé  ordinaire  la  fiMAclion  U^  tant  pir  lap» 
port  kxetkjr^  que  per  rapport  à  lemn  dîIftffêBlîeltes 
considérées  comme  des  Tàriables  distindte»!  junia  en 
BMurquaatpar  la  caractéristique  ^la  demièie  iiSUntk* 
liatioa.  Ileet  visible  en  cffst  que  )  dans  cette  hypolkèee, 
jb»  diffiiientieUes  de 

^f       J'y       dx,       djr,     etc., 
sont 

hpj     /jf,     iéxy     Alj*,    etc» 


K  donc  k  diffArentielle  ordinaire  de  U  est 
du  =  jlfdx  4-  NA'x  +  Pd^x  +  Qd^x  +  etc. 

il  suffira  d^y  changer  le  dernier  d  en  Jh,  et  il  Tiendra. 
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W  =  Mhs  +  NMx  +  Piû'x  4-  QWx  ^  etc. 
+  mtjr  +  llWjr  +  |,Wjr  -f  yJtfJj.  4.  etc. 

Quand  la  fonction  U  iera  sous  la  forme  F'àx ,  F*  ne 
contenant  alors  que 

4r  dp 

on  aura 

et  Ift  Taxiation  de  F'  sera 
^r^ilW^r  +  JV/Jr  +  P^/^+Ç/^+Wr+etc, 

* 

en  obserrant  que  les  quantités/?^  ^^r,  etc.  doivent  y 
itie  regardée^  comme  renfermant  deux  rariables  indé- 
pendantes! X  et  jr  (n^  préeéd'.),  et  que  par  conséquent 
en.  peut  prendre  leur  yariation  dans  deux  hypothèses 
dUFërentes  y  saToir,  en  ne  fiâsant  varier  qu^ine  de  ces 
quantités ,  eu-  en  les  iusant  varier  toutes  les  deux. 
J'iopérerai  ici  sens  ce  dernier  peint  de  vUe,  parce  que, 
comme  !  je  l'ai  déjà  dit,  il  estphis  général ,  et  que 
d'ailleurs  on  en  tire  le»  réstdtats  qui  conviennent  an 
premier,  en  supprimant  les  termes  relaëCi  à  celle  des 
variables  que  Ton  vent  traiter  comme  constante*  Bu 
différentiant  par  la  caractéristique  ^9  les  fractions 

Si  V'^ ^■ï~^~= — â^~' 

àp\       ^  K      àxtip-^ptAm    dip^^qdtx 

iJl1\  on  trouve  { /!7= ,  >    ■ — = — ^— r^ —  • 

dxi  \  dx'        dx 

dg\  |„  dxtdq — dçtûx    di'g-^rà^ 

i—i  f  #r=  ■   V   •*  .  =  '^  I-   — > 

dxj  \  dx*  dx 

ete.  Ole.  > 


et  à  Taide  de  ces  formelles  on  obtient  la  Tariation 
d'une  expression  quelconque,  renfermant  x^  jr  et 
leurs  différentielles  de  quelque  ordre  que  ce  soit. 

d6o.  ï^orsqull  s*9git' d'une  formule  intégrale  fUf 
dans  laquelle  £/est ,  comme  ci'vdessus ,  une  foncdon  de 
X,  j-  et  de  leuVs  différentielles,  on  a  ifU=fiU{ZSS^, 
et  par  le  n**  précédent 

/Wss/X]Ki^+  NMx + />/d*ar  +  QWx  +  etc.) 
+f(rnfy  +  ni^ijr  4-pW'r  +  y  W  V  +  ctè.) 

Cette  expression  n'est  pas  réduite  à  la  forme  la  plus  . 
simple  qu'elle  puisse  avoir  :  il  faut  faire  en  sorte  qu'il 
ne  reste  sous  le  signe  /  aucun  terme  contenant  à  la 
fois  les  earactéristiques  d  et  J^  appliquées  l'une  sur 
l'antre  ;  et  c'est  à  quoi  l'on  parvient ,  en  transposant 
d'aberd  la  caractéristique  ^  après  la  caractéristique  d, 
et  en  tnt^rant  ensuite  par  parties,  comme  on  le  Voit 
ci-dessous^ 

fMix  z=:fMfx, 

fNiÛx=fNàh9=]Shc    -^fdNfx, 

fPNi'xz:^fPd^*x=aPitx  ^fàPàtx  =Pi^x  —dPJar  +/d^P^x, 
fQid^x=fQà^i^x=Qà^tx—fdQà'fx=Qà^ix—dQdfx+/à^Qd*x 

=Qd^i^x—dQd^x   +d'Qfx—fd^QiXy 
etc.  ete. 

On  aura  pareillement 

Jnidjr  =:fndfx  =  nfjr  —fdni'jr, 
fpiA^jn=^fpd^*X-pA*y'-^P*^J'  +fà'p*j'y 

fgi^d^jr==fqà^i^jssqd^*r'^qdtj'+d'qi'^^/d^qfjr , 
etc., 

et  en  substituant ,  il  viendra 
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+(Ç—  etc.)d*/jr  +  etc. 

+/(2»f— diV+d*P— d3Q+«tc,)^* 
^/*(  m  —  du  +  d*/i  «^  d'ç  •+•  «tc.)/;^ . 

Ce  résultat  est  composé  de  deux  parties  semblables  ». 
l'une  produite  par  la  variation  de  ^^  et  Taotre  par 
celle  de  ^;  et  il  «si  aîM  de  Tôir  qu'on  Tëtelidrait  à 
une  fonction  d'un  nombre  quelconque  de  variables, 
en  j  ajoutant,  pour  chacune,  des  termes  pareils  à  ceux 
qu'a  fournis  la  variable  x  on  la  variable  jr. 

36 1 .  Lorsque  Texpression/l/  est  mise  sous  la  forme 
fVAx^  c'est-à-dire  qu'il  n'entre  dans  V  que  les  varia^ 
Ues  X I  ^  et  les  coeffidens  différentiels  de  j-^  le  calcul 
du  développement  de  la  variation  parait  un  peu  plus 
compliqué ,  mais  il  mène  à  des  conséquences  remar- 
quables. Il  faut  d'abord  observer  que 

J/rdx  =/*(^At)  as /f^d/ar  + /dx*^, 
♦       /rd/x  =  VhK  — /dfVx, 

et  que  par  conséquent 

La  quantité  AxtV^^àVix  se  forme  en  écôvant 
pour  ^V  et  d^,  les  valeurs  rapportées  dans  le  n"*  SSg, 
et  il  vient 

Axty—AFhcx:^  N{ixix^àjtx)  +P(djr^— d^) 

+  Q(dx/^-^dy/îr)Hheu.; 

puis  mettant  |idj7  pour  d^-,  dans  ce  qui  multiplie  N^ 
et  la  valeur  de  i^p  (SSg) ,  dans  ce  qui  multiplie  P,  on 
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ùnavtim 

dxJp—ip^sMdfy'^pài^'^àpf:x:z:sd(fy—p^x) , 
d'où  il  suit 

Si  Ton  change  j*  (ni  petpenq^oa  obtiendra  de  même 

et  ainsi  de  snite  t  faisant  donc 

il  en  rësnltera 

àx^jr  — -  àffx'szmàx^     dxip  -•  dp/x  =  d«y 

dx/y  —  djr^jpssdT— ,     etc. , 
ç^  pat  conséquent 

+  /Qdg^+etc.  (*). 


(*)  PHtterf  relation  g^nécri^i»  de  la  quantllë  m  est  facile  à 
daire.  Si  an  lien  de  paiter  da  point  ilf,  ^  la  courbe  >i,  suirant 
Foidonnéa  primitive  P^y  on  passe  oUiqncmentd«ilf  en /K^/^.69y  vh».  6^ 
U  Tariation  r/i  s  ^ ,  se  eoaipoian  de  dauz  parties  mr  et  iw^  ;  et 
Fëqnaiîon  dîfféreniielle  de  la  cOarbe  CE  iuui  àyssipdx,  si  Ton 
^i^  Pw  s?  Ibr«  il  Tiendra  mr  mt  pèx  y  pnU 

mfà  ss  tfA '^  mr  ss  ijr  ^ pix  =  •. 
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En  intégrant  par  parties ,  dans  le  second  membre 
de  cette  équation ,  chacun  des  termes  où  il  y  a^  des 
différentiations  indiqaées  sar  la  quantité  m ,  on  aura 

etc.  ; 
et,  avec  ces  expresnons ,  on  obtiendra 

i-fràx—rix  +  {p_^  +  etc.  U 

<4*etc. 

On  étendrait  sans  peine  ce  résultat  à  un  plus  grand 
nombre  de  variables  dépendantes  de  j:  ,  en  ajoutant 
pour  chacune,  des  termes  pareils  à  c^x  qu'on  a  trou- 
vés en  ne  considérant  que  jr  ;  mais  ce  qu'il  importe 
d'observer ,  c'est  que  si  Ton  remet  pour  m  sa  valeur 
fy^^phCf  la  partie  affectée  du  signe /prend  la  forme 

et  l'on  voit  que  dans  ce  cas ,  le  ^coefficient  dei'jr  et 
celui  de  i^  ont  une  relation  qu'on  n'aperçoit  poio^ 
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dans  le  u*  précédent  :  en  désignant  le  premier  de  ces 
coefficiens  par  4^ ,  le  second  sera  ^^-i'P* 

362.  Une  remarque  non  moins  digne  d'attention , 
c*est  que  si ,  dans  le  développement  de  //C/(36o) ,  on 
avait 

M—  àN+  d*P—  d«Ç  +  etc.  s  o,       . 
m  —  dit  +  à*p  —  d*f  •+•  etc.  =  0, 

la  variation  fi*U  serait  entièrement  délivrée  du  signe/; 
mais  ces  équations  sont  précisément  celles  qui  doivent 
avoir  lieu  pour  que  la  fonction  U  soit  intégrable  par 
elle-même.  Cette  proposition,  annoncée  dans  le  n^  aSo, 
se  prouve  à  priori,  en  appliquant  à  la  recherche  de  ces 
conditions  la  méthode  même  des  variations. 

En  effet ,  soit  U  la  différentielle  d'une  fonction  U^  ; 
on  aura  V  =  dl7i  ;  et  par  conséquent 

d'où  il  suit  que  si  U  est  une  différentielle  exacte , 
W  en  doit  être  pareillement  une  ;  et  par  conséquent 
lorsqu'on  a  fait  sortir  du  signe /,  dans  l'expression 
de//C/,  tous  les  termes  qui  peuvent  s'intégrer,  il  &ut 
que  l'ensemble  de  ceux  qui  restent  soit  nul  par  lui- 
même,  sans  qu'on  ait  besoin  de  supposer  aucune  rela-* 
tion  entre  x ,  jr^  fx  et  fjr. 

Le  développement  de  ffF'dx  ^  ne  fournissant  que  la 
seule  condition 

„      dP^   I    ,dQ 
IV  — -;— +3—  d-r^  — etc.  =  o, 
dr    '  dr      do; 

montre  que  celle  qui  se  rapporte  à  la  variable  x^ 
devient  inutile  quand  la  fonction  V  est  ramenée^À  la 
forme  f^dXj  V  ne  contenant  que  x,  ^  et  des  coeffi- 
ciens différentiels  de  J*  (^)* 

(^)  Cette  transformation  n^ef  t  pas  toojoiirt  pouible.  Soient  »  par 
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363.  Ces  ftmarqiMf  ne  m  bornent  pM  à  Texpifeiiioii 
de  fU  :  elles  s'étendent  e'plement  à  celles  de  ffUf 
ffJVf  ftc,  9  quel  que  soit  le  non^bre  des  signes  d'solé* 
gntion  ;  et  en  cbeichent  eu^  la  Tariation  de  ces  dei^ 
nières  fonnnles,  on  trouve  les  équations  de  condî* 
tion ,  qui  dôirent  avoir  lien  pour  que  la  quantité  U 
soit  la  différentielle  exacte  d'une  ioostioa  U^  d'un 
ordre  immédiatement  inférieur  »  d'une  fonction  I7« 
d'un  ordre  inférieur  de  deusc  unités,  et  ainsi  de 
suite. 

En  effet ,  pnisque 

il  viendra 

et  l'on  obtiendra  #  H*  en  intégrant  de  nouveau  /*/l/« 
Or,  parle.A'^SSQ, 

*/r=(iV-..dP+d»Q— etc.)<rjp+(P— dÇ+etc.)d*JC 

+  (  Ç — etc.)d*/* + etc. 
-f  (n— dp+d'j — etc.)iy+(p ^^dq+eit.)ià^jr 

+{j — etc.)d*^j^+ecc  . 
^f{M—  àN+  d'P—  d'Ç  +  etc.)*r 
+/(m— .  da  +d'/i*i-d'î  +ctc.)ir7'  : 

ciemple,  les  deux  foncKîont 

djr«        "  d*«        *"' 

M  Ton  j  diane» 

djr    m    pà^f    d«^    tn   94«»-4*fd*«    (i3i), 

d*x  ii«idiipiratt  que  dans  la  «««opdtai  :  on  n«  poil  dono  pas,  dam 
la  premièfe,  Paesrder  y  MMa  d^ndaat  'uDiaédisttaAClil  de  r, 
(f^off*  le  Traité  in-4*>  t  Ii  P»  ai70 


on  aura  donc 

+/(î—  «lc.)d»/y+ecc. 
+mM—dN+A^P^d'Q+etc.)^x 
+//(«» ^ du +d>^d*y  ^etc.)/^; 

«t  int^pvnt  par  parties ,  les  termes  qni  contiennent  en- 
core des  diffërentielles  de  /ir  on  de  fj-,  on  trouvera 

/t/.=(P-.adÇ+3d-/l^etç.)ihr+(Q-adR+etc.)dJir 

+(/l— etc.)d'/!r+e|c. 
+(p^2clî+3dV— etcOetr+(y— adr+etcOd/j- 

+  (r— etc)d?jy+etc. 
4-/(2^— ad/>+  3d«<>  -  4d5/J  +  etcO/x 
+  /(  n  —  adp  +  3d*sr  t-  4dV  +  etc^j- 
+JJXM-  diV  +  d-P  -  d'Q  +  d4fl  -  etcO^o: 
+f/Xm  —  d»  +  d»p  —  d'y  +  d<r  —  etcjJ'j-. 

Telle  est  la  variatipn  demanda  >  qui  ne  sem  iMivrée 
des  denx  signes  /que  quand  les  équations 

Xf  _  2dP+  3d«Q ^  4d'fl+  etc.  =  o, 

9-r-2dp  +  3d*y  -^4^V  «l-ete.  3&0, 

M^  dN+  d'P—  d3Ç4.d4/|_etc=o. 

m—  du  +  d>   —  d'y  +  d*r  —etc.  =  o 

seront  identiques  ;  alors  ^27, ,  étant  intégré  une  seule 
fois  9  par  irapport  aux  variations ,  donnera  U^ ,  on  Fin-* 
tégvale  iteeoiide  de  la  proposée. 
Soit,  pour  exemple, 

Usczxd^j^  +  ^dxdjr  +  j^d*x  ; 
on  a  #  17  î=  d'j"/jr  +  ^djfifx  +  yd^lx 

H-  d^xfy + 2d xd J^r  +  ^d'*^ , 
^  =  d-j,  N  =  ad^,  i>  =  ^, 
m  =  d*x  ,      w  =  ad:r ,     i>  =  x/ 
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et  les  équations  de  condition  ci^-dessus  détiennent 


^àjr  — 

adj- 

=  o, 

ada:  — 

2da? 

=  o. 

d^r- 

2d»j- 

+'d-r 

= 

O, 

d'x  — 

ad** 

+  d-ar 

z=: 

o: 

la  fonction  proposée  est  donc  immédiatement  inté* 
grable.  La  partie  jri'x+xi'jry  délivrée  du  signe/, 
donne,  en  l'intégrant  par  rapport  aux  variations , 
U^  =  xjr  +  consi. 

La  marche  des  calculs  précédons  montre  que  la  pre* 
mière  intégration  d'une  fonction  différentielle  de  m  va- 
riables*» exige  m  conditions ,  quand  ces  variables  sont 
considérées  conmie  indépendantes ,  et  que  pour  un 
nombre  n  d'intégrations  successives,  il  y  aurait  mn 
équations  de  condition.  Il  y  en  aurait  seulement  m — i 
pour  la  première  intégration  ,  et  n{m  —  i)  pour  toutes 
ensemble ,  si  la  fonction  proposée  était  sous  la  forme 
f^Vis^%  V  ne  contenant  que  des  coefficiens  diffé- 
rentiels. « 

Des  maximums  et  des  minimums  des  formules 
intégrales  indéterminées. 

364'  On  peut  appeler  intégrales  indéterminées  ,  les 

expiassions  telles  que  fjràx^  /l/dx'  +  d^,  lors- 
qu'on n'assigne  aucune  forme  à  la  fonction  y  ;  mais 
pouiC  être  susceptibles  de  maximum  ou  de  mùumum, 
ces  intégrales  doivent  être  définies  (aijg)  puisque  ce 
n'est  qu'entre  des  limites  données  qu'elles  auront  une 
valeur  fixe ,  quand  jr  sera  déterminé  en  x. 

Les  principes  exposés  dans  le  n°  i55,  à  l'égard  des 
fonctions  dont   là  forme  est  donnée  ;    s'appliquent 


\t    • 
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âussî  I  avec  le  secours  du  calcul  des  variatioiis  »  aux 
intégrales  indéterminées.  En  effet ,  d'après  la  marche 
tracée  dans  le  n®  4^  9  '^  résultat  de  la  substitution  de 

x-f/r,  jr+ljr,  dar+/dx,  d jr  +  tdjr ,  etc. ^ 
à  la  place  des  quantités 

Xj    y  y     dx,     dj^,etc., 

dans  une  fonction  quelconque  u  de  ces  quantités, 
pourra  s'ordonner  suivant  les  puissances  de 

Ixy    i^x,    Wx,    tàjr^    etc., 

et  lu  contiendra  tous  les  termes  de  ce  développement, 
dans  lesquels  les  variations  ne  montent  qu'au  pre- 
mier degré.  Ces  termes  ,  changeant  de  signe  en  même 
temps  que  les  variations ,  doivent ,  suivant  la  théorie 
rappelée  ci -dessus,  s'anéantir  lors  du  maximum 
et  du  minimum,  quels  que  soient  ix  et  ly  :  il 
faut  donc  que  ^"11=0.  Lorsque  u^=^fU^  il  vient 
hizsxftU  (358)  :  au  maximum  et  au  minimum  de 
fU ,  on  a  donc //![/=  o,  en  observant  que  c'est  entre 
les  limites  assignées  à  fU ,  que  flV  doit  8*évanouir. 

Il  résulte  aussi  de  la  même  tliéorie,  que  la^ondition 
lusszo  n'entraîne  pas  nécessairement  l'existence  du 
maximum  ou  du  minimum ,  parce  qu!il  faut  en  outre 
que  les  termes  où  les  variations  s'élèvent  au  second 
degré ,  conservent  toujours  le  même  signe  ;  la  discus- 
sion de  ces  demièies  conditions  est  trop  compliquée 
.  et  trop  délicate  pour  trouver  place  ici. 

365.  Le  développement  de  fiV  est  composé  de 
deux  parties  bien  distinctes  (36o)>  puisque  l'une  est 
délivrée  du  signe  /  et  l'autre  y  demeure  soumise  ;  on 
peut  représenter  la  première  par 

AiX'\^filj^  +  ufifx  +  fiMjr  +  etc. , 

CaU,  intégr.,  &•  cdition.  36 


f 
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« 

et  la  seconde  par 

/îx^  +  'Wr]. 

Ces  parties  ne  sauraient  être  comparées  entre  elles ^ 
puisque  la  dernière  n'est  point  intégrable,  tant  qaefx 
et  ^  conserrent  l'indépendance  qu'exige  la  nature  dit 
problème  ;  et  dans  cet  état  on  ne  peut  la  faire  évanouir, 
qu'en  posant  séparément  les  équations 

dtmt  le  nombre  est  généralement  é^;al  à  celui  des  va- 
riations indépendantes;  mais  lorsqu'il  n'y  a  que  deux 
variables»  et  que  Upeut  prendre  la  forme  F'dxj  le  dé- 
Tcloppement  de  la  variation  de  fF'dx,  dans  le  n*  36i , 

fait  voir  que  ;g  =— 4/? ,  et  que  par  conséquent 

;^dx  + 4^^  =  09  condition  d'ailleurs  facile  à  vérifier 
en  particulier  sur  chaque  exemple.  Il  en  résulte  que 
Tune  des  équations  ;^=o»  4  =  ^  ayant  lieu  ,  l'autre 
s'ensuit ,  et  qu'il  n'y  a ,  entre  x  el  j-^  qu*une  seule 
relation  qu'on  aurait  également  obtenue  en  posant 
^=0,  c'est-à-dire  en  ne  faisant  point  varier  x; 
mais  cette  hypothèse  restreindrait  beaucoup ,  comme 
on  va  le  voir,  les  propriétés  de  la  partie  délivrée  du 
signe  /  dans  la  variation. 

Il  suit  de  ce  qui  précède ^  que  les  équations  indi- 
quées dans  le  n^  362 ,  comme  exprimant  les  conditions 
qui  rendent  intégrables  les  formules  JV  et  JT^dx ,  et 
qui  sont  alors  identiques ,  déterminent ,  quand  elles 
cessent  de  l'être  f  la  relation  àe  j-kXy  par  laquelle  les 
intégrales  proposées  deviennent  un  maximum  ou  un 
minimum.  On  reconnatt  aisément  que  ces  équations 
peuvent  s'élever  jusqu'à  Tordre  dont  l'exposant  eac 
double  de  celui  de  la  plus  haute  différencielle  con- 
tenue» soit  dans  U^  soit  dans  /^. 

366.  Après  l'évanouissemeut  de  la  partie  affectée  du 
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^goe  /,  il  reste 

•**^  +  (^y  +  «idAr  +  l^idfjr  +  etc. , 

expression  que ,  pour  abréger |  je  représenterai  par  ç  : 
on  aura  donc  fHf-^zf^consLf  et  la  valeur  complète 
de  cette  intégrale  s'obtiendra  en  prenant  la  différence 
de  celles  que  reçoit  la  quantité  f^  à  chacune  des  deux 
limites  (229);  en  sorte  que  si  p'  désigne  cette  valeur 
pour  la  première  limite ,  et  ç"  pour  la  dernière ,  on 
aura/9^C/=r^'— >^%  d'où  il  résultera  encore ,  pour  le 
maximum  etle  minimum  de  Viniégrale  fU^  lacondition 


•  — 9'=so; 

mais  il  faut  bien  remarquer  que  cette  équation  ne 
contient  plus  que  des  quantités  q[ui  se  rapportent  aux 
limites  de  l'intégrale /ZA,  et  qu'alors  les  variations  i)Xj 
^j^f^x^Mjr^  etc.  peuvent  être  nulles,  ou  seulepneut 
liées  entre  elles  par  des  relations  données ,  selon  que 
ces  limites  seront  fixes  ou  variables.  L'explication 
géométrique  de  ces  diverses  circonstances,  les  éclair- 
cira  suffisamment. 

lipL  première  a  lieu  lorsque  la  courbé  qui  rend 
nuiximum  ou  minimum  l'intégrale  proposée ,  doit 
être  prise  entre  toutes  les  courbes  assujetties  à  passer 
par  deux  points  dont  les  coordonnées  sont  déter- 
minées, ainsi  que  tout  ce  qui  s'y  rapporte,  et  que 
Vintégrale  doit  commencer  à  l'un  de  ces  points,  et 
finir  à  l'autre.  Si  x'  et  y  désignent  les  coordonnées  du 
premier,  y  et  y'  celles  du  second,  ces  quantités, 
appartenant  à  t^utAé  leis  couriies  qu'on  pourra  cousin 
dérer  dans  la  question  detiC-îl  s'agit,  n'éprouveront 
aucune  variation  s  quand  donc  on  cUingera  x  tt  jr 
en  ^  et  en  y^  puis  en  «^  el  en- j^,  il  faudra  faire  * 

^'=0,  i^y=o,   i^x'^^o,  t^y=so:- 
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Alor8  les  termes  affectes  de  ces  variaiions  disparaitroDt 
d'eux-mèines  de  Téquatioa  f'— f'sso,  qui  s^ra  par 
conséquent  vérifiée  si  elle  ne  contient  que  ces  termes  ; 
et  la  courbe  déduite  de  Téquation  ;^  =  o,  résoudra 
complètement  le  problème,  pourvu  qu'on  l'assujettisse 
à  passer  par  les  deux  points  donnés  ;  ce  qui  s'effectuera 
en.  général  y  par  la  détermination  des  constantes  ar- 
bitraires comprises  dans  l'intégrale  de  l'équation  citée, 
qui  sera  alors  du  second  ordre, . 

Si  l'équation  f  *— -f''==:  o  contenait  de  plus  les  ternies 
affectés  de  Wa/,  W^',  iàx'^  i^fy  et  qu'outre  la  con- 
dition précédente ,  les  tangentes  de  la  courbe  chercLée 
dussent  avoir,  aux  limites  de  l'intégrale,  une  incli- 
naison donnée,  ces  termes  disparaîtraient  aussi  d'eux- 
-mièmes,  parce  que  les  différentielles  dx  et  à  y  n'éprou- 
vant aucun  changement  aux  limites ,  les  variatious 

Jdy,  ^y,  i^Aj^^  i^àjr"  seraient  zéro,  et  feraient 
évanouir  les  produits  où  elles  entrent  :  mais  pour  as- 
sujettir la  courbe  cherchée  à  cette  condition-,  par 
rapport  aux  tangentes  de  ses  points  extrêmes,  il  fau- 
drait que  son  équation  contint  deux  constantes  arbi- 
traires de  plus  que  dans  le  cas  précédemment  exa- 
miné ,  et  que  par  conséquent  l'équation  différentielle 
;^sso  fût  du  quatrième  ordre.  En  votlà  assez  pour 
montrer  comment  doit  se  vérifier  l'équation^'' — ^'=o, 
lorsque  les  coordonnées  des  limites  et  leurs  coefficiens 
différentieb  ont  des  valeura  fixes  :  je  passe  aux  cas  où 
les  limites  doivent  être  re^rdées,commes  variables. 

367.  On  peut  demander  que  la  courbe  douée  du 
nuiximum  ou  du  minimum,  de  la  -propriété proposée, 
soit  prise,  non  parmi  toutes  les  courbes  qui  passent 
par  deux  points  donnés ,  mais  parmi  toutes  celles  qui 
seraient  menées  entre  deux  courbes  données  Ajt  tx. 
rro  G3.  BB^^  fig.  63,  sans  détcrmiuer  les  points  où  ces  der- 
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nières  sont  coupées  par  celle  qu'on  cherche.  Il  est 
visible  qu'en  passant  alors  de  la  courbe  ABy  à  une 
autre  A' S^,  les  extrémités  A  et  B  se  meuvent  ;  les 
abscisses  qui  repondent  au  commencement  et  à  la  fia 
de  rintégrale  ^  après  qu'elle  a  varié  ,  ne  sont  plus 
celles  qui  convenaient  à  son  état  primitif ,  et  les  or- 
données qui  s'y  rapportent  ont  changé  suivant  la  loi 
établie  par  les  courbes  A  A'  et  BB'.  Dans  cette  circons- 
tance ,  les  variations  deê  ordonnées  et  celles  de  leurs. 
abscisses  doivent  avoir  les  mêmes  relations  que  les 
différentielles  dans  les  courbes  AA'^  Bff^  relations 
exprimées  par  les  équations  de  ces  courbes,  qui 
sont  données  :  il  est  donc  nécessaire  de  les  introduire 
dans  Téquation  ^'  —  f'  =s  o  ;  et  pour  la  vérifier  en- 
suite, il  faudra  égaler  séparément  à  zéroJesxoefficiens. 
des  variations  t^ui  resteront  indépendantes* 

A  mesure  que  la  fonction  fU  contiendra  des  diffé- 
rentielles d'un  ordre  plus  élevé ^  le  nombre  de  termes 
de  l'équation  f'-— ^^=o,  augmentant,  on  pourra 
ajouter  de  nouvelles  eonditions  ïtuv  limites  ;  supposer, 
par  exemple ,  que  la  courbe  AB  doit  être  prise  parmi 
toutes  celles  qui  touchent  à  la  f6is  les  dtnx  courbes- 
A/t  -et  Bff.  Par  cette  dernière  condition ,  non-^eule-» 
ment  les  coordonnées- x  et  jr  doivent  avoir,  aux  limites 
de  l'intégrale ,  les  relations  exprimées  par  les  équations 
de  ces  courbes  ;  mais  il  en  doit  être  die  même  de  leurS' 
différentielles  :  ainsi  les  variation»  ^dx',  A^,  iûx*^ 
tày^  ne  sont  plus  indépendantes;,  et  doivent  coïncider 
avec  les  différentielles  secondes  relatives  aux  courbes, 
proposées.  On  pourra ,  par  ces  relations ,  éliminer 
quelques-unes  des  variations  tisfy  J^dj/,  Mx*,  Nij^f 
de  l'équation  f '— ^'  =  o  ;  et  ensuite  on  la  vérifiera  en. 
égalant  séparément  à  zéro,  4es  coefficiens  des  variations . 
restantes ,  lesquelles  seront  entièrement  arbitraires. 
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LcÊ  épations  qu'on  se  procarera  par  ce  moyen , 
établissant  des  relations  entre  les  coordonnées  des 
points  extrêmes  de  la  courbe  proposée,  porteront  né- 
cessairement sur'  les  constantes  introduites  par  lin- 
tégration  de  Téquation  ;^  =  o,  et  seryiront  à  les 
déterminer. 

368.  On  doit  ensuite  remarquer  que  puisqu'il  y  a  des 
circonstances  où  il  faut  avoir  égard  aux  variations  des 
limites  des  intégrales ,  si  les  coordonnées  af,  y^  af^ y^ 
de  ces  limites,  entraient  dans  l'expression  de  V^  il 
serait  nécessaire  de  les  y  faire  varier,  aussi  bien  quex 
et  y  y  et  d'augmenter  par  conséquent  /£/  des  termes 

AiTf    +  Vif  +  A'ix^  +  BTiy 
^Jf^hi  +  i8',dJ^y +^\d/^r+  ^yj>^+etc. 

Or  comme  les  variations  i^^i^j'^  t^j  Jy  sont  in- 
dépendantes des  coordonnées  indéterminées  x  etjr^ 
elles  passeraient  hors  du  signe  /,  tandis  que  les  fonc- 
tions A'^  A^^  etc.,  Ay^  A*^y  etc.  y  resteraient  sou- 
mises t  il  faudrait  donc  introduire  dans  la  première 
partie  de  la  variation  ftU^  les  termes 

i^fjf  +  tyfB'  +  ix'fjf  +  jy/iT 

+  d/ir'/r ,+  diyfVx+  AlxJA\^  AfyjVx + etc. , 

en  ayant  soin  de  prendre  ces  intégrales  entre  les  mêmes 
limites  que  la  pr<qposée. 

On  ne  voit  pas  tout  de  suite  ce  que  deviendraient 
les  termes  précédens ,  si  l'une  des  limites  était  en 
même  temps  l'origine  des  coordonnées.  On  évite  cette 
difficulté,  en  faisant  d'abord 

et  en  concevant  que  l'origine  des  coordonnée^  X^  Y 


i 
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soil  fi#e,  mais  que  Les  quantités  J  et  ^'soient  va- 
riables^  il  vient  alors 

Quant  aux  différentielles  dx,  djr^  etc.  ^  ell/es  ne  dé- 
pendent point  des  quantités  x*  et  j'y  et  ne  prennent 
par  conséquent  aucune  Tariation  ;  Texpression  de  iV 
dévient  donc  seulement 

Jf (*X  —  *«0  +  *^WX  +  etc. 
+  m(l^r  —  1^')  +  «'dF  +  etc. 

Il  est  permis  de  faire  ensuite  jf^  y  égaux  à  zéro, 
pourvu  qu'on  laisse  subsister  les  variations  itx!^  i^jr^ 
qui  peuvent  être  considérées  comme  le  premier  degré 
de  grandeur  de  ces  quantités  ;  alors  Xet  F  redevien-^ 
nent  x  et  y-y  et  le  diangement  de  l'expression  de  fW 
se  réduit  aux  termes  ^^Ix^fM-^iffm^  dont  il  faut, 
prendre  les  intégrales  dans  les  limites  primitives. 

36g.  Soit  proposé  de  détermiuer  y  en  x^  pour  que 

Tintégrale  jVdx^  +  dj^%  prise  entre  deux  limites 
données,  devienne  un  minimum,  ou,  ce  qui  est 
la  même  cUose^  trouver  la  plus  courte  ligne  qu'on 
puisse  mener  entre  deux  points  ,  sur  un  plan.  On  a 

ydx^  +  dx* 

en  faisant  y^d?+c(p=s  ds^  et  en  transposant  la  ca- 
ractéristique ^.  Intégraat  ensuite  par  parties,  on- 
tcowre 
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et  la  partie  affectée  da  signe /donne  (365) 

Ce  résultat)  ainsi  qu'on  devait  b*j  attendre,  désigqe 
la  ligne  droite,  et  les  constantes  qu'il  renferme  servi- 
ront à  remplir  les  conditions  relatives  aux  points  entre 
lesquels  elle  doit  être  menée.      ^ 

La  partie  qui  est  délivrée  du  signe  /,  ou  ^  (366), 
ne  contenant  que  les  variations  des  coordonnées  des 
points  extrêmes,  s'évanonit  qnand  ils  sont  fixes,  et 
les  constantes  C7  et  C  se  déterminent  alors  eu  assu- 
jettissant  la  droite  proposée  à  passer  par  ces  points. 

Quand  ils  ne  sont  pas  fixes ,  mais  qu'ils  doivent  seu- 
lement se  trouver  sur  des  courbes  données,  il  &ut 
que  les  quantités  x^etjr%x'ttj''j  qui  sont  incon- 
nues, satisfassent,  ainsi  que  leurs  variations  «  l  Té- 
quatiou  ^'~f'=o,   qui  devient 

et  aux  équations  des  courbes  données,  dont  je  repré- 
senterai les  différentielles  par 

d^  =  mdx,     d^  =  iida:  i 
on  aura  donc  (867), 

^y  =  m' h:' ,     ly  =  n'i^ , 
A  cause  de  l'indépendance  des  variations  Ix^  et /^S 


\ 
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cette  équation  se  partage  dans  les  suivantes  : 

« 

àa/'+ffdy^o,     ou    ^=-^ 


âaf  +m'ây  sso.    ou    -r^= ^, 

qui  expriment  que  la  droite  proposée  doit  être  normale 
à  chacune  des  courbes  données. 

D'après  Téquation  ^=  Car4"  C,  on  a  ijrssCdx 
pour  tours  les  points  de  la  droite ,  et  les  équations  pré- 
cédentes deviennent  en  conséquence 

i+Cn^BO,     i4»Cm'=o; 

». 
mais  la  constante  Cdépend  des  coordonnées  des  points 

extrêmes  y  puisque  Féquation  de  la  droite  menée  par 

ces  points ,  étant 

et  substituant  cette  valeur  de  Cj  il  en  résulte  les 
équations 

dont  la  combinaison  avec  celles  des  courbes  données 
détermine  les  points:  par  on  passe  la  plus  courte 
distance  de  ces  courbes,  et  complète  la  solution  du 
problème  proposé. 

On  arriverait  aux  mêmes  équations ,  en  supposant 
d*abord  que  les  points  extrêmes  soient  fixes,  circons- 
tance dans  laquelle  on  a ,  entre  x  et  jr^  l'équation 

En  effet,  par  cette  relation^  l'intégrale  /\^dx*+djr* 
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devient ,  entre  les  abscisses  x'  etx^f 

et  la  seule  application  du  Calcul  différentiel  'suffit  pour 
de'terminerlemi/iimifmde  cette  ex^ession,  en  ajant 
égard  à  la  dépendance  qu'établissent  entre  x^  et  jr\  oT 
et  y^^  les  équations  des  courbes  données. 

C'est  ainsi  qu'on  pouvait  achever,  sans  le  secours  de 
l'équation  f ''— ^ 'sso ,  que  les  méthodes  de  Bemoulli 
et  d'Euler  ne  donnaient  pas ,  la  solution  des  problèmes 
semblables  au  précédent  y  toutes  les  fois  que  l'on  sa- 
vait obtenir  l'intégrale  proposée  ;  mais  en  considérant 
que  cette  intégrale  est  une  fonction  Iniplicite  des  quan- 
tités qui  se  rapportent  à  ses  limites ,  M.  Poisson ,  au 
moyen  de  la  différentiation  sous  le  signe/ (281),  a 
cherché  immédiatement,  par  rapport  à  ces  quantités, 
les  conditions  du  maximum  absolu  de.l'inlégrale  pro- 
posée, et  est  parvenu  à  l'équation  ^'' — ^'z=o,  telle 
qu'elle  résulte  de  la  méthode  des  variations  ('). 

370.  Le  problème  du  n^  précédent  étant  transporté 
dans  l'espace ,  conduit  à  déterminer  z  et  y^  en  fonc- 
tions de  x^  dans  l'expression  /^/dap*+d^*-f-d**.  £d 
faisant  V^dr'-f"dj**+d«*  =  d*,  il  vient 

■ 


(*)  f^oyez  le  Traite  iû-i;  l.  II,  p.  74a. 
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La  partie  a£Eeclée  da  signe  /  foumit  les  trois  équa<- 


lions 


^'dJ*^^     ^dJ^*^'     ^dJ 


dont  toutes  les  combinaisons  2  à  a  s'accordent  à  donner 

.  djs  6z 

3-  sr  €0/i7<. ,     T^  2a  coTUf . , 

et  montrent  que  la  ligne  dzerchée  est  droite.. 

Si  cette  droite  doit  être  menée  entre  un  point  donné 
dans  l'espace  et  une  surface  courbé  dont  Féquation 
différentielle  soit 

dz=zpix  +  qàjr^ 

il  faudra  qu'à  la  dernière  limite,  fz'':=p"tx^+q^i'j^. 
La  première  étant  fixe,  rendra  ^  =r  o,  et  la  valeur 
de  /^  changera  f  '  =  o  en 

(da^+p''ds*)^'' +  (dy  +  y^dO*^' =  o  ; 

égalant  à  xéro  les  coefficiens  des  variations  indépen*» 
dantes ,  il  viendra 

d'où  Ton  verra,  parle  n®  iSo,  que  la  droite  cherchée 
est  normjBtle  à  la  surface  donnée. 

Si  cette  plus  courte  ligne  doit  être  tout  entière  sur 
une  surface  courbe  donnée,  il  faudra  que  les  va* 
nations  /j:,  fj^j  it^  sous  le  signe  /,  satisfassent  :\ 
réquadon  différentielle  de  cette  surface ,  que  je  re- 
présenterai par  d»:=spdxr^^jr  i  on  fera  donc 

HsBzp^  +  qtjr 

dans/n/f  qui  deviendra,  par  cette  substitution. 
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-/{(4'+'-s)"+(4+»-s)''}- 

De  la  partie  affectée  du  sijgne  ff  on  tire  les  équation» 

dont  Une  seole  suffit  (SGi)»  conjointement  arec  celle 
de  la  surface  donnée,  pour  déterminer  la  nature  de  la 
ligne  la  plus  courte  qu'on  puisse  mener  sur  cette 
surface  entre  deux  de  ses  points. 

En  supposant  que  cette  ligne  doive  être  menée  entre 
un  point  fixe  et  une  courbe  prise  sur  la  même  surface, 
on^  aura  d'abord  ^'=:  o  ;  et  désignant  par  àj-sm  ndr, 
l'équation  différentielle  de  la  projection  sur  le  plan 
des  xj-p  de  la  courbe  donnée ,  il  viendra  i'jr'^^n'tx'  i, 
puis  Téquation  ^'as  o,  se  changeant  en 

exprimera  que  les  deux  courbes  dont  il  s'agit  se  cou- 
"^cnt  à  angle  droit. 

37 1 .  Je  vais  encore  chercher  là  relation  de  x  à  j»  * 
propre  à  rendre  minimiim  l'expression  /  ■  —  • 

■         J  i/acr-10 

dans  laquelle  je  considérerai  Y  comme  une  fonction 
des  coordonnées  x'  et  y,  x*  et  y,  relatives  aux  li- 
mites (*). 

V        Pour  résoudre  la  question  dans  toute  sa  généralité, 

(*)  Ce  problème  esi  ccloi  deta  Br&chjstochrone,  coorbe  le  loog 
de  laqaelle  on  corps  descend  daas  le  moins  de  temps  possible,  d'wk 
point  à  QD  antre. 


wr 
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il  faut  faire  varier  K,  aussi  bien  que  x  (368).  Soit 

il  Tiendra 

Il  d*  d* 

On  tire  des  termes  où  /or  et  Jy  sont  affectés  du  signe  /, 
les  équations 

d— =  0       ^   l  d  ^"^  = 
uds         *     i?  •*      uds  ' 

la  première,  qui  est  la  plus  simple,  donne 

--— =C,     d'où     •— ==r=  =  Cl/aCr— F). 
»d*  l/.d;r»4-dy  '^ 

Ce  résultat  indique  une  cyclolde  (i  i4)  ;  car  si  Ton 
y  fait  j^  -—  F  =  z^  on  en  déduira 

,    dxt/aC>i/i zâz 


l/i— 20* 


V^ife'-^ 


Lorsque  ^K=o,  la  quantité  p  donne,  pour  les  li- 
mites ,  les  équations 

d'après  lesquelles  on  reconnaîtra ,  comme  dans  le 
n^369,  que,  si  la  courbe  cLercliée  est  menée  entre 
deux  autres,  elle  doit  les  rencontrer  à  angle  droit. 


/ 
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Qouid  t¥  n'ett  pas  nul ,  il  faut  calculer  la  valeur  de 

--J,  entre  les  limites  de  rîniégfale  proposée  ;  or, 

Féquation 

dtf    ,  j  d jr 

fournie  par  le  coefficient  de  i"jr  sous  le  si^nefy  donne 


yi 


«1*      ^^ . 


et  en  obserrant  que  ^K,  ne  dépendant  point  des  va- 
riables indéterminées  x  et  j-^  ne  doit  pas  changer  d'une 
limite  à  l'autre,  l'équalion  f*—  f'  =  o,  devient 

Si  Ton  prend  seulement  y=j^',  d*où  il  suit  lYzniy^ 
on  aura ,  en  réduisant  et  séparant  les  variations  rela- 
tives à  ckaque  limite, 

u  Ai  u  ds^  «  dj  tt  df*  •^ 

puis  Cuisant,  comme  dans  le  u*  369, 

# 

dj? 
et  se  rappelant  que  "^^  ^9  1^^  équations  ci-dessus 

prendront  la  forme 

^+^•'^'=0'     C+4f.m'  =  o, 
'  ii*d*'  «  d* 
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^^après  laquelle  n"  es  m\  Ce  résultat  isài  vcMur  qu'aux 
points  où  la  courbe  chevcbée  Keneomtre  lea  «ourbes 
données,  celles-ci  doivent  avoir  leurs  tangentes  paral- 
lèles» De  ^lus,  l'équation  relative  à  la  d^raiëre  limite, 
revenant  à 

montre  encore  que  la  courbe  chcjrchée  doit  couper  à 
angle  droit  la  seconde  courbe  donnée. 

372.  Les  problèmes  précédens  se  rapportent  à  des 
maximums  ou  à  des  minimums  absolus  ;  en  voici  un 
ou  il  s'agit  de  maximums  et  de  minimums  relatifs  : 
Parmi  toutes  les  relations  que  peus^ent  avoir  entre  elles 
les  variables  x  ^  y,  et  qui  donnent  une  même  valeur  à 
rintégrale  indéterminée  fV^,  prise  depuis  xs=  x'  jus^ 
qu'à   x  =  x',  trouver  aèlle  qui  rend  la  formule  JV 
un  maximum  ou  un  minimum ,  dans  les  mêmes  eir~ 
constances»  Ce  problème  se  résout  en  égalant  à  zéro  la 
variation  de  la  fonction  fU  -f-  afU^ ,  a  étant  un  coef* 
ficient  constant  indéterminé.  Ce  n'est  *pas  ici  le  lieu 
de  démontrer  en  détail  cette  règle  ;  on  conçoit  d'ail- 
leurs que  si  la  fonction  ci-dessus  est  un  maximum 
ou  un  minimumj  et  que  l'on  fasse  fU^  =-//,  l'in- 
tégrale/^ aura  toujours  la  plus  grande  ou  la  plus 
petite  des  valeurs  qu'elle  pourrait  prendre  dans  cette 
bypotlièse  (^.  Le  coefficient  indéterminé  a  sert  à  rem- 
plii:  la  condition  / 17, = Jf  » 

Si,  par  exemple,  on  demandait  la  courbe  qui,  sous 
un  périmètre  donné,  renferme  le  plus  grand  ou  leplu^ 
petit  esp€tce y  on  saxraït 

fU  +  afU,  ssf{jrdx  +  a^dx^  +  \}jrf}; 


i^^ftm^i^fÊ^^mi^f^immm 


{*)  Voyez  U  Traîic  iQ-4«,  t.  II ,  p.  8o3. 
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en  CMsaat  l/dr*  +  dj-*  =  d*,  la  partie  de  la  varia- 
tion aiFectëe  du  signe  /serait 

et  donnerait  les  équations 

dr  +  ad-ï-=o,     dx— ad-~=Of 
•^  d*     •  es 

dont  une  seule  suffit  pour  déterminer  la  courbe  cher- 
chée (365)  ;  mais  le  calcul  est  plus  simple  lorsqu'on 
les  emploie  toutes  deux.  Leurs  intégrales 

étant  mises  sous  la  forme 

* 

ensuite  élevées  au  quarrë ,  puis  ajoutées  membre  à 
membre,  conduisent  à 

ce  qui  désigne  un  cercle  dont  le  rayon  est  a. 
Ce  rayon  se  détermine  d'après  la  valeur  assignée  au 

périmètre  /j/Ar*  +  dj^'*}  les  constantes  CeiC  peu* 
vent  servir  à  faire  passer  le  cercle  par  des  limites  fixes 
et  données.  Il  est  doué  dn  nuixtmum  d!aîre,  lorsqu'il 
tourne  sa  concavité  vers  Taxe  de^  abscisses,  et  du 
minimum,  si  le  contraire  a  lieu.  Tel  est  le  cas  le  plus 
simple  du  problème  des  isopérimèires ,  ainsi  nommé> 
parce  que  l'on  n'y  considéra  d'abord  que  des  courbes 
de  même  périmètre. 
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Des  différences  et  def  séries. 

Vu  calcul  direct  des  différences. 

373.  Dans  le  Calcul  diflTéFenliel ,  on  n'a  fait  yarier 
les  fonctions  qae  pour  considérer  la  forme  des  termes 
de  leur  développeiftent ,  bu  les  limites  des  rapports 
de  leurs  accroissemens  à  ceux  des  variables  dont 
elles  dépendent,  mAis  sans  avoir  aiicun  <%ard  aux  va- 
leurs de  ces  accroissemens.  Cette  recherdbe  né  portait 
que  sur  de  nouvelles  fonctions  dérivées  de  la  première , 
et  non  pas  sur  les  valeurs  numériques  de  ses  accroisse- 
mens; mais  rexamen  de  ces  valeurs  a  montré  que» 
dans  UQ  grand  nombre  de  cas ,  elles  suivent  dès  lois 
plus  simples  que  celle  de  la  fonction  elle-même,  ou  au 
moins  qu'elles  forment  souvent  des  suites  décrois- 
santes qui  se  prêtent  plus  aisément  aux  approxima- 
tions, et  auxquelles  par  conséquent  il  peut  être  utile 
de  rajnener  les  quantités  primitives.  C'est  sous  ce 
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poiat  de  vue  qa'on  s^esC  d'abord  occupé  da  Calcul 
aux  différences  proprement  dit. 

Od  lai  a  donné  le  nom  de  Calcul  aux  différences 
finies,  pour  le  distinguer  du  Calcul  aux  différences 
infiniment peiiies  ;  mais  la  dénomination  de  Calcul 
différentiel,  exclosivemeii^t  affectée  à  ce  dernier,  et 
motivée  comm^  on  Ta  vu  (5) ,  prévenant  toute  équi- 
voque »  il  n'est  pas  nécessaire  d'ajouter  ré|^tfiète^mef 
aux  différences,  qui  ne  sauraient  être  confondues  avec 
les  différentielles. 

Le  but  du  Calcul  direct  aux  différences  est  donc  de 
déterminer  les  accroissemens  en  eux-mêmes,  en  les 
déduisant ,  non^seulement  de  f  expression  analytique 
des  fonctions ,  mais  aussi  de  leurs  valeurs  numériques 
ou  particulières ,  lorsque  Texpression  analytique  mon' 
que  ou  serait  trop  compliquée. 

374  En  examinant  la  marche  des  séries  formées  par 
les  quarrés  et  les  cubes  des  termes  de  la  suite  uata- 
relle  des  nombres,  on  tombe  déjà  sur  des  propriétifs 
remarquables  et  utiles  des  différences,  ainsi  que  le 
montrera  Texplication  des  tableaux  ci-dessous. 


Qaarrét. 


I 

4 

9 
16 

25 

36 

49 
etc. 


Dife'r.  !'•. 


svasac 


Boat 


«B 


DUKc  a«. 


3 

1 

5 

a 

■ 

7 

a 

9 

a 

II 

a 

i3 

a 

etc. 

etc. 
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Cnlir*. 


Diffër.  ir*. 


8 

*7 
64 

216 
343 
de. 


«M 


7 

•9 

37 
61 

9» 
127 

etc. 


BM* 


DiB»r.  ••. 


12 
18 
24 

3o 

36 

etc. 


DiKV.  3*. 


6 

A 

6 

6 

etc. 


Je  n*ai  point  fait  entrer  dans  ces  tableaux  la  auite 
naturelle  des  nombres  i ,  a,  3,49  c^^*»  parce  que  la 
difFe'rence  de  Tun  à  Tautre  est  toujours  égale  à  Tiinité. 
A  edt^  des  quarrés,  le  premier  tableap  contient, 
dans  uife  secondé  colonne,  ta  difFe'rence  entre  chacun 
de  ceuxrci  et  celui  qui  le  précède  ;  puis  dans  une  troi- 
sième colonne,  la  difTérence  entre  chacun  des  nom- 
bres de  la  seconde  et  celui  qui  le  précède.  Ces  dernières 
sont  nommées  J/^e^rencef  secondes,  comme  étant  les 
différences  des  différences  premières. 

Gelles-ci',  formant  une  progression  par  différences, 
préseiïtent  déjà  une  loi  plus  simple  que  les  nombres  de 
la  première  colonne;  et  les  autres,  étant  constantes, 
offrent  encore  une  nouvelle  simplification.  Une  con- 
séquence assez  importante  de  rcnchalnement  de  ces 
différences,  c*esi  qu'on  peut,  au  moyen  des  seuls 
nombres  i ,  3 ,  a ,  placés  respectivement  4  la  .tête 
des  trois  colonnes  du  tableau ,  former,  par  de  sim- 
ples additions ,  la  colonne  des  quarrés  ;  car  en  ajou- 
tant a  à  3,  on  aura  5,  puid  2  à  5,  on  aura  7,  et 
Ton  formera  ainsi  la  seconde  colonne';  ajoutant  en- 

37.. 


sQÎle  s  avec  i ,  on  aura  4>  5  avec  4)  on  aura  ^,  et 
ainsi  des  antres  qnavrës. 

La  première  coloime  du  second  tableau  contient  les 
cubes 'y  là  deuxième,  leurs  différences  premières;  la 
troisième,  leurs  différences  secondes,  qui  ne  forment 
plus  qu'une  progression  par  di£Krences;  et  enfin»  dans 
la  quatrième  colonne ,  les  différences  des  différences  se- 
condes, ou  les  diffêrenceê  iroùîkrhes,  qui  sont  cons- 
tantes. 

Ici,  Itu  moyen  des  quatre  nombres  i,  7,  la  et6 
placés  respectivement  en  t||te  des  diverses  colonnes  du 
tableau ,  on  pourra  former  tomes  ces  colonnes,  en  corn- 
menqani  par  celle  de  la  droite,  et  en  ajoutant  chacun 
des  nombres  d'ufte  même  colonne  avec  celui  qui  se 
trousse  sur  une  ligne  plus  haut,  dans  la  colonne  àgauehe. 
Cette  règle ,  qui  n'est  encore  éublie  que  sur  une 
simple  induction ,  et  pour  deux  séries  de  nombres  seu- 
lement, sera  bientôt  démontrée  et  étendue  à  on 
nombre  infini  de  fonctions ,  pour  lesquelles  on  obtient 
ainsi  des  déterminations  rigoureuses. 

D'un  autre  cAte,  que  dans  une  table  de  logarithmes 
on  prenne  les  différences  premières  entre  ceux  des  nom- 
bres consécutifs,  elles  auront  une  marche  fort  inégale, 
si  Von  opère  dans  le  commencement  de  la  taUe ,  où 
la  fonction  varie  beaucoup;  mais  en  passant  aux  dif- 
férences secondes,  troisièmes,  etc.,  on  en  trouvera 
qui  deviendront  fort  petites ,  et  finiront  par  rester 
les  mêmes  dans  un  intervalle  plus  ou  moins  grand. 
Les  logarithmes  suivront  donc  sensiblement,  pendant 
cet  intervalle ,  une  loi  analogue  à  celle  que  nous  avons 
fait  remarquer  ci-dessus»  par  rapport  aux  quarrés  et 
aux' cubés,  et  dont  on  peut  faire  usage  pour  simplifier 
la  construction  de  cette  table. 
375.  Quand  on  a  vu  le  parti  qu'on  peut  tirer  de  la 
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considération  d^  différences  successive» ,  poofffsées  jus- 
qu'à Tordre  ou  elles  sont  cônsUntes,  soit  rigoureuse* 
inent,  soit  à  très  peu  près,  il  paraît  tout  simple  de 
chercher  Texpression  générale  de  leurs  relations.  Pour 
cela  9  soit  * 

une  série  de  valeurs  consécuiiTes  quereçoît.une  quan- 
tité, en  Tertu  des  variations  qu^elle  éprouve  par  elle- 
même,,  ou  par  l'effet  de  celles  qui  arrivent  à  une  autre 
dont  elle  dépend  ;  lés  chiffres  inférieurs  sont  ici  de& 
indices  qui  fbnt  connaStrê  le  rang  qu'occupe  chaque 
valeur  dans  la  série ,  en  marquant  le  nombre  de  cellesi 
qui  la  précèdent  I  en  sorte  que  la  première,  u,  est 
censée  répondre  à  Tindice  o.  Ou.  fait  ensuite 

« 

«1— If      a«dn 
tf«--iii     ssdii, 

?*,     csAw,      V. (i), 


en  se  servant  delà  caractéristique  ^,  pour  indiquer 
l'opération  de  prendre  la  di£Bérence  entre  deux  valeurs 
consécutives  d'une  même  quantité. 

Lorsque  cette  quantité  varie  par  des  degrés  égaux, 
les  différences  Au,  Au,,  Au.,. etc.  sont  toutes  égales; 
mais  siic  contraire  a  lieu,. on. Sût,,  par:  analogie^ 

ûtt,— ûii       =AAii      srû*a   ..    > 
i^Uft— un,     crAAn,     =û*n,       ) 
\   (»K 
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■. 


Eo  pour^Tànt  de  celte  manière ,  on  tiretiet  va- 
leurs II,  tt,,  ttgy  • .  •  •''•9  une  ^ite  de  différences  dont 
le  nombre  des  ordres  est ,  au  plus,  égal  à  celui  de  ces 
valeurs,  diminué  de  runité. 

376.  Il  est  visible  ({uci  suivant  la  nota tipi^ci-deiBsus, 
la  différence  d'une  expression  quelcon(|ue  s'indiquera 
en  plaçant  devant  chacun  de  ses  termes  la  caractéris- 
tique ù, ,  en  sorte  que 

û(a  4.  ff ..  iv)  -sp  II-  4.  V,  — «  iv»,  —  (a  +  1^  — U") 

=  ûu  -f  ^^  — '  ^^* 
de  même  que 

d(u  ^if'^'w)^ssi\u'\'dv'^  dw    (10). 
On  a  aussi 

A(aii)  .  ou    û.âiir=a(tf|  —  i/)  =  aûiiy 

de.  mèmeique  4*  a«  ss  odu  ( 1 1  )  ;  et  lea^onstantes  isolées 
des.  vairiables  diaparaissent  quand,  on  prend  la  dtAé- 
rence  d'une  fonction  (])• 

^77.  Au  moyen  de  ces  règles  et  des  équations  (i), 
Qii>  obtient  pour  les  valeurs  Vm  v* ,  u)  9 . . . .  i(^,  des  ex* 
pressions  qui  no  dépendent  que  de  la  valeur  primordiale 
Il  et  de  ses  différences  Au ,  ù,*u ,  etc.  ;  car,  puisque 

•      il<n  résulte 

ii«  =  i/i  4*  ^"i  ^=*  ?**+    ^"  +  ^(*''+  û**) 

=S  II  -f-  S^U  -j"  ^*K  9 
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et  de  iDcme 

Il3=lf,+  Alfft 

=rs  tt  4-  3ÂII  -f  3A'v  +  ù^u. 

La  forme  de  ces  expressions  y  dont  les  coefficiens, 
numériques  sont  les  mêmes  que  ceux  du  quarW^  et  du 
cube  du  binôme ,  conduit  par  analogie  à 


^«■Aii^  /A*»*!»— T\      ^A'M+etc>  ; 

ce  qu'on  peut  vérifier  aisément  au  moyen  de  Téquadon 

■  » 

dont  le  développement  montre  que  la  loi  ayant  lieu 
pour  Tordre  n,  a  nécessairement  lieu  pour  l'ordre 
n  +  i. 

378.  On  peut  aussi  exprimer  immédiatement  la  dif- 
férence d'un  ordre  quelconque  par  les  termes  de  la 
série  prii|iitiye|  qui  ont  concouru  à  former  cette  diffé- 
rence. 

■ 

Ayant  d'abord 

Au  =  II,  «—  I»    et    A*i«  =  Al»,  —  A»  y 

on  obeerrera  que  A»,  doit  être  composé  avec  m,  et  ir, , 

comme  An  l'est  avec  u  et  tti ,  c'est-à-^ire  qu'il  suflBt 

d'augmenter  de  l'unité,  les  indices  y  pour  passer  à*. 

Au,  s=  tt^ — If I  y  et  l'on  obtiendra* 

• 

A'ii  =  M»  —    II,  —  («1  —  m) 

=:  II,  —  au,  -f-  Il  ; 

puis  augmentant  de  l'unité  les  indices  ^dans  ce  dernie» 
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l'éwltat,  pour  former  ù,*u, ,  il  viendra 

—  («.  —  au, -f  H) 
=  «t  —  Su.  +'3ii,  -»-  u, 
ci  par  analogie 


I  1.1  i.a.3  • 

loi  qui  se  vérifierait  par  le  développeikient  de  Téipiaiion 

^«^i^  -a  A"tt,  —  A«tt. 

Ce  résolut  et  le  précédent  reTÎennent  à 

a.s=  (I  +  Au)-,     ù.'u  a=  (o  —  i)", 

# 

pourvu  qm  Ton  change  dans  le  fléveloppement  de 

Tun,  les  exposans  des  puissances  de  ùu  en  exposans 

de  la  caractéristique  A,'  et  dans  celui  de  Tautre,  les  ^ 

exposans  de  <i  en  indices  ;  on  peut  même  poser  tout  de 

suite 

et  il  n'y  aura  rien  à  changer  dans  le  développement. 

379.  Lorsqu'une  fonction  est  donnée,  rien  n'est  | 

plus  &cile  que  d'en  obtenir  les  di£férences  successives  ; 
je  prendrai  pour  exeinple  la  fonction  3^.  En  iaisant 
ii=x",  et  supposant  que  x  augmente  de  la*  quan- 
tité h,  on^aura  «,  =:  (^+ ^)"*»  et  par  conséquent 

A«  =  («+  A)"-  ar^ss  mar—'ik-f-SËLZi^  x— «A» 

i.a 

1.2. 3* 

Pour  passer  aux.  différences  ultérieures  û'ii ,  ûHr,  etc. , 
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il  faut  (dire  varier  x  de  nouveau ,  ce  qu»  présente  deux 
hypothèses.  L'une  consiste  à  suppoaerqne  la  quantités 
prenne  toujours  des  «ccroissemens  égaux  «  et  Tautre 
que  ces  accroijssemens  soient  eux-mêmes  variables  t 
je  ne  m'occuperai  ici  que  de  la  première.  Eu  sulmtî» 
tuant  x  +  kêxk  lien  de  x  dans  ùu^  on  aura  # 

ùu,=m(x+  »)--»A-|.  !!îî^nî2(^  4.  ft)"— fc*  +  etc. 

I  «2 

Il  est  visible  que  si  Ton  développe  l'expression  de  Au,  y 
et  que  l'on  en  retranche  ceUe  de  An ,  le  résultat  or- 
donné par  rapport  aux  puissances  de  h^  sera  de  la 
forme   . 

A/iy  ilf^yetc.  désignant  des  coefficiens  dépendans  de 
l'exposant  m. 

Par  une  nouvelle  substitution  de  x+A  dans  cette 
dernière  équation,  on  parviendrait  à  A*ii, ,  et  en  ob- 
servant que  ù^ussù*u^  —  A*ii y  on  obtiendrait 

A'u  s:ift(m— 1}  (m— a)x"-3A^+  Jf '^x-'-^A*  +  etc. 

La  loi  des  premiers  termes  de  chacun  de  ces  déve- 
lopperoens  est  évidente ,  et  l'on  voit  que  l'expression 
de  A'u  doit  commencer  par 

On  voit  aussi  que  y  quand  l'exposant  m  est  entier  et 
positif  y  le  nombre  des  termes  du  développement  de 
A"«y  ordonné  suivant  les  puissances  de  x,  diminue 
de  l'unité  lorsque  n  augmente  de  cette  quantité,  et 
que  quand  n  =  m  y  U  vient 

A"tt=:m(m— iy(m-*2).j.  •..i.A". 
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€eUe  différence  étant  convtftnie,  H  s'ensuit  que  celles 
des  ordres  supérieurs  sont  nulles. 

On  parvient  fitcilement  au  ternie  général  de  ù.*u 
en  formant  i^x^^resinon  de  cette  différence  par  le 
moyen  dea  Valeurs  de  te,  lio  «é»  «39  ^c.,  sans  passer 
par  celle^de  ùUj  A^kyù?Uj  etc.  (378).  Il  est  évident 
que  dans  Thypothèse  présente  les  valeurs 

«,,         «^,         ws> «« 

répondent  à 

et  Ton  a  par  conséquent 

M,  =  (x+ A)",     i/,=(x+aAr, . . .  .»,  =  (jp+  fift)" ; 

on  tirera  de  là 

A^ii  =  [Jt+ «*]-  —  -[«+ (II— i)A]« 

-.î<l:Z^i)Cx+(„-W  +  etc. 

Si  l'on  désigne  par  1  l'exposant  de  h  dans  le  terme  gé* 
néral  du  développement  de  Péquation  ci-dessus,  l'ex- 
pression de  ce  terme  sera 

m(m  ~i)  (m  ^2) (m  —  i  +  i) ^^^,^,  ^ 

* 

mais  comme  on  vient  de  voir  que  le  développement 
de  A*tf  ne  pouvait  contenir  des  puissances  de  h  dont 
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Texposant  fut  moindre  que  n,  il  s'easuit  que  la 
foncliao 

composée  de  n  +1  termes,  est  nalle  tant  que  i  «^t. 
D'an  autre  cAlé,  le  coefficient 

m(yii— i)  (yfi'^a) (m— t-^O 

s'ëvanéuissant  lorsque  is=in+iy  il  <ô  résulte  que  la 
plus  haute  puissance  de  h  y  dans  le  déyéloppement  de 
A^if ,  ne  peut  être  que  A". 

38o.  D'après  la  propriété  du  monôme  a^^  toute 
fonction  rationnelle  et  entière  de  x  a  toujours  des  dif* 
férences  constantes ,  savoir,  celles  do^t  l'ordre  est  mar- 
qué par  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  x» 
qui  soit  dans  la  fonction  proposée.  En  effet,  celte 

fonction  étant  de  la  forme  Ax^+Bx^-^-  Cx^  +  etc. , 

on  aura  A"(i/ar*  +  Bs^  +  Cx>  +  etc.)  = 

!^A».a:*+i5A"«x^+CA».x>+  etc.  (*)  (376)  ; 

et  si  «  désigne  le  plus  haut  exposant  de  jr,  il  viendra, 
pour  le  cas  où  n  =  «, 

^•.«•=ai.a....«6*,  A*.J^=o,  A'^.âr^aso^  etc., 
en  sorte  que 

« 

Zi*(^-t*-hfixc+  Cx>  +  etc.)  ^  1 .2.3 ^AK^. 


f^)  U  ae  fuM  pMcoafondre  ^«.x'^atcc  a»je*}  car  la  première 
tW  OM  «xfMttioiw  at  U  différenco  de  Tordre  a  de  la  fonction  x« , 
ttndiiqiw  A'*x*^(A"jr)«. 
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38i.  G'esl  sartottt  pur  ivppQVt  aux  fonctions  Icaas^ 
cendaniesy  dont  le  calcul  approximatif  est  laborieux, 
que  Ton  gagne  beaucoup  k  se  servir  des  diflFérenceSy 
ainsi  que  le  fera  voir  Texeniple  suivant ,  tiré  des  loga- 
rithmes. 

S<^t  iizalx;  on  aura 

d'où  Ton  tirera  i/^y  ks»  etc. ,  en  mettant  aA,  3Af  .etc., 
au  lieu  de  A ,  et  les  formules  du  n^  378  donneront 

Au  ss      Ml -;+ôZi— retc.l, 

Ira  «'3*^  J 

etc. 

On  poussera  ces  suites ,  suivant  la  grandeur  du  nom- 
bre X|  jusqu'à  ce  que  la  den^re  différence  soit  asses 
petite  pour  être  négligée  sans  erreur  sensible. 

Si  l'on  avait,  par  exemple  9  x==  loooo,  et  A=i,  on 
trouverait  pour  les  logarithmes  ordinaires. 

Au  ss  0,00004  34271  76863, 
A'ti  =  •«-  0,00000  00043  4^07^1 
à^u  =        o,ooooD  00000  00868; 

et  il  est  évident  que;  si  l'on  ne  voulait  avoir  les  derniers 
résultats  qu'avec  dix  chiffres  seulement,  on.pourrait, 
sans  craindre  d'erreur  sensible,  négliger  long-temps 
les  différences  du  quatrième  ordre;  car  il  fimdraît 
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qu'elles  fussent  répétées  un  grand  nombre  de  fois, 
pour  influer  sur  la  différence  troisième  :  on  formerait 
donc  successivement,  suivant  la  règle  du  n®  374  f  1^* 
colonnes  d/ss  différences  troisièmes ,  secondes ,  pfe- 
mièreSy  et  enfin  les  liogarithmes  des  nombres  - 

loooi,     I0OO3,     iooo3,     etc.  9 

en  partant  de  celui  de  1 0000,. qui  est  égal  à 

4 «00000  00000  00000. 

Il  faudrait  faire  le  calcul  ayec  i5  décimales,  afin  de 
reconnaître  quand  Taccumulation  des  quaàtités  négli- 
gées pourrait  commencer  à  influer  sur  le  dernier  chiffre 
qu'on  se  propose  de  conserver,  ce  dont  on  s'assure 
au  moyen  de  quelques  logarithmes  calculés  rigoureu- 
sement à  des  intervalles  éloignés;  car  lorsque,  par  la 
suite  des  additions  successives,  on  parvient  à  ces  loga- 
rithmes, il  faut  que  la  méthode  des  différences  les 
donne  tels  qu'ils  ont  été  déduits  à  priori,  au  moins 
dans  les  dix  premiers  chiffres ,  n  c'est  à  ce  nombre  que 
l'on  veut  s'arrèlf  r.  Lorsque  le  dernier  de  ces  chiffres 
cesserait  d'être  exact ,  ce  qui  n'aurait  pas  encore  lieu 
pour  le  nombre  iqoSo,    on  calculerait  de 'nouveau 
à  priori  les  différences  Au ,  à*u ,  à^u ,  et  Ton  se  servirait 
des  nouvelles  valeurs  comme  des  précédentes,  pom' 
obtenir  les  lo^rithmes  des  nombres  entiers  qui  sui- 
vent celui  auquel  on  a  dâ  s'arrêter. 

Application  du  calcul  des  différences  à 
VinterpoUition  des  suites. 

m 

382.  L'un  des  principaux  usages  du  calcul  des  dif- 
férences^ a  pour  objet  V interpolation  des  suites, 
opération  qui  consiste  i  insérer  entre  Us  teimes  d'une 
suite,  de  nouveaux  tenues  assujettis  à  la  même  loi  que 
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les  premiew.  Pour  cela  on  regarde  les  diffifrcns  termes 
de  cette  suite  comme  des  ^eurs  particulières  que 
reçoit  la  fonction  qui  exprime  le  terme  général,  lors- 
qu'on assigne  également  des  valeurs  particulières  à  la 
variable  d'où  dépend  ce  terme,  et  qui  dépend  elle- 
même  du  rang  qu'il  occupe  dans  la  suite  proposée. 
Quand  Texpression  de  ce  terme  est  donnée,  on  en 
tire  autant  de  valeurs  qu'on  veut  ;  mais  il  n'en  est 
pas  ainsi  lorsqu'on  ne  connaît  qu'uù  certain  nombre 
des  premiers  termes  de  la  suite ,  te  qui  est  le  cas 
ordinaire  auquel  on  applique  l'interpolation. 

Il  faudrait  alors  déduire  l'expression  analytique 
d'une  fonction,  de  celle  d'un  nombre  limité  de  valeurs 
numériques,  ce  qui  ne  se  peut  quand  la  forme  de  la 
fonction  est  inconnue;  car  on  doit  observer  que  ce 
problème  revient  à  former  l'équation  d'une  courbe 
passant  par  les  points  dont  les  valeurs  de  la  variable 
indépendante  représentent  les  abscisses,  et  celles  de  la 
fonction,  les  ordonnées,  et  qu'en  quelque  nombre  que 
soient  ces  points,  ils  ne  sauraient  particulariser  la  ^ 

courbe ,  si  elle  n'est  pas  donnée  d'espèce.  (Trig.  i68.)  ' 

Hais  comme  on  ne  cherche  à  interpoler  une  suite  que 
dans  des  espaces  très  resserrés ,  on* conçoit  que  l'ex-   . 
pression  de  son  terme  général  est  développée  suivant  1 

les  puissances  ascendantes  de  sa  variq^le,  et  qu'il  est 
pennis  de  se  borner  à  un  petit  nombre  des  premières  a 

puissances  de  cette  variable  ;  par  ce  moyen,  la  forme  ' 

de  la  fonction,  qui  est  alors  rationnelle,  se  trouve  j 

déterminée. 

Ainsi ,  sachant  qu'aux  valeurs 

x  y     3k  f ,     3c% ,     «Pj ,  ecc. , 
d'una  variable  quelconque  x\  répondent  les  valeurs 

M,     !#,,     i/,,     Us,  etc.. 
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d'une  fonction  u'  de  cette  variable ,  on  suppose  que 
Ton  ait  en  général 

u'zsm  +  fix'  -4-  ya:'»  +  fx'^  -|-  etc. , 

et  Von  détermine  les  coefficiens  « ,  ^ ,  y,  etc. ,  par  la  con- 
dition que  u'  devienne  successivement  ii ,  u, ,  »«,  etc. , 
lorsqu'on  change  af  ea  x^  x^^  x^i  ete.  • 

Cette  détermination  présente  deux  cas  :  le  premier, 
dans  lequel  les  valeurs  x,  x, ,  x, ,  x%^  etc.  sonté^ur* 
différentes ,  se  résout  immédiatement  par  Texpressiou 
de  tfn  du  n*^  877^ 

En  effet,  .soiei\t  19  +  1  nombres  donnés,  et  qu'on 
en  prenne  les  différences  relatives  au  premier  terme, 
la  formule  rappelée  deviendra 

n        .  ft(»»— 1)  ,. 
ii.  =  tt  +  -A2/+-^j-^A*tt 

^  n(n— i),..(n— m  +  i)^^ 

•  •.,••••  -f-   '      ,         .       .  .  A   u  ; 

I  «S*  •  •  «m 
et  si  l'on  y  fait  successivement 

fl=:  o,      n  =  1 ,      itss:  2,  •  • .  •  Hzsz  m, 
elle  donnera  les  pombres  . 

tt.  II,,.         II,,.. ..lia,  i 

on  peut  donc  la  regarder  comme  une  équation  qui  lie 
ces  nombres  avec  l'indice  du  rang  qu'ib  occupent, 
n  désignant  alors  une  variable  indéterminée. 

Il  est  visible  de  plus,  que  le  second  membre  étant 
développé  et  ordonné  suivant  ks  puissances  de  n, 
prendra  la  forme 

«  -(-  >Sn  4*  y**-  •  •  •  +  /*'*'"  > 

où  «9  /Sy  y, ....  #1  sont  des  nombres  donnés ,  et  sem- 
blable à  colle  qui  a  été  posée  ci-dessus  en  x*. 


Faisons  maintenant 

ii=f(x),     w,  =  f(x  +  A), ii,t=r(x+itA), 

pois  X'f'fi&ssx',  et  nllsx'— £sA';  ilenréniltàa 

R  as  -r-       et       U.  =  U   S3 
A 

Eufin ,  ù  l'on  repréaeote  «'—  u  pu  A'k  ,  il  yiendia 

383.  Je  passe  inaînt(enant  aux  applications. 
Soit  (f  abord  la  suite 

3,        7f        «9»        39,        67, 
correspondante  anx  indices 

o,         1,  a,  3,  4» 

on  a  poar  ce  cas  y 

é 

Iiss3y     Aifss49     A*f<  =  8y     A^ll  =  0,     &s=i; 

l'expression   de  à'u  se  réduit  à  ses  deux  pfemiers 
termes  y  et  Ton  obtient  par  son  moyen 

i 
ainsi  pour  Hudice  A%  il  viendra  ti'r=3  +  4^'^  ^"  \ 

prenant  A's^»  par  exemple,  on  trouverait  que  le 
terme  correspondant  à  cet  indice  est  ^8.  I 

Soit  encore  la  suite 

1,        4»        a»        3,        9,  ,     16; 
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en  prenant  les  indices  comme  à  rordinaire ,  savoir, 

o,         I,         3;         3,         4,        5j     ^^'9 
et  formant  les  différences ,  on  trouvera 

A^ttss— -G,     A*ii  =  0,      ^=1, 
d'où  Ton  tirera 

11=1+3— —o—^—: ho ^ 

•      1  i.a  i.a.3 


--6 


1.2.3.4 


£n  réduisant  cette  expression,  et  l'ordonnant  par  rap- 
port aux  puissances  de  h\  ou  aura 

,       12+116A'— I  ia"  +  34A'^-  3h'^ 

u  =•  '    '    ■  —  • — • 

Il  faut  remarquer  que  cet  exemple  et  le  précédent 
n^ofFrent  qu'an  nombre  limité  d'ordres  de  différences. 
Sur  ce  pied,  l'expression  de  u\  qui  est  aussi  limitée, 
représente  exactement  le  terme  général  des  séries  pro^ 
posées ,  et  peut  servir  à  les  prolonger  autant  qu'on 
le  voudra.  Tous  les  nombres  qu'on  en  déduira  sui-> 
vront,  par  rapport  à  leurs  différences,  la  même  loi 
que  les  premiers  termes  desquels  on  est  parti ,  et  les 
séries  dériveront  ainsi  d'une  fonction  algébrique  ra- 
tionnelle et  entièjre. 

384*  Lorsqu'il  s'agit  de  fonctions  fractionnaires, 
irrationnelles  ou  transcendantes,  la  suite  des  diffé- 
rences Au,  A*i/,  à?Uy  etc.  ne  se  termine  plus  rigou- 
reusement, mais  quand  elle  est  décroissante ,  elle  rend 

Cale,  intègr,,  5*  cdiiion.  38 
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yergeiite  l'expression  *• 

,       h\     .  A'{A'.»)   .    .  h'{h'—h)(h'^ih)  , 


A.aft 


A.2Â.3& 


et  permet  de  la  réduire  à  un  petit  nombre  de  termes, 
au  moîiw  poiur  un  intervalle  peu  considérable.  En  Toid 
lia  exemple  tiré  des  tables  de  logarithmes.  Je  suppose 
que,  par  le  moyen  d'une  table  contenant  les  loga-' 
rithmes  depuis  i  jusqu'à  xooo,  avec  dix  décimales, 
bu  veuille  avoir  le  logarithme  de  3,i4i5ga6536, 
nombre  très  approchant  du  rapport  de  la  circonfé- 
rence a^  diamètre  ;  on  regardera  alors  les  logarithmes 
contenus  dans  la  table  comme  des  valeu»  particu- 
lières de  la  fonction  ti,  les  nombres  comme  les  indices 
attxqask  répondent  ces  valeurs ,  et  l'on  formeca  le 
tableau  suivant  : 


u  =50,4969296481 
tt,  ;=  o ,  49^^  '  o5538 
«,«80,4996870826 
ac3  ss  o ,  5o  1 059262a 
11^  «s  o ,  502427 1 200 


18809057 
13765288 
•3721796 
18678578 


—43769 
—43492 
--43218 


I 


+»77 
+^74 


-3 


dont  la  première  colonne  renferme  les  logarithmes  de 

3,14,     3,i5,     3,16,     3,17,     3,i8, 

la  seconde  leurs  dififén^nces  premières,  la  troisième 
leurs  différences  secondes ,  la  quatrième  leurs  diffé- 
rences troisièmes,  et  la  cinquième  leurs  différences 
quatrièmes,  qui  se  réduisent  à  3  unités  du  dc;mier 
ordre.  On  aura  par  ce  moyen 

Au  =  +  0,0013809057,     A»tt  =  —  0,0000043769, 
à^u  «s  +  o ,000000027  7  I     A^U  r^  —  o ,  ooooooooo3  y 

et  comme         ft=:o,oi,       h's=      o,ooi5926536> 
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on  olMi^f» 

^^o,. 5916536,    ^  =  ^-.^=^M»aKJîl», 

avec  ce9  valeurs  il  sera  très  facile  de,  mettre  en  ootii- 
bres  la  formalc 

,  h'(h'-b)  (V-«&)(y--3&).,_       j. . 

'    + XTOÂlpE ^"'    %    ' 

qui  donnera  u'  =  0^4971498726. 

Il  existe  des  moyens  plus  faciles  pour  oWnir  les 
logarithmes  des  nombres  exprimés  par  bean(;0qp  de 
chiffres  y  mais  le  précédent  est  très  propre  à  serVir 
d'exemple  ponr  la  méthode  d'interpolation.  On  doit 
reconnaître  déjà  qne  cette  méthode  s'ét^dà  beauci«p 
d'autres  cas  ;  elle  est  surtout  d'un  très  grand  usage  dans 
les  calculs  astronomiques. 

385.  Lorsque  les  yalears  x,  Xi^x^j  x$y  etc.  ne  sont 
pas  équidifférentes ,  on  emploie  inunédiatemcnt  la 
formule 

dans  laquelle  la  substitution  des-  taleura  ptrCicaUttfes 
^,  Xi  y  X,,  Xs9  etc. ,  fournit  les  équations 

tt,  =  «  4-  ^1  +  y*'»  +  'ïp'»  +  «te, , 
u«  =  «  +  /gx,  +  yx*.  +  ^^  -t-  etc., 
^  ugcsz  m  +  I^S  +  yX*,  4.  ix\  •+•  etc., 
etA., 

38.. 
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dont  le  nombre  doit  être  ^l  à  celui  des  coeJBciens 
indétemdnës  «,  ^8,  y,  etc.  ;  et  voici  comment  on  ob- 
tient l'expression  de  ces  coeificiens. 

En  retranchant  successivement  la  premièreécpiaÉion 
de  la  seconde,  celle-ci  de  la  troisième ,  etc. ,  on  par- 
vient à  des  résultats  respectivement  divisibles  par 
X,—  *,  Jtt  —  ar, ,  x$  —  x» ,  etc.,  et  d'où  Tpn  tire 

??î:^:=/S  +  y(ir.+x)  +  /(x%+j:^+x«)+etc., 


JP, — X 


If 


î-4ii-*  =  /S  +  y(ar,+ar,)  +  *(JP%+^«J>^i+a:',)  +etc., 

*» *l        :    • 

J—^jr  /«+y(^â+^.) +'(^*3+3r3:r,+  3^^  +  etc. , 
etc. 
I  Posant,  pour  abréger  »  ^    > 

«B  Attta  les  équations 

i;  =s  /8  +  y(x,  +  X  )  +  *(*\  +  :c.ar4-^*  )  +  etc. 
,  ï/,  s=j8  4-  y(^.  +  *.)  +  *(x^  +^,*i+  x\)-*.  etc. 
l/.=  /S  +  y(a:3  +  arg)  +  /(x»8  +  Jrsar,+  x»g)+etc. 
etc.  ; 

retranchant  encore  U  de  ^1 ,  V^  de  U^y  et  ainsi  de 
suite,  et  désignant  par  U\  V%^  etc.,  les  quantités 


—  y  j  etc.  y 


on  trouvera 


l/'  =s  y  4-  /(jr,  +  x;  -f-  X  )  +  eu. ,. 
t^',  =  y  +  '(JC3  +  ar.  +  X,)  +  etc. , 


d'où  Ton  tirera  , 

V\  —  t/'  «  *(«s  —  j:>  +  etc;      ~ 
Maintenant  si  l'on  fait 


JTj  —  JF 


~  v\ 


on  aura  U'z^^-f'^^'y  ^  ^^  pour  fixer  Jes  idées  on 
n^  suppose  que  quatre  termes  à  l'expi^ion  de  u% 
Topération  finit  à  l'équation  ci-dessus*  Prenant  l«l 
valeur  qu'elle  donne  pour  t'y  et  r^moâtioit  à  celles 
de  y,  /S)  «y  par  le  moyen  des  quantités  V ^  1/  et  1/,  il 
viendra 

fi  sz  U  —  U'{x,  +x)  +  VÇx^x,  +  x^x  4-  ^,x)y 
#  =x  II    •»-  Ux  -4-  t/'jria:  —  U^x^x^x, 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  u',  on 
aura 


«'sitt+l/Cjc'— x)+l/'[x^^— (jp,+x):i<+.r.JP]  1 

+ t/^[a/' — (a?,  +x,  +jr)x'»+ (araX,+Xaj:+X4^)ar' — ^jp,  «jX]  I  * 

Il  est  facile  de  voir  que  les  coefficiens  de  V^  V  et  C/' 
sont  décoropbsables  en  facteurs  simples,  et  qàe  Von 
peut  mettre  u'  sous  la  forme 

w'  as  «  +  l/(ar'—  x)+U'  (x^x)  (a/—  ar.) 

En  poursuivant  d'après  cette  méthode  ^  on  obtien- 
drait une  formule  analogue  à  la  précédente  ;  et  quel 
que  fût  le  nombre  des  valeurs  x,  x^j  x,,.,.  de 
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l'absciste  sf^  on  aurait  en  général, 


«'=11  f  V{x'^x) + Cy  (:r'-«)(a/-<,.)+  tr'(«'_*)  (,'-a:.)  (jt'-x.) 

+ir(*'_ar)  («'-*J  (x'-xj  (x'-xs) +etc., 

en  faisant 

Z ;    —  ^>       Z T"  =^ii        ■■■         'g=t/>» — =t/3,  etc., 

Xs — X  Jt^'^X^'       •    .V    •       ' 

— —  =L^,  etc., 

etc. 

Quand  les  yaleors  XyX^^  x^^  Xs,  etc.  ^  sont  équidLf- 
(érente^,  on  a 

d'où  l'on  déduit 

etc.  ; 

famfnt  ensuite  x'tsx-^h^  il  en  résulte 

x'— x  =  A\     x'— x^a;*^— A,     x'  — X,  =:/«*— a/i, 

et  l'on  voit  ainsi  que  l'expression  piécedente  de  u% 


k 


\ 


qui  devient  alors 

A  /1.2A 

rentre  dans  celle  du  n'  882,  obtenue  pai'  une  voie 
différente. 

386.  Lagrange  a  présenté  l'exptession  de  u',  90us 
^ne  forme  nouvelle)  en  observant  que  puisque  les 
équations 

M  =  •  -f  ftr  +  yar*  +  ^x'  +  etc. , 
II,  =  •  +  ^ar,  -|.  yx*,  4-  '^\  +  etc., 
u,  =  «  4-  jtoa  +  yj^^  +  ^\  +  etc., 

etc.  y 

sont  du  premier  degré  seulement,  par  rapport  à  cha-- 
cune  des  cpiantités  «9  ii^y^  etc. ,  u,  u,,  u^,  etc.,  et 
que  1/  doit  être  exprimé  en  x\  de  manière  qu'en  y 
faisant  successivement  oif^sXy  x'ssâTi,  .t'sssx,,  etc., 
il  vienne  ii'=  u ,  u'=  zi| ,  u  =  u. ,  etc. ,  on  peut  écrire 

«'=  Xu  +  X^M,  +  Xwâ  +  «te. , 

pourvu  que  X,  X|>  •^«9  etc.  soient  des  fonctions 
de  x' telles  que  par  la  supposition  de  j/=x,  on  ait 
en  même  temps 

X  :=  I ,      X|S3  0^     Xy^^'O,   etc., 

que  par  celle  de  a/  ss  Xj ,  on  ait 

X  -=^0^    Xi  SB  I ,    X»  ss  O)  etc. , 

que  par  celle  de  x^ ssx^,  on  ait 

X=3  0,     X|  =  o,     -y»î=i,etc, 

et  ainsi  de  suite,  conditions  qui  seront  remplies  si  Tôd* 


x.= 
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prend 

_(j/— a:,)  (g  -*j:0  (x^  ^  X3) 

(x  —  X,)  {X  —  jr,}  (x  —  Jfs) .  • . .  ' 

(ar'  —  x  )  (x'-r-  x^)  (x'—  0:3) .... 

(x,— X)  (Xi— ar.)  (Xj— ara) * 

y  (x' — x)  (x' — X,)  (j/ — xa)»,.. 

•  ~"  (Xa—  X  )  (x.—  x.)  (x,—  xs) * 

etc. 

La  loi  qu'il  fkut  observer  dans  la  formation  de  ces 
quantitëê  est  on  oe  peut  pas  plus  simple  ;  leor  num^ 
rateur  contient ,  ainsi ,  que  leur  dénominateur,  autant 
de  facteurs  qu'il  y  a  de  quantités  Xy  x, ,  x^,  X3,  etc.» 
moins  une  ;  et  si  Ton  y  fait  les  hypothèses  indiquées 
ci-dessus  9  non-seulement  on  se  convaincra  qu'elles 
satisfont  à  la  question  proposée ,  mais  on  verra  de 
plus  comment  il  a  été  possible  de  prévoir  qu'elles  y 
satisferaient  :  on  a  donc  cette  nouvelle  formule  d'in^ 
tcrpolation  : 

(x' X,)    (x' Xa)    (x' — Xs)... 

(x  —  X,)    (x  —  X,)    (x  —  X3).  .  • 

(x'  —  X  )   (x' X,)   (x' X3)  .  .  . 

-A»      ■  ■  ■  .         Il  ■■       ■   . ^.   y. 

(x,—- x)    (x,— Xa)    (X|— X3)... 

,  (x'—  X  )  (x'  —  X,)  (jp^— r  Xs) . .  • 
(x». —  X  )  (Xji —  x.)  (x,-^  Xa). . . 
+  etc. 

très  commode  dans  la  pratique  y  parce  qu'on  en  peut 
calculer  chaque  terme  par  le  moyen  des  logarithmes. 
Il  ne  serait  pas  difficile  dé  la  ramènera  celle  du  n**  pré- 
cédent, et  même  à  ceHe  du  n^  382  ;  c'est  pourquoi  je 
ne  m'y  arrêterai  pas. 

387.  Ici  il  est  aisé  de  voir,  d'une  manière  évidente, 
que  le  problème  de  l'interpolation  est  indéterminé, 
quand  des  considérations  particulières  ne  fixant  pasU 
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forma  de  la  fonction  qui  doit  repn^benter  le  terme  gé^ 
uéral  des  nombre^  donnés* 

En  effet ,  les  seules  <o<mditions  auxquelles  soient  as^ 
sojetties  les  inconnues  X,  X,,  X,,  etc.,  peuvent  être 
retop^es  par  des  fonctions  bien  différentes  de  cdles 
que  Lagrange  a  choisies* 

On  trouve  d'abord  l'expression  très  simple 

sin  i?i(x'— jr,)  sin  n  {x'^^x^  tànp  {xf — JCs)  etc. , 

qui  jouit  de  la  propriété  de  s'évanouir,  lorsque     <. 
3/  z=zXiy     j:'  =s  x, ,    ;i?'  s=  07$,  etc. , 

quels  que  soient  les  nombres  m,  n,  p,  etc.  :  on  pourra 
donc  poser  l'équation 

y^^sin  m  (g^— j:,)  sin  n  (x'-^x^)  sin/?  {x' — xs)  etc. 
sin  m  (j:  —  or,)  sin  n{x  —  x^)  sïop  {x  —  3:3)  etc.  * 

dont  le  second  membre  se  réduit  à  l'unité  lorsque 
x'ssx;  et  sur  ce  modèle,  on  formera  aisément  les 
valeurs  de  X, ,  X, ,  etc. ,  dans  chacune  desquelles  on 
pourra  prendre  pour  les  coeffidens  m,  n,/?,  etc.,  tels 
nombres  qu'on  voudra. 

Si  de  pareilles  expressions  s'accordent  avec  celles 
du  n*  précédent  pour  les  valeurs  de  â/  comprises  dans 
la  série  X,  x, ,  x,,  etc.,  elles  eu  diffèrent  beaucoup 
dans  les  intervalles ,  dès  que  les  arcs  ne  sont  plus 
asseï  petita  pour  être  sensiblement  proportionnels  à 
leurs  sinus  s  on  peut  d'ailleurs  substituer  les  tangentes 
aux  sinus,  et  les  conditions  précédentes  seront  encore 
remplies. 

388.  Les  formules  d'interpolation  s'appliquent  d'une 
manière  très  utile  dans  la  déiermination  approchée 
de  l'intégrale  fXdx^  ou  de  la  quadrature  des  courbes. 
La  première  idée  qui  s'est  présentée  sur  Ce  sujet,  a  été 
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de  MibitilMer  à  la  courbe  pi^osëe  une  courbe  pa- 
rabolique y  assujettie  à  passer  par  jm  nombre  donné 
de  points  de  la  première  s  il  est  évident  que  pins  ces 
points  seront  mnltipliés  et  resserres,  plos  rezactitude 
croîtra. 
En  prenant  d'abord  la  formule 

«'=  «  +  /8*'  +  yx'*  +  etc., 

pour  représenter  Tordonnée  de  la  courbé  parabolique , 
Taire  dé  cette  courbe  sera  exprimée  par 

fu'Ax^= J-  '—-  +  ^  +  etc.  4-  const.  J 

qaaot  aux  coeffiçiens  «,  /B,  y,  etc.,  ils  se  concluront 
sans  peine   du  développement  de  Texpression  em- 
ployée pour  II'. 
Si    Ton    prend    celle   du  n*  38^ ,    qu'on  y  fasse 

A' 

-v3:a:^,  elle  deviendra 


«  =ï»  -I — _  +  ^-^^—- +  -^^ -^-^ h  etc. , 

et  il  faudra  la  pousser  jusqu'au  même  nombre  de 
termes  que  la  précédente ,  c'est-à-dire  celui  des  points 
par  lesquels  doit  être  déterminée  la  courbe  para- 
bolique. 

Supposons  que  ce  nombre  soit  3  ;  on  ne  prendra  ope 
les  trois  premiers  termes  de  la  formule  ci-dessus  ;  en 
l'ordonnant  saivant  les  puissances  de  y,  il  viendra 

quantités  qui  ne  dépendent  que  des  trois  ordonnées 
consécutives  n,  u,,  !<,>  répondant  aux  valeurs 

A'=o,  A'rr-ft,   A'=a*,     ou    a:'=o,  jp'sti,  ys=>;. 
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et  si  Ton  assigne  o  et  s  font  les  limites  de  fu'éafj  sa 
valeur  sera  •  • 

au  +  a(Au  •—  \  A'u)  +  |  A*ii 
=  a(tt  +  Al*  +  i  A'B). 

Dam  ce  ouy  n'  serait  Tordonaf^  d'une  parabole  ÇA  t 
fig,  63  9  passaat  par  trois  paînu  de  la  courbe  propesée  '>••  ^* 
DE  y  et  fUi^^  Xtàxm  du  sognsent  de  cette  paeabole, 
compris  .entre  la  première  ordonnée  PM  et  la  iioi- 
sîèsne  P^M%. 

En  général»  cette  parabole  ÇA  seta  alteiBatÎTcment 
intérienre  et  eitérience  à  la  proposée,  on  vice  vené^ 
en  sorte  qœ  Taire  de  son  sèment  dî£Eérera  dans  une 
partie  par  défaut  et  dans  l'autre  par  excès  i  de  Taire 
du  segment  correspondant  de  la  courbe  proposée  DE  ; 
et  alors  il  pourra  s'opérer  dans  le  résultat  total  une 
compensation  plus  ou  moins  approchée  entre  ces  diffé- 
rences. 

La  formule  précédente  devient  plus  symétrique 
quand  on  remplace  les  différences  Au  et  A*i/  par  leurs 
Valeurs 

ii,-^u  et  ii,*-«-aK,  +  tf    (378) 5 
on  obtient,  après  les  réductions, 

î  ("  +  4«i  +  "0- 

Si  Ton  conçoit  de  même  qu'il  passe  une  nouvelle 
parabole  par  les  points  M^^Hzy  M^^  et  ainsi  de  suite , 
et  que  l'on  réunisse  les  aites  de  chacun  de  leurs  seg- 
me^s,  on  pourra  embrasser  une  portion  aussi  grande 
que  l'on  voudra  de  la  courbe  proposée  ;  et  si  la  der- 
nière ordonnée  est  représentée  par  »«,  m  étant  un 
nonbve  pak,  on  aura 
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^  (Il 4- 4«i  4- «•)  -f  î(«.  +  4<^  +  «4) 

4-  è(«— .+4«—+««> 

sa^  (il  +  II.)  +  I  (II,  +  11^ f.  «,^ 

Ce  résultat  y  d'une  forme  assez  élégante ,  ne  compre^ 
nant  que  des  ligues  qu'on  peut  mesurer  sur  la  figure  y 
peut  servir  à  éraluer  des  aires  renfemées.par  des 
courbes  dont  eu  n'a  pas  Téquation^  avantage  que 
n'offre  point  la  méthode  du  n**  a33>  Au  reste,  dans 
IVme  et  l'autre  méthode  y  il  faut  calculer  k  part  les 
portions  comprises  entre  deux  points  singuliers,  et 
multiplier  davantage  les  ordonnées  dans  celles  où  la 
variation  de  courbure  ett  le  plus  conndérable.  Nous 
reviendrons  sur  ce  sujet  au  n^  4^^* 

De  l'analogie  des  différences  avec  les  puissances. 

389.  Le  Calcul  différentiel  et  celui  des  différences, 
quoique  étant  bien  distincts,  comme  on  le  verra  dans 
la  suite ,  ont  néanmoins  de  grands  rapports  entre  eux, 
et  peuvent  s'appliquer  l'un  à  l'autre.  Lorsque  l'on 
considère  le  premier  sous  le  point  de  vue  où  l'a 
présenté  Leibnits ,  ou  par  la  théorie  des  limites ,  il 
devient  un  cas  particulier  du  second  :  on  a  dA  le  re^ 
marquer  au  commencement  de  cet  Ouvrage  ,  et  pour 
le  confirmer  encore ,  je  déduirai  la  série  de  Taylor, 
de  l'équation 

ii«=3ii.4--ûii4--^ ^A'tt 

I  1.2 

+  -^ — --j-^ ''A\  +  etc.     (377). 

Soit  u  =s  Ç(x) ,  et  que  la  variable  x  reçoive  snccesp 
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sifement  un  nombre  n  d'accrôîssemens  ^aaz,  fepré* 
tente»  par  •;  la  valeur  ir«  sera  celle  que  prend  u 
quand  x  devient  x  ^  nm;  fusant  ensuite  fimr=:hj  on 

h 
aura  n  ss  -  et 

m 

ce  qui  peut  s'écrire  ainsi  : 

I  M  i.a      «* 

^  i.a.3  «5  ^^    • 

Maintenant ,  si  Ton  conçoit  que ,  h  demeurant  cons- 
tante ,  m  décroisse  indéfinin»ent ,  ce  qui  reviefnt  à  sup^ 
poser  le  nombre  n  déplus  en  plus  grand,  le  second 
membre  de  Téquation  ci-dessus  tendra  vers  àne  limite 
<{ui  s'obtiendra  en  faisant  «sb  o ,  et  en  observant  que 
les  rapports 

Au       à*u       A^u 

""^ï        ^  >       '  a  -  >  etc. 

ont  alors  pour  limites,  les  coefficiens  différentiels 

on  aura  donc  encore 

•  du  &  .  d'u  A»     .  d»w     A'      ,     ^ 

«+diT+dr-7:^"*"d?T:53+"''- 

pour  le  développement  de  la  fonction  u,  quand  x  est 
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dtveaae  jp  -f*  &•  C'est  è  peu  près  ainsi  qm  Tay kw  est 

arrivé  aa  ibéorème  ci^destiM ,  qui  porte  son  nom. 

Lorsqu'une  ibis  on  y  est  parvenu ,  la  théorie  ana- 
lytique du  Calcul  différentiel  n'offre  plus  aucune 
difficulté;  ainsi  ce  qui  précède  suffit  pour  montrer 
comment  il  résulte  du  Calcul  des  différences. 

'3go.  A  l'aide  du  théorème  de  Taylor,  le  dévelop- 
pement des  différences  d'un  ordre  quelconque  pour 
une  fonction  quelconque,'  s'obdent  sans  difficulté.  On 
a  premièrement 

dtti  .  d'il   *•    .  d^ii     A'      .     ^ 

^«=di7+d?r5+dFi:r3+^*'-' 

et  si  j  dans  cette  équation ,  on  met  successivement  Au^ 
A*u  )  à^u  y  etc.  j  au  lieu  de  u,  on  formera  les  expressions 

dM  h  .  dMtt  A»    ,  à^àu     A»      , 

^"=-d?T+-s?7:i+d3?rr5+"^- 

,         dA^ttA  .  d*A««  A*    .     ^ 
A'a  =  -3 +  -T--Z h  etc., 

dA»«  A  j     ^ 
Aiu=-5^-+etc., 

etc.  9 

au  moyen  desquelles  le  développement  de  chaque  dif- 
férence se  déduit  de  celiû  de  la  précédente.  On  obtien- 
dra d'abord 

d*tt  A»       dHi  A»   ,   i^u  ¥    . 
dx*  I        dx'  !i  ^   dr«  â«3  ^ 
d^A3    ,    d^K   Ai 

,   d^n    A4 
+  d^rî  +  '''' 
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Il  serait  facile  de  troarer  la  loi  qae  saivenl  les  termes 
de  cette  expression  ;  mais  on  y  parvient  d'une  manière 
plus  générale^  au  moyen  de  l'analogie  qui  existe  entre 
la  dîfférentiation  des  quantités  et  leur  éléTation  aux 
puissances,  analogie  dont  le  n^SyS  renferme  les  pre- 
mières traces. 

3gi,.  Ou  a  vu  (27)  que 

e*x=i+  — r  +  etc, 

et  il  suit  de  cette  formule  que 

du 

S*  ,  diiA  ,  du»  A«       dii^    *»      .     ^ 

^       ='  +  diT  +  cl?r:ï  +  ^7X3  +  "^"- 

S'^  diiA_^d««  A*  ^dtt'     A^      .     . 

tf       — 1  =  1 1-  T-i H  T-,  - — î  +  etc. 

dxï      d«M.a  ^dx'i.a.3^ 

Si  maintenant  on  transporte  les  exposansdes  puissances 
de  dit  à  la  caractéristique  d,  le  second  membre  de 
l'équation  précédente  deviendra^ 

du  A       d'il  A'     .  d«M     A»       ,      ^ 

T —  4-  "T^  —  +  -r-7 =  +  etc. , 

dop  I  ^  djf*  I  .a  ^  6x^  r.a.3  ^ .       ' 

et  sera  la  même  chose  que  Au  :  on  aura  donc 

àUZZZ  C  —  I  9 

pourvu  que  dams  le  développement  du  second  membre , 
on  transporte  à  la  caractéristique  d  les  exposans  des 
puissances  de  du. 

D'après  ce  résultat ,  Lagiange  a  remarqué  le  pveinîer 
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qu'on  avait  en  gépénd 

/g*    V 

en  observant  toujours  de  transporter  à  la  caractéris- 
tique d  les  exposans  des  puissances  de  du. 

Depuis,  on  a  simplifié  cette  manière  d'écrire ,  en 
posant 

'Auss\e  *  — i/w>     A"ii=\e       — 1/  u  ; 

car  il  n'y  a  plus  rien  à  changer  dans  le  développe- 
ment ;  mais  il  faut  bien  se  rappeler  que  la  lettre  d  ex- 
primant une  caractéristique  et  non  pas  une  quantité , 
les  équations  ci-deyus  ne  deviennent  effectives  que 
par  le  développement  de  leur  second  membre.  Voici 
comment  Laplace  a  démontré  ce  beau  résultat. 

Il  est  évident ,  par  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n"  pré- 
cédent, que ,  quelle  que  soit  l'expression  de  A*Uf  on 
doit  avoir 

jfj  A*<i  etc.  désignant  des  coefficiens  qui  ne  dépendent 
que  de  n.  Cette  équation  devant  subsister  pour  toutes 
les  formes  que  peut  prendre  la  fonction  n ,  conviendra 
nécessairement  au  cas  où  u  =  e*  ;  mais  alors 

du  ^^  d'u  ^^  d'u 

dx  ~  d?  ~  d?  "  ^^^^  ~      ' 

m 

Au  =c^*— e*=e*(c*— I) ,  A»7i=:(e*-*-»— e*) (e*~  i)=e*(c*— i)'i 
A'usse'Cc*— i)S A"u=se*(c*— 1)«. 

Sabaiiteant  cette  valeur  de  A'u,    dans  le  premier 
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membre  de  l'équation  posée  plus  haut ,  et  celles  de 

-p-.  -T-^y  etc.,  dans  le  second  y  il  viendra 

(e*~i)«  =  A»  +  -^A«+'  +  ^"A»*»  +  etc , 

•  ■ 

d*où  il  soit  que  les  coefBciens  A ^  A^y  etc.  doivent  être 
les  mêmes  que  ceux  du  développement  de  (e^r^i)* , 
puisque  l'accroissement  h  doit  demeurer  indéterminé. 
Il  ne  peut  d'ailleurs  exister  aueuoe  difficulté  à  Tégard 
des  coefficiens  différentiels  de  u^  qui  se  déduisent  top^ 
des  puissances  de  du  par  le  changement  indiqué  dans 
les  exposans. 

La  même  relation  entre  les  puissances  et  les  diffé* 
rences  se  retrouve  dans,  les  fonctions  d'un  nombre 
quelconque  de  variables ,  et  se  prouve  d'une  manière 
analogue. 

dtt  .  du , 

392.  Dei^iisse  *  — I  on  tirée  *  ass  i  ^  ûs;  et 
si  Ton  prend  les  logarithmes  de  part  et  d'autre ,  il 
viendra 

^A  =  l(i+Aii). 

Lagrange  a  encore  reconnu  que  cette  équation  9e* 
rait  vraie,  si  dans  le  développement  de  1(1+^») y  on 
transportait  à  la  caractéristique  A,  les  exposans  des 
puissances  de  Lu\  on  aurait  par  ce  moyen 

giÎA=Aii— i^'u+fA^ii— ^zi^u  +  etc.     (29). 

Au  lieu  de  m'arrêter  à  démontrer  ce  cas  particulier , 
je  vais  prouver  qu'en  général 

en  changeant  Au*,  Az/^  etc.  en  A'm»  A'if,   etc.,  ou 

Cd/c.  i/it^r.»  5*  édition.  39 
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bien 

a?*"«0(«+A)}-«, 

stns  lien  changer  dans  le  dëTeloppement. 

Il£flt  visible  que  la  question  revient  à  de'terminer  les 

coefficiens  diCEerentiéla-r-i  ^-r-,  etc. ,  en  fonction  des 

dX     QX    ■ 

différences  successives  de  u,  et  que  poar  ceU  on  «  des 
équations  de  la  forme 

A'**w:^^h'^  +  etc. , 

etc. . 

dans  lesquelles  les  cœfficiens  différentiels  ne  montent 
qu'au  premier  degré  :  on  peut  donc  faire 

/  ^  ft«=  A«ii+ iî'A'»-^'u  +  B'à'^u  +  ^a"+'m+ etc. 

On  obtieedrait  facilement  la  valeur  des  coefficieBS  in- 
connus B',  j6'>  B^f  etc.  »  par  rélimination  successive  de 


mais  puisque  Téquation  hypothétique  doit  avoir  lieu» 
quel  que  soit  u^  elle  subsistera  encore  lorsqu'on  y  fera 
usse*,  ce  qui  donnera 
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quelque  valeur  qu'ait  le  nombre  entier  i-,  et  Ton  trou- 
vera par  conséquent 

A«=(c*— !)•+  jr(e*— !)•+' 4.^>*— i)«+>  +  etc. 

Pour  mettre  en  évidence  l'identité  des  deux  membres 
de  cette  équation,  il  suffit  d'observer  que 

A«=:{l(i+e*-.i)]-, 

parce  que  le  développement  de  1  (i-|-  e'^—i) ,  ordonné 
suivant  les  puissances  de  e*— i,  qui  est 

«*-.!-  î  («*-0*  +  i  (e*^if  -  i  (e*-i)4  +  etc. , 

étant  élevé  à  la  puissance  n ,  deviendra  comparable  à 
la  série 

(e*^-.,)»4.,B' (<:»—,)»+»  4.  ^(e*-.0»+»+  etc., 

dont  les  coefficiens  numériques  B^^  B'j  etc.  seront  par 

conséquent  déterminés.  Si  Ton  écrit  Au  à  la  place 

d*tf 
de  e*— I,  et  ;|t^&*  à  celle  de  A*,  on  aura  l'équation 

d*tt 
•  - —  A*  =:  (  1  (i  -f-  A)  }•« ,  posée  précédemment. 

En  faisant,  pour  abréger,  e^— las*,  et  développant 

(«— i#'-f«j#^— {*<4-  etc.)*  j  suivant  les  puissances 
'  de  «,  par  la  méthode  du  n**  55,  on  obtiendra  les  va- 
leurs de  B'j  B%  ete. 

3g3.  La  formule  du  n*  382  se  déduit  aussi  du 
théorème  de  Taylor,  qui  devient  une  formule  d'in- 
terpolation ,  lorsqu'on  y  remplace  les  coefficiens  diffé- 
rentiels par  leur  expression  en  dilFértnces,  tirée  du 
n^  précédent. 

3df 
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En  effet  réquation 

donne 

^  =  ij  (A««  +  ^A'+'tt  +  ^A*^tt  +  etc.). 

Si  Ton  lirait  saecessiYement  de  cette  équation  les  va- 

du    d*ti     d^i* 
leurs  de  ^,  rz,  j^j  etc.,  pour  les  substituer  dans 

la  se'rie 

0 

,  iuh'  ,  i'u  A"    .  d»u     A'» 

«  +  57  +  5^^7:5+5^7X3  +  **'" 

qui  eiprime  ce  que  deyient  u  lorsque  x  devient  x^^hl  ^ 
on  aurait  un  résultat  de  la  forme 

+  (/r,  ^  + /?'4;  + /^.  ^3)  A'«  +  etc- , 

B'fB'^ffif  B'ijB^xf  etc.  étant,  ainsi  que  ^»^'»  etc. , 
des  coefficiens  numériques  indépendans  de  &  ;  et  dési-, 
gnant  par  a'u  l'accroissement  que  reçoit  la  fonction  u, 
dans  le  passage  dexkx^  h'y  il  viendrait 

Il  +  A'i/=«i4.^  Att  +  (B't.  ^  B"  ^A"tt+€tc.* 

Cette  équation  devant  avoir  lieu,  quel  que  soit  <r» 
subsiste  encore  dans  le  cas  où  Ei=e*,  et  se  change 
alors  en 
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dont  on  ramène ,  par  le  développement  y  le  premier 

membre  à  la  même  forme  que  le  second ,  en  observant 

h' 

X 
que  e^'sss  [  i  +  (<?^ — 01    >  ^^  comme  en  remettant  dans 

le  second,  Uj  ùu,  A'u,  etc. ,  à  la  place  des  quan- 
tités i,(e^-^i)y  (^ '**>)*!  €tc«».  on  retombe  sur  le 
développement  de  if  +  ^'u%  on  doit  en  conclure  que 

Ce  résultat,  aussi  simple  qu'élégant,  a  été  pré- 
senté par  Lagrange ,  comme  une  conséquence  de 
Tanalogie  que  les  différences  ont  avec  les.  puissances. 

En  effet,  il  suit  de  l'équation  e  '    sssi  «f  ûii  (3ga)  que 

€      as  (i  -^  Ail)    ;  mais  on  a  aussi  «      =  i  4-  a  u  : 

h' 

donc  1  -f*  A'u  =  (1  «f-  Au)    . 

En  développant  le  second  membre  de  cette  dernière 
équation ,  et  transportant  à  la  caractéristique  A ,  les 
ezposans  des  puissances  de  Au,  on  trouvera,  comme 
ci-dessuA, 

A'ii=j-Aii4--x:^-A'ii 


(**)  Ces  cnrlentet  analogies  des  puissances  avec  les  différences  et 
les  différaatiellef ,  sont  développMf^  avec  beaucoup  d^ctcndue  dans 
U  3*  volame  du  Traité  in-4*>  ^V  *^  indiqué  plusieurs  Mc'oioircs 
ioiifrca  sur  ce  sojet,  dans  les   Transactions  philosophiqtiçs ,  et 


/ 


6i4  ^^  oivriBBHOBs 

Du  Calcul  immrse  des  différence  ^  par  rap^ 
port  aux  fonctions  explicites  dune  seule 
variable. 

394.  Le  Calcul  inversç  des  différences  est,  àlVgard 
du  Calcul  dii^ct,  ce  qu'est  le  Calcul  intégral,  par 
rapport  au  Calcul  différentiel  :  il  a  pour  objet  de 
remonter  des  différences  aux  fonctions  primitives.  Je 
m'occuperai  d*abord  des  différences  qui  sont  cKprimées 
iinmédi^itement  par  la  variable  iod^Spendante»  c'est-à- 
dire  où  Ton  a  pour  détermiMier  u^y  une  équation  de  la 
forme 

Paccroissement  de  x  étant  constant  et  donné  :  je  le  re- 
présenterai à  l'ordinaire  par  k. 

Soit  premièreqient  rz3i,  d'où  dii«8=»f(T)s  pour 
indiquer  l'opération  qui  doit  faire  revenir  de  lu, 
kugy  on  emploie  la  caractéristique  2,  et  l'oi»  écrit  eu 
conséquence 

S Âtt^&s  M,  =  Xf(x) , 

les  caractéristiques  l  et  .2  indiquant  des  opérations 
contraires,  qui  se  détruisent  lorsqu'on  les  effectue 
l'une  après  l'autre  sur  la  même  fonction. 

L'opération  indiquée  par  le  signe  X  s'appelle  aussi 
intégration  ;  car  2f(;r)  désigne  une  véritable  somme. 
£n  effet ,  si  Ton  ajoute  les  équations  (i)  du  n®  875,  il 


quelques  remarques  de  M.  Heischd,  dnot  rAppan^îo*  quHI  «  m» 
à  la  suite  de  la  trarluction  qu^il  a  bien  voulu  faire»  «onioiiMeaiMil 
avec  MM.  Babbage  et  Peacok,  ^e  la  ae  ^duiou  d»  pwéeal  Traita 
élémentaire. 
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TÏenàtaL 

et  si  Ton  représente  par  a  la  |>reniîère  valeur  de  x  , 
et  par  u  celk  de  u,^  qui  s'y  rapporte ,  on  aura,  pour 
une  Talenr  quelconque  ^  sâ  a  -f*  nA , 

2f(a:)  =:«  +f(a)  +  f(ii+  A)  +  f(a  +  a/i) 
+f[a  +  (it-i)^]. 

Cette  expression,  qui  augmenterait  de  {(a'^nh)  ou 
de  t{x)j  si  Ton  ajoutait  A  à  la  dernière  valeur  attri- 
buée à  :r,  tt  qtd  a  par  conséquent  pour  différence 
f(x) ,  se  compose  ainsi  de  la  somme  de  toutes,  les  va- 
leurs que'prend  t(x)  depuis  j:r=  a  inclusivement  jus- 
qu'à x  =  a^'  (n^^i)hy  plus  de  la  première  valeur^ 
de  u  qui  est  indéterminée ,  et  qui  tient  ici  la  place  de 
la  constafnte  arbitraire  que  le  passage  de  u^  à  Av,  a  pu 
faire  disparaître. 

Pour  revenir  de  A'«/^=f(ar)  à  w^»  il  est  évident 
qu'il  faut  effectuer  autant  d'inté[j;rations  qu'il  y  a  eu 
de  différentiationSy  ce  qu'on  indiquerait  ainsi  : 

2Vi/^  a=  II,  =s  Z'I(x). 

A  chacune  de  ces  opérations,  il  faudrait  ajouter  une 
nouvelle  constante ,  ce  qu'on  peut  voir  aussi  en  obser*-^ 
vaut  que  l'équation  A'tt,=f(jr),  ne  donnant  les  diffé- 
rences  de  ta  fonction  qu'à  commencer  de  l'ordre  r 
laisse  indéterminées  les  r  quantités 

II,     An,     A'ii,..,A'"'ïi, 
et  par  conséquent  les  r  premier»  termes  de  rexpresaton 

II.  =  tt  + -Ail  + -i— — i  A'ii  +  etc.    (377), 

*  1.3 


6l6  VtB  DlFYés£NCXS  # 

au  moyen  de  laquelle  on  passe  de  la  valeur  u  relative 
à  x^=say  k  celle  qui  se  rapporte  à  x  =  â  «f-ii&. 

SgS.  On  voit  donc  qu'ici ,  comme  pour  les  diffëren- 
lielleSy  rintégration  introduit  un  nombre  de  cons- 
tantes arbitraires  ^al  à  l'exposant  4e  l'ordre  ;  mais  il 
y  a  cette  différence ,  que  les  quantités  qui  disparais- 
sent quand  on  passe  aux  différentielles ,  sont  abso- 
lument constantes  ^  au  lieu  que ,  pour  se  détruire 
quand  on  prend  les  différences ,  il  suffit  qu'une  quan- 
tité demeure  la  même  lorsqu'on  passe  dexkx^h  z 
et  il  en  existe  de  telles  ;  car  il  est  visible  que 
l'expression 

/  .     sur*  airJt\ 

^^sm— -,  cos-jp^, 

qui  devient  alors 

^Psin  Q^  +  ^J\  t  cos Qj^  +  ^ V  J ' 

jouit  de  cette  propriété,  quelle  que  soit  la  forme  de  la 
fonction  ^. 

On  fait  entrer  en  même  temps  le  sinus  et  le  cosinus 

dans    la  fonction,   afin    qu'elle   ne  redevienne   la 

même  que  par  le  changement  de  or  en  x  d:  ft ,  ce  qui 

n'aurait  pas  lieu  pour  une  fonction  qui  ne  conticn- 

.drAit  que  l'un  ou  l'autre ,  puisque 

""O'- x)=""(*'"^^)' 

cos(  «r-^)=cos(  r+î^; 

nous  donnerons  dans  la  suite  la  construction  géomé- 
trique de  ces  fonctions. 
•  3g6.  Il  est  à  propos  de  remarquer  qu'en  prenant 
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Tintegrale  de  chaque  membre  de  Tëquation 

AU  -f-  Âi> —  AW  =  A  (tt  +  f^  —  W)     (376), 

il  vient 

ce  qui  lamëne  Tintégraiion  des  différences  polynômes 
à  celle  des  différences  monômes. 
De  même  Téquatiôn 

aAuasA.an    donne    2.tfAi/?=âu  =  aXAK, 

par  où  l'on  voit  que  les  facteurs  constans  passent, 
comme  on  vont,  sous  le  signe  S  ou  hors  de  ce  signe. 

397.  Lorsque  f(x)  est  rationnelle  et  entière ,  Tex- 
pressionde  Un*  en  se  terminant,  en  donne  l'intégrale 
exacte.  En  effet,  si  m  désigne  l'ordre  auquel  les  diffé- 
rences de  cette  fonction  sont  constantes  (38o),  comme 
de  A^M,^f(a:),  il  suit  A"*f(a:)  =  a*""^*!*,  ^  et  que  cette 
dernière  différence  est  constante ,  on  a  sur-le-champ 


,  n        .   n(/i— 1)   . 
i/,a=ii  +  -Aii4--  A*i 


A"M 

I  i.a 


i.2,3,,..(r+»») 


4>  '     '^ r — ; r -A'"^*!!, 


Il,  AU,  A'tty  etc.   répondant  à  x=sâ;  et  si  l'on  fait 
a^-nh:=zXf  u»  se  changera  en  i/«. 

En  posant,  pour  abréger,  f(x)  =  ('«,  il  viendra 

A'^ussi^,      A'"**'tt  =  A<^, A^'*'"il3=A"l'; 

u  et  ses  différences  jusqu'à  Tordre  r«^i  inclusivement 
demeurent  arbitraires,  ainsi  qu'on  l'a  déjà  vu. 


J 
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Soit  poar  exemple 

AU,  =  X*  — ^  Sx*  -f"  ^  "*  1 9 

raccroissement  de  x  étant  i  ;  on  aura  r=si ,  m^3, 
A  =  I  y  et  ti  Ton  suppose  a=Oy  on  trouyera 

f^sss  —  I,     At'ssâ»     aVss  — 4» 
aV  — 6,        A^J'rsO     (38o), 
d'où 

X  .       x(x— i)       ,  x(x  — i)(x — a) 

M,=  tt— I. 1-2.— i i*-^ i"  '  \ ^ 

I  1.2  1.2.3 

^  x(x — I)  (X  —  2)  (x^ 3) 

1.2.3.4 
3x*— a6x»4-6Qx*— 58x  . 

la  ^ 

La  formule  générale  de  cet  article  comprend  le  cas 
dans  lequel  la  valeur  donnée  pour  au,  serait  cons- 
tante :  on  aurait  alors  A*ii  ou  àv=z  o. 

On  voit  immédiatement  aussi  que 

ioc  'h  ak  ^ax       À  •  ox 
a= c=-^, 

donne,  en  intégrant  le  premier  et  le  dernier  membre, 


398.  Quoique  la  formule  précédente  suflBse  pour 
toutes  les  fonctions  rationnelles  et  entières ,  il  est  à 
propos  de  faire  connaître  quelques  autres  expressions 
qui  ont  aussi  des  avantages  qui  leur  sont  propres  ;  et 
pour  commencer  par  celles  qui  sont  les  plus  simples» 
je  m'occuperai  d'abord  des  produits  coursés  de  fac- 
teurs éqmdvfférei». 
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Soit 

u  =  x(x  +  h)  (x  +  aA). . .  .[x+  (m— i)A]  ; 
si  fon  en  prend  la  différenoe,  on  obtiendra 

Aii  =  (jc  +  Zl)  (x+aA)  (X  +  3A). .  .(i.+  ifiA) 
—  xix  +  h)  (x+  2A).. . . , .  ..[x+  (m—i)»] 
«B (x  +  *)  (^+  a*) [ar+  (m— i)A]m*v 

AU       x^u       u 
et  comme  s — r  =  - — r-  = — ^,  on  aura 
TOA       jnn       mn 

X{x+h)  (ar  +  2A). • . .[x  +  (m— i)A] 

ar(ar+A)  (x4-2A)...  Jx-f  (m—- i)Al    . 
=  -^ — = — ^ — -^ i^-jr — t_LJL-_jl-i  4.  const. 

Si  y  pour  ramener  à  m  le  nombre  des  facteurs  affectés 
du  signe  S ,  Ton  écrit  maintenant  x-—  &  au  Ueu  de  x, 
et  m  +1  au  lieu  de  tti  ,  il  viendra 

Sx(x+  A)  (x+ atA) .  • . .  [x  +  (m — i)h] 
(x«-»A)x(x4'A)  (x4*aA)»,,,[x  +  (i»— i)iif] 

(m4-i)A 

On  voit  ici  que  dans  l'intégrale,  le  nombre  des  fac- 
teurs surpasse  de  l'unité  celui  des  facteurs  de  la  diffé- 
rence, et  que  le  diviseur  eat  ns  4*  <  »  ^^  V^  ^^  ^*^ 


analogue  à  Ta  formule  /x*"dx= — ^j-  (16^). 
On  intègre  aussi  la  fraction 

t 

"~x(x+A)(x4-tA)...[j:  +  (»i— i)A]'  V 

parce  qu'en  prenant  la  différence,. on  uouve 


6aa  i>S8  biFFiamoBs 

I 


J      ix  +  h){x  +  ^h){x+3h) {x  +  mh) 

"xQc  +  h)ix  +  aA). [x  +  {m  —  i)h] 


x(x  4-  h)  (vr  -J-  aA). , .  .(or  +  mh)  ' 

repnSsaQt  aux  intégrales  et  mettant  pour  u  sa  yaleur^ 
il  vient 


x{x^  h)  (x "^  iih) . . .{x ^  mh)       mh 

I 


mhx(x^h)(x^2h). ..  .[j;^-(m  —  i)A]  ' 

et  si  Von  écrit  m— -i  au  lieu  de  m ,  on  obtiendra 

I 

X  ■  ■    ■  ■  ..     ,  .  !■ 

x{x -4"  A)  (a:  -f*  **) . . . .  [a:-f.  (»»  —  0*] 

"^  (m—  i)  hx{x  +  A)  (a:-+-  aA) [ar -f-  (y»*  —  a)A]* 

399.  Les  formnles  ci-dessus  peuvent  servir  aussi  à 
Tintégration  des  fonctions  de  la  forme 

Ax'^^Bx  +Ca:^-4'  «te, 

parce  que  ces  fonctions  se  transforment  en  produits 
de  facteurs  dont  les  différences  sont  constantes»  Pour 
le  faire  voir,  je  cbobis  cet  exemple  très  simple  :  x^|  et 
je  fab 

ar'rs  (x-|- A)  (jc+  aA)  (x-^-  3A) 

4.  ^(x+A)  (x+aA)  4. 5(a:  4-  A) + C, 

en  supposant  que  A  désigue  l'accroissement  de  x.  St 
Ton  développe,  et  qu'on  ordonne  suivant  les  puissances. 
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de  9^  on  aura 

x^  z=i  x^  ^  &hx^  +  1 1  A**  +  6A^ 

4«     Bx    ^  Bh 

et  comparant  entre  eux  les  termes  affectés  de  là  même 
puissance  de  jt,  on  formera  les  équations 

6A  +  ><  =  o, 
iiA»  +  ZAh  +  i?  =  o, 
6A3  4-  2^A*+  j?i  +  C  =  o, 

« 

desquelles  on  tirera 

^=  —  6»,     B=:'jh^,     C  =  — AS 
et 

x*  =  (a:4.A)(x4.2A)  (jr+SA)  — 6A(jp+A)  (jr  4.aA) 

+  7AV+A)-.A% 

ce  qui  donnera,  en  vertu  du  n®  précédent, 

îx'  =  7T  ^(x+A)  (x4-2 A]  (x4-3A) 

—  2a:(ar+A)  (x+aA)  -|-  ^  Ar(x+A)— A^x-f-coiw/. , 

puisque  S  — A^sb  — A^Ziss— A'x    (897). 

400.  Lorsque  u  =±  x"^<  et  que  m  est  est  un  nombre 
entier,  il  vient 

I  ^       i.a  i.a.3 


1,2.3.4 


6ai  OIS  «lyfiaBNcas 

En  intégrant  terme  à  terme  chaqae  menbse  de  cette 
équation,  remettant  dans  le  premier  j:"'**',  au  lîea 
de  II,  et  passant  hors  du  signe  2  les  facteurs  constans, 
on  obtiendra 

t  '1.2 

I  a. 3 

Cette  équation  ferait  connaître  Tintégrale  £x*,  si  Ton 
avait  Zj:"^*,  Sar"^*, ....  Sx*,  puisqu'on  en  tirerait 


jpm+i 


(m  4*  1)^ 

II. a  '      i.a.3  '  m-f-i  J 

Si  Ton  écrit  successivement  dans  cette  dernière  m  — -i , 
m  — 2,  m— -3,  etc.. pour  m,  on  aura  des  expressions 
de  Sx*"""';  ïj:"^*,  £j?"^',  etc. ,  dépendantes  seulement 
des  intégrales  des  piùssances  de  x  qui  leur  seront  res*- 
pectivement  inférieures.  On  peut  aussi  former  ces  va- 
leurs en  remontant  ;  et  si  Ton  prend  d'abord  m  =^  o,  il 

vient  Sx^s-,  comme  dans  le  n*  3971  parce  que  la 

formule  générale  ne  doit  renfermer  qu'un  nombre  m 
de  termes  affectés  du  signe  S. 

Faisant  ensuitem=iy  m=2,  m=s3,  etc.,  etaubs* 
tituant  successivement  pour  Sx*,  £x\  Zx*,  etc.,  les 
valeurs  auxquelles  on  parviendra ,  on  formera  cette 
table  t 
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ïar  = — r «> 

3  A       a     ^a.3      ' 

4  A       a       *  a. a 

5  A      a       '3  5,6       * 

6  4       a        '  a, 6  a. 6 
etc., 

où,  pour  abréger,  on  a  omis  la  constante  arbitraire  que 
comporte  chaque  résultat. 

401 .  Au  lieu  de  pousser  plus  loin  cette  induction ,  on 
peut  supposer  en  général  % 

Sa?-  =  Jaf"^'  4*  Bx"^  4.  Cx—'  +Z>x"-«  +  etc.  ; 

en  prenant  la  différence  première  de  cb|ique  membre, 
on  trouvera 

I 

1  «a  1  aa  •  %> 

^^1  ^  i.a  *^ 

+        c5î2=î^      x«-i4-etc. 

-f-etc., 

et  comparant  entre  eux  les  termes  affectés  d^une  même 
puissance  de  x  y  on  obtiendra^  entre  ks  coefficiens  ^, 
B,  C,  JD,  etc.,  les  relations  suivantes  : 


'} 
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j !__. 

2.3  ^ 

^  2.3.4  ^'3  ^ 

etc., 

avec  lesqueUes  on  déduira  facilement  les  uns  des  au** 
très,  les  coefficiens  de  l'expression  de  Si:"*,  quel  que 
soit  l'exposant  m.  En  calculant  inin|édlatenient  les 
douze  premiers  termes  ^  on  trouvera 

^^=(^+051-2^ 

"**     2.3       ^  675  2.3.4 

+     6.7  2.3.4-5.6 

3  m{m  — i) . . .  ,(m *^  6)V 

2.3... .8 
m(m — i)..«.(m —  8)A9 

2    3. . • .10  * 

m(m— i). .  .•(m — io)ft*' 

:(.3.  •  • .  12 
yi!l(iil>— 1)*.  ..(m^-i2)A'^ 

2.3. • • . i4 

m(yw— !)..>. (m — 14)^'^ 

2.3. ...  16 
m{m  —  i). . .  ♦(m — i6)A'^ 

2. 3. • • • 18 
m{m — i). . .  .(m— i8)A'fl  ^_,j 

110.21  2.3. .. .20 

+  etc  +  comt, , 


+ 

10.9 

5 
6.II 

691 

210. i3 

+ 

35 

2.l5 

3617 

3o.  17 

+ 

43867 

.4a*ï9 

1222277 

*-- ' 


II 


x"-"^ 


^«-15 


^«-17 


formule  dans  laqaelle  les  coef&ciens  exprimés  en 
nombres  méritent  attention ,  parce  qu'ils'reviennent 
souvent  dans  la  théorie  des  suites. 
^  Je  ferai  observer,  avant  de^finîr  cet  lu'ticle ,  que  si 
Ton  inuldplie  ïar"  par  X,  et  qu'on  passe  cet  accroîjsss- 
ment  sous  le  signe  2 ,  on  aura  Féquation       '  •  . 

dont  le  second  membre  a  pour  limite  **^',  4.  ^„^ 

/*"d«,  d  après  ce  qu'on  *  vu  daa»  1«  n«  286. 

4o».  Ce  qui  précède  fournit  le  moyen  d'int&trer 

oute.  le.  fonction,  dgébrique.,  «ti Jnnelle.  efS^ 

toère,,  dan.  le  ca.  où  la  yariable  indépendante  wçoit 

en  obaerrant  que 

et  mettant  pour  tx\  ix',Xxet  2«-,  leun  valeur,, 
on  trouvera 

4^*^  6A      *^  + p ^' 

^  4o3.  Dans  Tintégration  des  fonctions  transcen- 
dantes, je  me  bornerai  aux  fonctions  exponentielles 
et  circulaires.  On  a  pour  les  premières 

CaU,  intégr.^  5«  édition.  ^fb 


•         •  « 


d^où  il  résulte 
et 

404.  Pour  les  fonctions  circulaires ,  on  a  i®.  Te'qua 
lion 

cos  ^  —  cos^  =  —  2  sin  \  {A—B)  sin  { (^  +  fi) , 
qui  donne 

ÂC08a:=cos(ar-f-A)— cosjf:^-»2sin^Asin(x4-iA)^ 

d'où  l'on  tire 

^.    .     ,  .  - .  Acosa:      ^^   .  Aco9(x^— 4*) 

asm-i  A-  asin^A     ' 

en  écrivant  or  — ^A,  au  lieu  de  x  ;  prenant  ensuite 
rintégrale  de  chaque  membre  de  la  dernière  équation , 
on  obtient 

^  .  co8(j:— iA)  , 

asin^A 

a®.  L'équation 

sin  ^  — 8ini?  =  2  sinj  (-rf— ^)  cos^  (^4-^), 
donne 

Âsina:=:sin(jr+A)-*-siQX  =  3sin^Acos(x-l-^A}> 

d'où  il  suit 

*       ,    ,  iv         Asina:  Asinfor  — ^A) 

cos.(x  4- î  *)  =  ' — ^^-TT>     cos«  = r— rr — j 

^     '  '  a  sin  ^  A  Asiu^A 

sin(x — ^A) 
2  cos  «  z=  —   .    ,1     +  consu 
asin^A 


' 
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3^.  La  coiiTersion  des  puistaoces  àe  siniis,  de  co- 
sinus et  de  leurs  produits,  en  fonction  de  sinus  et  de 
cosinus  d'arcs  multiples,  ramènera  aux  deux  formules 
précédentes ,  l'intégration  de  la  fonction  çénërale 
sin  x^  cos  X*,  lorsque  les  exposans  m  et  n  seront  des 
nombres  entiers  positifs. 

Ei^ effet,  cette  fonction  sera  changée  en  une  suite 
de  termes  de  la  forme  ji  sin  qx,  ou  Acosqx^  dont  les 
intégrales  se  déduiront  de  celles  de  A  sin  jr  et  de  ^  cosx 
en  écrivant  qx  et  qh^  au  lieu  de  x  et  de  A;  et  il  est 
facile  de  voir  que  Ton  aura  en  général 

X  sia( p-^qx  —  \qh)   . 

£  cos  (  D  +  qx)  =       ^^  \^,     tf  '"  '  +  consi. 

^^       '  asm  4  9» 

4o5.  L'utilité  dont  est  l'expression  de  Su,  pour  la 
sommation  des  séries,  a  porté  les  Analystes  à  s'en 
occuper  beaucoup ,  et  ils  sont  parvenus  à  lui  donner 
plusieurs  formes  très  élégantes  :  Euler  la  fit  dépendre 
des  coefficiens  différentiels  de  u  et  de  l'intégrale  fuàx. 
On  arrive  à  ce  résultat  en  partant  de  la  formule 

&z  h   .   d'»  A*     ,    d'«      h^      ,      , 
d*  I       djp'i.a   '    Ax^  i.a.3 

qui  donne 

1     d«  '   i.a     d*'       i.a.3     dx^ 
Si  Ton  fait  -r-  =  ii,  il  viendra  zszfudx  et 

/iidr  =  tell  +  «A^2  ^  +  /SA'2  ^  +  etc. , 

QX  QX 

4o.. 
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en  représentant  par  «,  /8,  y,  etc.  les  coefficîens  nunné* 
riques^  on  tirera  de  là 

I  du  d'il 

S«  =  j/fcdr  -  .AS  ^  -  ^«2  jl^  -  etc. , 

expression .  qni  I   par  le  changement  de  11  en   -p, 

-r-^i  €tc. ,  conduit  aux  suivantes  : 
d«* 

«du       I  i^d*ii      ^,*  d'tt 

d'tt       1  du         ,^d^«      i5..*d^tt 

=dP-Âd5?—*^dïî-^^d5»-^^^- 
etc.  O, 

avec  lesquelles  on  éliminera  successivement  de  la  va- 
leur de  Su  t  les  fonctions 

^  du      ^  d'tt       ^  d'u 

*S'  ^diï'   ^d^'  *«•' 

et  il  est  aisé  de  voir  ijue  le  résultat  sera  nécessair- 


es) On  f6nn«  anasi  cet  cxprcMions  en  obicrrant  que.. 

Z  T-=s    *      f  ce  qui  M  pronré  ainsi  :  on  a  d^abocd  d  Auss  Adir» 
pnifque 

d  A«=d[(ÏJt4-A)  — f(*)l=  [r(x+*)  —  r(«)]dT, 

Adits  Ar(«)dxaB  [r(x+A)  -  f'(jr)]dxî 

et  ensniiei  si  Ton  pose  IZus^U^  ce  qni  donne  us:  AU,  il  vient 

'du3dAl7=:  Adr, 
d'oh 

2dusZAdC7sdC/=d2u. 
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lemeni  de  la  forme 

La  détermination  des  coçfficiens  A^By  C,  etcs^optue 
ici  comme  dans  le  n®  Sgi,  par  la  considération  de  la 
fonction  particulière  «*,  pour  laquelle  on  trouve 

d'où  il  soit 

Pfi- =i  +  ^+ /îA  +  CA*  +  etc.  ,^ 

ce  qui  montre  que  les  coefficiens  A^D^  C»  etc.  ne  sont 
autre  chose  que  ceux  qui  multiplient  les  puissances 

de  h  dans  le  développement  de  la  fonction  -j^ — -y 

réduite  en  série  ascendante  par  rapport  à  cette  lettre. 
Si  l'on  met  pour  e^-— i  sa  valeur 

-H 1 x^etc.  (27), 

I  1.2         1.2,3  " 

il  ne  sera  pas  difficile  de  calculer  au  moins  les  prc^ 
miers  coefficieus  Aj  B^  C^  etc.  :  on  trouvera 

y#=— -,  i5=  — ,  C=so,  D=z ^,l?=o,etc., 

2  12  720  *       ' 

et  par  conséquent 

I  y.  1         1      ,    h  Au       h^  àhi    ,  ,^ 

h^  2  12  d«      7J0  Aa?  ^ 

(*)  Tons  les  coefficieof  des  puissances  paires  de  h  sont  nuls  ; 
eeû  est  prouva,  ainsi  que  la  loi  gcWralc  des  autres,  dans. le 
Xraite  iii-4^  1. 111.  p.  106  et  soiy. 
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406.  On  obtiendra  de  la  même  manière  et  sans  plu» 
de  difficuUë ,  les  intégrales  SZu ,  ou  2'ii ,  SS'u ,  ou  l?u  , 
et  en  général  £"11  ;  car  la  formule 

conduit  à 

d*2 
Faisant  ensuite  j-^  =  tt,  on  aura  xz=z/^uàx^^  et  par 

conséquent 

I  du  S,*u 

A*''  dar  d*' 

du    d*u 
où  Ton  mettra  successivement  3-»  g--,  etc.,  au  lieu 

de  u,  pour  obtenir  les  valeurs 

2-»^=J-/'«-'ud:r"-«— «AS":5-^— M'ï"-!-^—  etc., 
/l'zi        t  d'u  d^u 

etc. , 

k  l'aide  desquelles  on  chassera  s"  g^»  ^"^  g^  »  ^*^-  >  ^^ 

Texpression  de-2"u.  L'équation  finale  pourra  être  re- 
présentée par 

S-u=^/«j.dx-  +  j^/->udx— 
+  ji=-.  /"•- «d^-' . . . . + -^/«d* 
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et  lorsqu'on  fera  ii=se',  elle  deviendra  •- 

+  iV  +  PA  +  ÇA'  +  etc.  : 

left  coefficiens  Af  £,..'.. ilf ,  N^  etc.  sont  donc 

encore  ici  ceux  qui  multiplient  les  puissances  de  h 

dans  le  développement  de  Tjj; r^;  et  de  là  résulte  » 

entre  les  intégrales  et  les  puissances  négatives,  une 
analogie  qui  n'est  que  la  continuation  de  celle  que 
les  différences  ont  avec  les  puissances  positives ,  en 
sorte  que  Ton  doit  regarder  les  intégrales  comme  des 
différences  d'un  ordre  dont  Texposant  est  négatif.  11 
est  visible ,  en  effet  que ,  d'après  ce  qu'on  vient  de 
voir,  on  peut  poser 


du,         ^  — "» 

2"«  -  -37  ' 


(P-.) 


■      =(S'-.)  . 


pourvu  qu'après  le  développement  on  change  les  puis« 
sances  j--  en  -j— ,  en  observant  que  dans 

•r-^  =  d""'adxP ,  d-^  équivaut  à  /' ,  ou  bien  encore 
écrire 

—0» 


expressions  qui  se  déduisent  de  celles  àeù,"u  (Sgi) ,  evt. 
affectant  l'exposant  m  du  signe  -^  O* 


(^)  On  ft  de  mcmc,  par  le  seul  changement  da  signe  den^  dao» 
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407.  L*mt^pralioa  par  parties  se  pratique  sur  le» 
diffîrenoes  aotti  bien  que  sur  les  différentielles.  Soient 
P  et  Q  denx  fonctions  quelconques  de'x  ;  on  fo« 

z  étant  une  fonction  inconnue  de  la  même  variable  ^ 
et  prenant  la  différence  de  chaque  meiiibre  de  cette 
équation,  on  aura  ^ 

développant  et  réduisant ,  en  observant  que 

Q2aP=PQ.  il  Tiendra  .. 

o  =  aÇs(P+aP)  +  a«,  ou  a*=s— aÇs(P+aP)[^ 
et  par  conséquei^t 

* =  —  XaÇx(P  f  aPJ, 
puis 

SPQ  =  Q1P~  2aQs<P+ aP) {jtir 

forniu^  qui  devient 

XPQss  QIP-^  XàQsPt      (i), 

lorsqu'on  écrit  P.  pour  P  4-  ^- 

Si  dans  la  formule  (A)  on  change  Q  en  aQ*,  P  en 
2Pi»  et  qu'on  observe  que 

2P.  +  A2P,  =  2(P.  +  aPO  =  SP. , 


Ift  formule  ^^  &■  ss  ^  I  (t-f-  A  )  1  ^u ,   rezprenîon  des  intégiales 

êWL  diSénaûékêf  savoir,  T^/"iidx*  s  £  1  (H-  A  )  j**»,  en  chaa* 

geànt  A '"'il  en  Z'u.  Par  là  on  obtient  quatre  fonnnlef,  qui  ae 
rédoîient  à  déni,  en  ne  déterminant  pat  le  signe  de  n.  (/^of*  le 
Traita  in^*,  t.  III,  p.  loj.) 


4 
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OD  en  dédaira 

SaÇsPi  =  aÇ2*P|  —  SA*Q2»P., 

et  la  formule  (i)  deviendra 

SPQ ss  QxP  —  AQrP»  +  2A«QS«P,       (aj. 

Changeant  ensuite  dans  Téquation  {jt)^  Q^^*Qf 
P  en  2'Pa ,  puis  remarqmmt  que 

x*Pâ4-Ax»P,  =  lj«Ps, 

on  Irourera 

et  la  formule  (a)  deviendra 

XPQ  =  ÇSP—  AÇS»P.  +  A*Q2'Pa  —  XùfQX^Psr 

ce  qui  conduit  à  Texpression  élégante 

XPQ  =  QxP  —  aQ2*P»  +  A*^Z^P, 
•  — a'Qs*Ps  4-  A*QL*p4  —  etc. , 

donnée  par  Taylor,  dans  les  Traruactions  philos<H 
phiques,  n*  353,  année  1717. 

Si  Ton  7  met  pour  P|,  P^,  Pj^  etc.,  leurs  valeur» 
en  P,  et  qu'on  efiectue  les  intégrations  qui  deviennent 
possibles,,  elle  se  change  en 

SPÇ=QXP— AÇ(X«P+zP)4-A*Ç(S'P+aX'P+sP) 
— A5Q(x4p+3>î3p+3x*P+xP)+  etc. 

Cest  sous  cette  fornie  que  Condorcet  Ta  présentée 
dans  sou  Estai  mut  If  Application  de  f  Analyse  à  la 
probabilité  des  décisions  ,  page  i63. 

Elle  s'arrête  toutes  les  fois  que  la  fonction  Q  mène 
à  des  différences  constanles^dans  un  ordre  quelconque  ; 
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et  si  la  fonction P est  susceptible  d'un  nombre  suffisant 
d'intégrations  successives,  on  parvient  à  l'int^rale 
exacte  de  la  fonction  PQ. 

jippUcation  du  calcul  des  différences  à  la 

sommation  des  suites. 

4o8<  Dans  une  suite  quelconque 

M,   II,,  «.,  ....M,.,,    M», 

le  terme  général  v»  peut  être  regardé  comme  la 'diffé- 
rence de  la  fonction  qui  exprime  la  somme  des  termes 
qui  le  précèdent,  en  sorte  que  si  Ton  fait 

on  aura 

a5«..  =w.    et    5...  =  21/.    (394). 

Il  suit  de  là ,  que  la  somme  entière ,  en  y  compre- 
nant le  terme  général,  sera  « 

Sn  =  2«.  +  i*«. 

■ 

On  voit  aussi  que  «9«  résultant  de  «$«.,  par  le  cbao- 
gement  de  n  en  n-f-i  »  l'expression  de  5.  peut  se  dé- 
duire de  la  même  manière  de  cellie  de  Si/n* 

Si  donc  {(x)  désigne  le  terme  général  d'une  série 
quelconque ,  dans  laquelle  la  différence  de  la  variable 
indépendante  soit  A,  la  Somme' de  cette  série,  que  je 
représenterai  par  S{(x) ,  sera 

5f(x)  =  xf(x)  +  f(x), 

ou  bien  s'obtiendra  en  mettant  x+^  au  lieu  de  x,. 
dans  Sf(ar)  ;  et  il  ne  faut  pas  manquer  d'ajouter  aa 
résultat  une  constante  arbitraire. 
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Lorsqu'on  ne  demande  la  somme  de  la  suite  que 
pour  des  valeurs  entières  de  Tindice  »  la  constante  ar* 
bi traire  étant  alors  une  véritable  constante  (SgS),  se 
détermine  comme  celle  des  intégrales  aux  différen- 
tielles. Si  Ton  ùÀt  commencer  la  suite  au  terme  cor- 
respondant  à  Tindice  x  =  a^  et  que  Ton  ait  en  général 

S{(x)  =2  F(ar)  +  const, , 
il  faut  que 

F(a) '+' consi.  =f(û),  d'où  consi.  =  ((a)  —  F(a), 

et 

S{(x)  =  F(j:)  —  ¥(a)  +  f(a). 

Si  Ton  arrête  la  suite  au  terme  correspondant  à  Hn*- 
dice  x=s<i-f>nft,  il  viendra 

f(a)  +  {(a+h)  +f(a  +  !àh) i^{(a  +  nh)  = 

ce  qui  se  réduit  à 

•F(a  +  nA)— F(a), 

et  montre,  comme  on  devait  s'y  attendre ^  que  le 
terme  ((a)  ne  fait  point  partie  de  la  somme  Sf{x)y 
prise  entre  les  limites  x=a  et  x=a  -f-  nk,  mais  que 
si  Ton  veut  englober  ce  terme ,  il  faut  prendre  la 
somme  depuis  X  =  A  —  h  jusqu'à  xsssci^Tih  (*). 


(*)  DaDt  le  texte ,  )8  me  tait  cooforni<S  h  la  notation  adoptée  par 
Euler.  (f^ojrez instituUones  Calculi{iijferentiaiis,ro\,  I,cap.  9, 
J  53  et  5g.)  Il  donne  à  «S  le  nom  de  terme  sommatoire,  et  ne 
comprend  point  dam  la  quantité  qu'il  a  désignée  par  Z  (cap.  i, 
Ja6)  la  différence  dont  die  s^accrott.  Saivant  cette  convention , 
la  fonction  Z»  est  celle  qui  t*accro1t  de  u,  quand  x  se  change  en 
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409.  Venons  maintenant  aux  applications.  On  dé- 
duira des  fonnùles  du  n*  398, 

Sx(x  +  k)  (x  +  ah) lx+  (m—i)K}  = 

x(x+h)  (x  +  ah) {x+mh) 

— J^ipïjï +«>i«f, 


x(x  +  h)h{x+h) [jr+diJi— i)A] 


"^consLy 


expressions  au  moyen  desquelles  on  obtiendra  les 
sommes  des  séries  directes  et  înTerses  des  nombres  fi- 
gurés O- 

Four  les  premières,  dont  les  termes  généraux  sont 

*      xQt  +  i)      x(x+i)(x  +  i) 

-,  ,  ■    »  '         ,  etc., 

1  i.a  i*a.3 

on  fiiit  A  =  I  y  et  successivement  nt^i ,  m^a,  etc.  ; 
il  vient 


^  -  =  -: c  ^  consi, , 


i.% 


jt  4*  Ajt;  mai*  L«place ,  dans  sa  Mécanique  céiettc,  ayant  ùii 
on  uMge  oontinael  de  la  lettre  2  ponr  indiqner  la  somnie  com- 
plète,  il  a  ^tc' suivi  par  lee  antres  géomètres ,  et  si  l'on  fait 
a-f-nAss&y  la  somme 

f(a)-hf(a  +  A)-hf(a  +  a&}....-hf(&) 
sera  tepvëientce  par  Z  t(x). 

a 

(*)  Foyet  pour  ces  séries  le  Compf,  des  ÉUm.  d^ Algèbre. 
il  est  bon  de  remanpier  quMlSs  sont  identiques  aTOC  les  coefficicm- 
des  puissances  de  a,  dans  le  développement  de  (i^s)""- 
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SÎ(£±i>  =  ^^^-^;^^^  +  ">  +  consi., 

gX(xtfK^+^)  ^x(x+i)(^+a)  (x+3)      ^^^^^ 
i.a.3  ;.2.3.4  ^ 


etc. 


> 


'  où  Von  peat  sapprimer  les  constantes ,  parce  que 
toutes  ces  expressions  s'évanouissent  quand  ^r^o. 

Passant  aux  séries  inverses,  dont  les  termes  géné- 
raux sont 

I  1.3  I.3.3 

^        x'     x{x+ty    xix+i)ix  +  ay ''''''* 

on  trouve  la  seconde  formule  en  défaut  pour  la  pre- 
mière série  »  à  cause  du  diviseur  i— *i  ;  mais  pour  les 
autres ,  on  a 

x(arH-i)  ar  +  i   ' 

x(a:+i)(x+a)  (x  +  i)(jc-|.a)  ^  • 

etc. 

En  déterminant  les  constantes  pour  ^e  les  sommes 
partent  du  premier  terme,  qui  est  Tunité  dans  chaque 
série ,  on  trouve  les  expressions 

a  a  3  3 

qui,  se  réduisant  à  f ,  f ,  etc.,  lorsque  x  est  infini, 
donnent  les  limites' des  séries 

,1,1,1  ,  1.2.3  ■ 

etc. 
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4io.  En  mettant  x^^h  au  lieu  de  a:,  dans  Texpres- 
sîon  de  Sx"  (4oi)»  on  obtiendra  de  même  Sx^^  c'est- 
à-dire  la  somme  des  séries 

I ,  a",  3", a:". 

Si  Ton  développe  en  particulier  Sx^^  et  qu'on  Caisse 
&  =1  ,  il  viendra ,.  après  les  réductions, 

,      ao:'  -I-  3jr*+'3P 

pour  la  somme  de  la  suite  des  quarrés  i ,  4^  9»  •  •  •  •  ^*- 
4i  I.  On  conclura  des  numéros  4o3,  4^4»  V^^ 

5a*  =      -T +  const. , 

«  .  co9(ar+f  h)    . 

5  8ina:  = \    ,1      +  oonst.^ 

a  sin  ^  ^ 

sin  (j:  +  »^)    i 
2  sm  ^h 

Pour  obtenir,  par  exemple,  la  somme  de  la  série 

sin  a ,     sin  {a  -^  h), .  • .  sin  (a  -f-  nk) , 

il  faudra  prendre  «S  sin  or,  depuis  x=:<i — h  jusqu'à 
xssa+fJi  (4o8),  et  il  viendra 

cos(fl-iA) — co8(<i+wA-f  {h)  ^_  sin(gH"  ;yi^)sin  l(n'^-i)k 
a  sin  \  h  sin^A  ' 

L'expression  générale  de  2u  du  n^  4^^^^  donne  pour 
^u  la  formule  générale 

5tt=-=-/ iidjrH — u  -I 3 -j--  -i.  etc.  +  const. , 

hr  *  a     '  lad*       720  dar^^       ^  ' 
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dont  on  trouvera  plus  loin  (435)  une  application  re- 
marquable C). 

.1  II     -         ' • ■ ■ • m    ^ 

(*)  On  tire  anni  i1«  \h 

série  qui  peut  remplacer  aTantagcatcmeni  la  formule  (III)  da  n^'  a33, 
et  dont  on  calcolera  la  valeur  entre  loi  Irmîtei  assignées  à  Tin  te- 
grale  faàx. 

Si  Ton  fait  tuage  des  signet  inJtqnés  dans  la  note  de  la  page 346, 
Il  sera  remplacé  par  f(jr}  ;  a  et  &  désignant  les  limites  de  Tintégrale 

chereliée,  Ml  f(jr)  «f  -  î{x)\  deviendra,  par  leii*  394, 

« 

fc/f(fl)H.£(fl-f-A) +  f[a^.(«-i)A]  +  i  Cf(«-f(«)]}. 

ce  qai  n'est  antre  chose  qae  la  première  ligne  de  la  formule  (III), 
pages  347  et  35a,  b  qooî  il  faudra  ajontcr  les  termes 

LVxpression  de  «ïu  estdne  à  Euler,  comme  celles  des  n^'  33o-333 
(  Voy.  Instituliones  Caleuli  differentialiêy  pars.  II ,  cap.  V»  $  109, 
et  Inst,  Caleuli  integralis,  vol.  I ,  sect.  I ,  cap.  VU);  celle  de  Sudx 
se  transforme  ntilemem  quand  on  y  snbatitne ,  an  lien  des  coefficiens 
différentiels ,  leurs  yaleurs  en  différences  (Sga).  Lie  résultat ,  comme 
ceux  du  n*388,  peut  s'appliquer  aux  fonctions  dont  on  n'a  pas 
l'expression  analytiqae ,  mais  seulement  une  suite  devalears  nu- 
mériques, {f^ojrez  le  Traité  in-4*«  t.  III ,  pages  18a  et  sniy.) 

On  voit  eneore  dans  cette  formule,  comme  II  la  fia  da  n<'4oT9 
que  plus  la  différence  A  est  petite,  plus  en  général  kXu  approche 

d'être  c'gale  à /^vdjc,    en  sorte  que  cette  dernière  est  la  limite 

de  l'autre  ;  mais  cela  suppose  qoe  le  terme  sui?ant uh  n'est  pas 

comparable  an  premier.  (  Ployez  la  Nouvelle  T%éotie  de  Vao- 
tion  capillaire,  par  M.  Poisson,  page  a8i ,  ou  leao*  cahier  du 
Journal  de  l* Ecole  Polytechnique ,  p.  i40 
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De  Vintégration  des  équations  aux  différemxs 

à  deux  variables. 

4ia.  Jusqu'ici  j'ai  suppose  que  la  différeiice  de  la 
fonction  cherchée  était  donnée  explicitement  par  la 
yariable  indépendante  ;  je  vais  maintenant  m'occuper 
des  cas  où  Ton  a  seulement  une  équation  contenant 
cette  fonction ,  ses  différences,  la  variable  indépen* 
dante  et  son  accroissement.  Si  la  fonction  jr  dépend 
d'une  «variable  x  dont  Taccroissement  soit  constant, 
l'équation  proposée  sera  comprise  dans  la  formule 
générale 

F(*i  J*»  àXy  A-j-,  etc.)  =  o. 


Il  est  à  propos  d'observer  que  l'on  peut  en  faire 
paraître  les  différences  A^,  ù^^jf^  etc. ,  en  les  rempla- 
çant par  les  valeurs  consécutives  de  jf^  puisqu'on  a 

^jr=xi—Xj  ^v^x^'^^j'i+j'f  etc.  ^^^^)] 

et  le  résultat  prendra  la  forme 

dans  laquelle  on  voit  que  toute  équation  aux  diffé- 
rences fait  connaître  la  valeur  de  la  fonction  cher* 
chée,  par  le  moyen  d'un  certain  nombre  de  valeurs 
antécédentes. 

Si  l'équation  était  du  premier  ordre,  par  exemple, 
on  aurait  jr^ ,  par  le  moyen  de  ^  ;  fi  elle  était  du 
second,  on  en  tirerait  jr^^  exprimé  par  jr*  ^^  V^^  Xy 
et  ainsi  de  suite. 

Il  est  facile  de  s'apercevoir  qu'une  équation  quel- 
conque aux  différences  équivaut  à 'une  série,  dans 
laquelle  on  obtient  chaque  terme  par  le  moyen  de 


i' 
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sa  relaUon  aTec  ceux  qui  le  précèdent  et  avec  Tiih» 
dice  qui  marque  le  rang  qu'il  occupci  En  effet,  lors- 
qu'on a,  par  exemple,  jr^ssf{Xf  jr^  jr,) ,  on  en  déduit 
j-3=f(x  +  *,  J-i ,>.),  ^4==^^+ 2*»  ^t»  J^s),  etc. , 
h  désignant  l'accroissement  de  x^  et  l'on  forme  ainsi 
la  série 

•r,^j-,,.  J-.,  jr%,  Ji»  etc., 

au  mpyen  de  ses  deux  premiers  termes-. 

Ce  cas  particulier  suffit  pour  montrer  que  4ians  la 
série  résultante  dune  équation  quelconque  aux  diffé'»^ 
renées,  il  jr aura  toujours  autant  de  termes  arbitraires 
qu'il  jr  a  tt  unités  dans  t  exposant  de  F  ordre  de  cette 
équation.   ,     .. 

4iB.  On  peut  changer  toute  équation  aux  différences 
en. une  équation  différ^niielle  d'un  ordre  infini,  en 
substituant,  au  lieu  de  ûj-,  A'j',  etc.,  leurs  dérelop- 
pemens  d'après  le  n?  3gi  ;  et  il  n'est  pas  moins  évident 
que  l'on  convertirait  aussi  toute  équation  différentielle 
en  une  équation  aux  différences  d'un  ordre  infini, 
en  remplaçant  les  coefficiens  différentiels  par  leurs 
développemens  tirés  de  la  formule  du  n**  Sga. . 

Il  ne  parait  pas  que  ces  transformations,  qui  ont 
rincon|éniçnt  d'introduire  un  nombre  infini  de  ter- 
mes, puissent  être,  en  général ,  fort  utiles  pour  l'in- 
tégration des  équations;  mais  elles  sont  très  propres 
à  &ire  senJlir  ce  qui  distingue  le  Calcul  différentiel  du 
Calcul  aux  différences.  Elles  prouvent  que,  par  la 
nature  de  ce  dernier,  les  différences  de  la  variable  in- 
dépendante doivent  être  nécessairement  déterminées  ; 
car  si  l'on  avait  une  équation  entre 

ar,  ^,  Ajr,  ûj-,  A»j^,  etc., 

dans  laquelle  l'accroissement  ùx  demeurât  indéter- 
miné, qu'on  la  développât  suivant  les  puissances  de 

Cale,  dif.,  5*  édition.  4^ 
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ùXf  ùjTf  ù*j-^  etc. ,  «e  qui  lui  donnerait  là  forme 
Aux  -H  Bùjr 

+  etc. 

on  y  pourrait  substituer,  au  lieu  de  ^x^  ^y%  ^^«y 
leurs  développemens  ;  et  conitne  Ax  7  resterait  encore 
iDdéterminé,  il  faudrait  que  les  coefficiens  des  di- 
rerses  puissantes  de  eet  accroissement  s'évanomssent 
d>us-mèmes.  On  obtiendrait  ainsi,  entre  les  varia- 
bles x^  j  tX  leurs  diiEtfrentielles,  un  nombre  infini 
d'équations  qui  deyraient  s'accorder  entre  elles,  pour 
que  la  proposée  signifiât  quelque  chose;  et,  dans  ce 
cas,  elle  ne  serait  équivalente  qu'à  la  première  de  ces 
équations,  dont  les  antres  deyiendraient  les  diflfiâren- 
tîelles  success^yes. 

En  ne  supposant  Féquation  aux  différences  que  da 
premier  ordre ,  ce  qui  la  réduit  à 

et  prenant 
il  vi^t 

}  àx  }  Ax*  +  etc.  =B  o, 

f.idar* 
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d'où  Ton  tire 

et  si  cette  suite  d'e'quatioos  ne  peut  aToir  lieu,  la 
proposée  ne  pourra  se  vérifier  qu'en  assignant  à  Ax, 
une  valeur  particulière. 

4i4*  Ces  préliminaires  posés,  j'entre  en  matière 
par  ViiUégration  de  l'équation  générale  du  premier 
degré  et  du  premier  ordre.  Je  suppose  que  la  dif- 
férence de  la  variable  x^  on  ùx^  étant  i,  on  ait 
l'équation  ^J"  -^  Pj'/^  Q^  analogue  à  l'équation 
différentielle  traitée  dans  le  n**  285  ;  un  procédé  sem- 
blable à  celui  du  n*  cité ,  conduit  à  l'intégrale  de  la 
première. 

Si  l'on  fait  j*  =112  y  il  viendra 

ce  qui  changera  l'équation  proposée  en 

et  posant  séparément    - 

sAu-f*  PujE  =  o,     ou     ùu^-  PùsszOj 
il  restera  iiAz  +  ûiiûs  =  Q,  d'où  l'on  tirera 

ùz=si — ^-—  et    z  =  x — J^ — I 
u  +  £iu  u  +  ùu 

» 
la  question  se  réduit  donc  à  int^rer  l'équation 

dans  laquelle  on  peut  séparer  les  variables,  en  lui 

41. • 
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doânaût  la  forme  —  =  —  P ,  puisque  P  est  suppose 
ne  contenir  que  x.  Soit  u  =  e'  ;  il  en  résultera 

Ai/=:e'(c^'  — I)   et  —  =  e     — lat^P, 
d'où  l-on  tirera 

«^'=1  — P,     A/  =  l(i  — P)  et  /=;2l(i— P). 

Mais  la  somme  des  logarithmes  de  la  fonction  t  —  P 
répond  au  produit  continuel  des  valeurs  ^uccessiTes 
que  reçoit  i—P  entre  les  limites  de  Tintégrale,  c'est- 
à-dire  à 

(i-P,..)(i-P.-0 (i-Px-3). . .  .(i-Po)  (394) ; 


4» 

si  Ton  désigne  ce  produit  par  [i — P».,]  9  Texposant  x 
marquant  le  nombre  des  facteurs ,  on  aura 

d'où  l'on  conclura 

et  à  l'on  fait  attention  que  u  +  ùuss  u, ,  on  obtiendra 
«+ûB  =  [i— PJ  et  z  =  2— 1_-, 

'      [— pI] 

ce  qui  donnera  enfin 

la  constante  arbitraire  étant  comprise  dans  l'intégrale 
indiquée. 
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C'est  à  peu  près  ainsi  que  Lagrange^  qui  le  premier 
fit  Yotr  l'analogie  que  les  équations  aux  différences  du 
premier  degré  ont  avec  les  équations  différentielles 
du  même  degré  »  a  intégré  «  en  i^ôi^Téquation  traitée 
ci-dessus  ;  il  applique  ensuite  son  résultat  à  l'équation 
Ji^Rj+Qf  qui  venant  k  jr  +  ùjr=slijr+  Q.  En 
comparant  cette  dernière  avec  ùjr  +  Pjrè=,  Q,  on  a 
P=i — /l,   I — PzzRf  et  par  conséquent  . 

s 

Quoique  le  développement  du  produit  [1— P«.,] 
semble  supposer  que  la  différence  dé  x  soit  égale  k 
l'unité  y  on  peut  néanmoins  conserver  l'expression 
précédente,  lorsque  Ax  =  Ky  en  concevant  qu'elle 
répond  à 

(I— P,.ik)(i— Px-a)(i— P.-3*)  etc., 

ou  bien  transformer  l'équation  proposée  en  une  autre,, 
en  faisant  x=-hxfy  ce  qui  donnerait  ùkX^=>hC^  et 
àx  ssi. 

Lorsque  le  coefficient /{ est  constant ,  on  a 

et  s'il  en  est  de  raèm^  de  Qy  l'intégration  indiquée 
s'effectue  facilement  :  on  obtient  dans  ce  cas 

et  r  z=z  R' }        V         -I-  consi,  \^ 
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ËQ  gé.i»êral ,  la  valeur  de  y,  pourra  être  délivrée  du 
signe  d'intiÇgration  toutes  les  fois  -que  Q  sera  Meïonc- 
tion  ratipAnelle  et  entière  de  x. 

4i5.  C^est  la  méthode  donnée  par  d'Aleiubert,  pour 
les  équations  difTérentielles  du  premier  degré,  et  doot 
j'ai  fait  connaître  Tesprk  (3ad),  que  La^^nge  a  d'a- 
bord afppliquée  aux  équations  de  ce  degré  et  d'un 
ordre  quelconque  aux  différences  ;  mais  j'emploierai 
ici  le  procédé  par  lequel  il  est  revenu  sur  ce  sujet 
en  1775,  et  que  j'ai  déjà  «xpôsé,  d'après  lui,  pour  les 
équations  dÛPférentiellies. 

Premièrement ,  la  valeur  complète  de  j^^  satis&î- 
sant  à  l'équatiod 


d'un  ordre  quelconque  et  du  premier  degré  par  rapport 
à  la  fonction  y^g ,  s'obtient  comme  celle  de  y  daus  le 
u®  309,  lorsqu'on  en  connaît  un  nombre  n  de  valeur» 
particulières  ;  car  il  est  clair  ((be  si 

j  X »    y  x^   y  x^  *  *  •  • 

sont  des  fondionB  de  x  qui  satisfassent  séparément 
à  l'équation  {A)^  l'expression 

yx  -  C'y\  +  C'y",  +  C  V%  +  etc. 

y  satisfera  pareillement,  san^  détermination  des  cons»  . 

tantes  C ^  C^,  C,  etc.  ;  et  quand  le  nombre  de  ses 
termes,  supposés  absolument  irréductibles  entre  eux, 
sera  n ,  elle  sera  l'intégnrie  cotnplète  de  cette  équa- 
tion ,  puisqu'elle  renfermera-  n  constantes  arbitraires. 

Secondement,  l'équation 

i 
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qui  a  9  ie  plot  que  .Ift  préoédeote ,  un  secood  membre 
dépendaatdexseoly  s'y  ramène  de  même  que  dans  le 
n^  3i4  9  «n  regardant  les  constantes  C,  &^  CT^  etc. 
comme  des  fonctions  d^  «.  Dans  cette  hypothèse, 

If 
ez|HPeisioii 

jr, = fr,y . + c,  j^^  c^y^, + etc. 

coD^t Sabord  à 

^.4-i™C'*-n/*-i-i+^*+»y*H-i+C*»^.j'#H.»+etc., 

résultat  qui  se  transforme  en 

r*+.=  ^*y*-M  +  C,jr\^,  +  ^x/"**^,  +etc, 

en  mettant  pour  C^«^i,   Cc^,,  etc.,  leurs  valeurs 

C^  +  aC  ,    C%  +  aC*^  ,  etc. , 
etse  réduit  à 

lorsqu'on  pose 

y ,^..AC,+r%-i-.AC^,  +y',^,AC*, + etc. =0  ( I) . 

de  metoe  que  si  les  quantités  C^ ,  C% ,  C« ,  etc. 
fussent  demeurées  constantes.  En  faisant  de  nouveau 
varier  x,  on  obtiendra 

+yiM-AC,  +J-^-,.tAC*.4-J^V.AC*,+etc. , 
résultat  que  Ton  réduit  à 

X*'*'*  ^^  ^  *X  *+•    •     ^  »J   m-^^  "t"  ^  mj»'^%  +  etc.  ^ 

par  la  supposition  de 
.   y.-K.AC.+y^^.ùC+yx+^ûiC^^+etc.aco  (a). 


648  DU  pïïnimamcB» 

Faûant  vtrier  «  une  troisième  fois,  on  partient  à 

^.^= e^y^^-^^^  cr»y^  +  cr^.s^  +  etc., 

en  pdflMQfi      ,  . .  «  •*    ; 

.1.'  «.«-•.    c 

et  Ton  continue  ainsi  jusqu'aux  équ^tion^      * 


y  ,+._,aC,  +y'r+._,AC»,+y,^_,  AC',+etc.=o  (II— iX 

Maintenant ,  si ,  dans  la  vakur  de  X*^^i  r  on  change  x 
en  X  4-1»  on  trouvera 

.        jr^^=  Crjr's^  +  Csjr'x^»  +  CajTx^  +  etc. 

+y ,+.^C',+ j-%^,ûC',+r%^^AC*.+  etc.  ; 
mettant  dans  Vëquation  {B)  les  valeurs  de 


en  observant  que,  par  l'hypothèse  et  d'après  l'équa* 
tîon  {A), 

y*+»  +^xyx+.-,  +<?*,r'*+«.a  •..+^xy*  =0, 

J^  *-»-»  *T""xJ^  x^ii«.i  rjryxj''  «-Hv^t  •  •  ''T'^xjr s  =0, 
r**+»  +Pxr''*-Hi-.  +Çr^%+«-mr  .  .+C^xJ^,  =0, 

etc. , 
il  restera 

y,^./^C+y ,^,,AC,+^,^ûC*,+etc.t==^,  (n). 

On  conçoit  facilement  qu'aveo  le  secours  des  équa- 
tions (i),  (i),t . .  .(n-— i),  (n)yOn  déterminera  eu  fonc- 
tions de  X,  les  différences  C^C ^t  ^Cx,  ^C^xj  etc. ,  ce 
qui  réduira  la  recljerche  des  quantités  C\  C,  CT^etc. , 
à  l'intégration  des  fonctions  d'une  seule  variable. 
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4 16.  On  ne  sait  pas  intégrer  en  général  l'équation 
(ji);  ma»  lors(][ue  ses  coefficiens,  au  heu  d'être  des 
fonctions  de  j: y  sont  des  constantes,  que  Tonii  seu- 
lement 

on  y. Satisfait  en  faisant  j^,=  m',  d'où  il  résulte 

car  elle  devient 

m^-\'Pm^-'  4.  Çm»-*+Hin"-3. . .  +  r/=o. . .  (•), 

et  se  vérifie  si  Ton  prend  pour  l'indéterminée  m, 
les  racines  de  cette  dernière.  Si  donc  l'on  désigne 
par  m%  m'y  m*',  etc  ces  diverses  racines ,  on  aura 
(  n*  précédent  ) 

Xs  =  Cm'*  +  Cm"'  +  C*ip**  + 

Cette  expression  présente,  par  rapport  aux  quan- 
tités m\m*,  mT,  etc.,  les'  mêmes  circonstances  que 
l'intégrale  de  l'équation  différentielle 

à"x+^àxd*"x+  Qdx»d"-»^ h  î/^dx-  =s  o. 

Il  peut  arriver  que  parmi  les  racines  de  l'équation 
(A^y^  il  s'en  4rouve  4*>inaginaires  ou  d'égales  entre 
elles.  Dans  le  premier  cas ,  on  revient  aux  quantités 
réelles  par  des  transformations  analogues  â  celle  du 
n^  3 10.  Dans  le  second  cas,  pour  rendre  complète 
l'intégrale  qui  a  cessé  de  l'être ,  on  a  recours  à  l'arti- 
fice employé  dans  le  jo?  3iti . 

417.  L'équation  (jf  )  j  pouvant  être  considérée 
comme  exprimant  la  nature  d'une  série  dont  un  terme 


% 
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quelconque ,  représeaté  par  j^.^ ,  dépend  des  n 
termes  qui  le  précèdent ,  se  rapporte  aux  ëérie$  ré^ 
currenles  {Complém.  des  Élém,  dAlg.  ]  doat  le  lemie 
général  est  y  g ,  et  dont  Téçhelle  de.relatîon  est 

->,    -Ç, .•  -V, 

L'intégration  de  cette  équation  répond  donc  à  la  re- 
cherche du  terme  général  de  la  suite  proposée  ;  mais 
en  n'ayant  égard  qu'à  la  loi  de  sa  formaUon,  les  a 
premiers  termes  de  cette  suite  sont  nécessairement 
arbitraires  ;  et  si  on  les  suppose  donnés  9.  en  les 
signant  par 


y^^    Xtf    J^n9    J^Si  •  •  •  •  «J^n— 


I  > 


on  pourra,  former  les  équations 


jr^  =  C  +  C  +C-  +  etc., 

j-,  =:  Cm'  +  Cm"  -|-  Cr^T  +  etc. , 

jr,  =  Cm'^  +  Cm'*  -f.  Cm"*  +  etc., 

j-s  =  Cm'5  *+  Cm'^  4.  Cm"^  -h  etc., 

Xn^,  a»  Cm'»-'  +  Cm""-'  +  Cm*^-'  +  etc., 

au  moyen  desqusiles  on  déterminera  les  constantes 

C,  C,  C, dont  le  nombre  est  aussi  égal  à  n. 

La  résolution  de  ces  équations,  qui  ne  sont  d'ailleurs 
que  du  prenaier  degré,  peut  être  simn|ifiée  par  des 
artifices  dont  l'exposition  ne  saurait  entrer  dans  un 
Traité  éfémentaire  :  je  me  bornerai  à  faire  observer 
ici  que  cette  recherche  se  lie  avec  celle  des  lob  des 
phénomènes,  d'après  les  obsenrations. 

418.  Les  constantes  arbitraires  qui  complètent  les 
intégrées  aux  différences,  étant  des  fonctions  arbi- 
traires (39$) ,  ne  peuvent  être  décerminées  en  assu- 
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jeUissant  ces  ÏDtë^^rales  à  satiiiiire  A  un  nombre  limité 
de  valeurs  données  ;  car  il  est.visible  qne  toute  fonction 
arbitraire  comprend  implicitement  un  nombre  infini 
de  jraleurs  arbitraires.  Soit  pour  exewple  l'équation 

j-f  ??=  Xç  (sia  2wx^  coa  airxjT» 

de  laquelle  on  doiyç  tirer  un  certain  nombre  de 
valeurs 

Si  ces  valeurs  répondent  à 

o?=a0|     x=i|     ar  =  a,  etc., 

on  ne  pourra  satisfaire  en  général  qu'à  la  première  des 
conditions  imposées  ;  car  dès  qu'on  aura  assigné  pour 
^(sin  iirjr,  co8  3ir;r),  une  première  valeur  déterminée, 
de  laquelle  il  résulte  jr^essa^  cette  valeur  devant  se 
retrouver  la  même  pour  les  indices  x =i ,  a:  ==  2  j  etc. , 
il  s'ensuit  que  les  valeursde  jTx  relatives  à  ces  i ndices^ 
son(  aussi  déterminées  :  il  faut  donc  que  les  quantités 
données  a\  a',  etc. ,  correspondent  k  des  indices  in  ter*. 

méAaires. 

.Si)  au  lieu  d'assigner  un  nombre  limité  de  valeurs 
isolées ,  indépepdantes  les  unes  des  autres ,  on  suppose 
que  dans  l'intervalle  compris  entre  â:  =r  o  et  x  =  i , 
l'expression  jr^  doive  fournir  les  mêmes  valeurs  qu'une 
équation  donnée  j*«=:f(a:),  la  question  sera  déter- 
minée. En  effet,  s'il  s'agissait  de  trouver  la  valeur  dé^ 
qui  correspond  à  un  indice  égal  à  un  nombre  entier 
quelconque  m,  plus  une  Tractionvt,  soit  commensu- 
rable ,  soit  incommensurable ,  on  calculerait  la  valeur 
de  jr^^  d'après  l'équation  j-x^fCor)  ;  et  comparant' le 
résultat  avec  celui  que  donne  alors  l'équation 

r«  =  X^p  (sin  srfi ,  ces  asrrt)  , 
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OD  aurait,  pour  ce  cas,  la  valeur  de 

^  (sin  a^-n,  cos  ajr/i) , 
qui  doit  être  -la  mÀme  que  celle  de 

^[sin2ir(m4-ii},  cos  aar  (m -;|- n)] , 

m  étant  un  nombre  entier  :  l'équation 

j^  ss  X^^  (sin  Tkwx  f  cos  arx) 
devenant  par  là 

J^iiH-.  =  -^m4.»^(»ina»n,  cos  asm); 

serait  tout* à-fait  déterminée. 

La  seule  condition  à  laquelle  soit  assujettie  l'équa- 
tion ^-p=f(x),  c'est  qu'on  en  tire  pour  ^o  et  pour  ^, 
les  mêmes  valeurs  que  de  l'équation 

jr X  ^=Xp  (sin  ^wx  y  cos  air j?). 

419.  Les  considérations  géométriques  éclaircitsent 
bien  ce  qui  précède.  Yoici  d'abord. comment  on  peut 
représenter  par  le  cours  d'une  iigiie ,  l'équation  très 
simple  ôj-zizo.  Si  l'on  construit,  sur  la  droite  AR^ 
FiG.  65.  fig-  65,  menée  à  une  dbtance  quelconque  de  l'axe  des 
abscisses  OX,  parallèlement  à  cet  axe  ,  et  divisée  en 
parties  AA\  A* JT ^  A!*^^  etc.  égales  à  Ax,  des- 
courbes telles  que 

ABA'ffA'ff'A^S,  ACA'CA'CA'T^  ADA'aA'DtArU.tit.r 

passant  par  les  points  A^  A ^  A'^  ^,  etc. ,  et  compo- 
sées ,  entre  ces  points,  de  parties  égales  et  semblables, 
ces  courbes  satisferont  à  l'équation  A^  =  o.  Cela  est 
d'abord  évident  pour  les  points  A^  A^^  A'^  AT^  etc.  ;  et 
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Von  voit  ensuite  que ,  prenant  AP==-x,  AP'=:  or + Ax , 
les  arcs 

AL  et   A'L\     AM  et  A'M' ,     AN  et  y/iV',  etc. 
^tant  ^ux  et  semblables ,  les  ordonnées 
LP  et  VP,     MP  et  M'P',     NP  et  N'P\  etc., 

seront  aussi  respectivement  égales,  et  Ton  aura  par 
conséquent  pour  chaque  courbe  y  àjr=zo, 

La  condition  A^  =  o  n'entraînant  point  la  conti- 
nuité dans  les  résultats*,  les  courbes  ^6^,  ^7^,  AU^  etc. 
ne  seront  point  assujetties  ^  cette  loi.  Le  polygone 
EFEfF'E''F''E*F,  composé  de  parties  semblables 
EFE! y  EF'E'^  etc. ,  donne  également  aj"=o,  aux 
intervalles  marqués  par  ax  ;  il  en  serait  de  même  d'une 
suite  d'arcs  égaux  et  semblables  d'une  courbe  quel- 
conque, assemblés  d'une  manière  discokitinue,  comme 

le  sont  les  arcs  G^,  G  H',  CH",  etc. 

• 

Il  est  visible  que  l'équation  j^= «^sin — ,  cos j 

\  .      AX  AX  / 

donne  lieu  à  des  lignes  qui  satisfont  aux  conditions 
ci-dessus. 

4ao.  Passons  maintenant  à  l'équation  générale  du 
premier  ordre  àjr  =  F(x,^).  Ayant  choisi  arbitraire- 
ment, ou  déterminé,  suivant  les  conditions  de  la 
question,  le  premier  pomt  B^  Jig,  66,  de  la  courbe  pi^-,  55. 
cherchée  ,  comme  l'équation  proposée  n'apprend  rien 
sur  tous  lés  points  correspondaos  à  la  portion  d'abs- 
cisses A  A'  =  Ax ,'  et  qu'elle  donii%«ieulement  i'or<- 
donnée  A'B'  :=z  jr^j  on  pourra  faire  passer  par  les 
points  ^et  B\  une  portion  d'une  courbe  quelconque. 
'3ela  fait ,  pour  obtenir  la  portion  correspondante  à 
l'abscisse  ÂtA"  ^   on  prendra  en  arrière  d'un  point 


quelconque  P'  de  cette  absciiise  ,  une  distance. .  . 
PP'  =  >^i^'=  Ax,  et  élevant  Tordonnée  PM^  on 
mènera  Ulf  parallèle  à  PP'  ;  tirant  ensuite  de  l'é- 
quation Ajr=^¥{Xyjr)^  la  valeur  de  àjr  pour  l'abs- 
cisse APf  cette  valeur  donnera  la  droite  I/âf'  qui^ 
jointe  à  P'D'zszPM^  fera  connaître  le  point  M\  On 
trouvera  de  inéioe|tou8  les  points  de  l'arc  B'B'  ;  cet 
arc ,'  employé  à  son  tour  comme  Tare  BB\  donnera 
ceux  du  troisième  arc  B'É^,  et  ainsi  de  suite. 

Il  est  évident  que  Ton  pourrait ,  par  le  même  pro- 
cédé, continuer  la  courbe  en  arrière  du  point  ^,  et 
que  dans  tous  les  cas  elle  satisfera  à  l'équation  pro- 
posée,  ^misque  les  différences  A  j- =  D'ilf'  auront  des 
valeurs  conclues  de  cette  équation  :  je  laisse  au  lec- 
teur à  faire  l'application  de  ce  procédé  aux  équations 
du  second  ordre  et  des  ordres  supérieurs. 

4^  I .  On  n'a  considéré  ici  les  équations  aux  dîffé* 
rences  que  dans  l'hypothèse  de  àx  =  const.  ;  mais 
lorsqu'on  si^ppose  cette  dernière  différence  variable, 
le  sujet  prend  beaucoup  d'étendue,  ainsi  qu'on  s'en 
pourra  convaincre  par  la  question  suivante  : 

Soit  f  (x)  une  Jonction  inconnue  de  x,  telle  que  si 
Von  f  ^change  x  en  f(x) ,  puis  en  F(x) ,  F  c r  f  désignant 
des  Jonctions  données,  les  expressions  correspondantes 
^  [  £  (x)  ]  9  ^  [  F  (x)  ]  ,  aient  entre  elles  une  relotion 
donnée. 

Laplace  a^  par  un  procédé  fort  simple,  ramené 
ce  genre  de  problèmes  à  des  équations  aux  différences 
où  la  variable  indépendante  ne  reçoit  que  des  accrois* 

semèns  constans.  Pour  cela  il  pose  i{x)  =:  u^, 

F(x)ssii«^,,  If.  représentant  une  fonction  inconnue 
de  la  variable  x  ;  et  si  l'on  peut  résoudre ,  par  rapport 
il  X ,  la  première  de  ces  équations ,  on  en  tirera 
jc  =  f/ii»),  valeur  qui  transformera  F(.r)=:«.^,  en 
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ti.^,  2.  F[f /lis)] ,  équation  ans  différences  où  la  va- 
riable z  croU  seulement  de  l'unité.  Lorsqu'on  saura 
intégrer  cette  équation,  on  aura  l'expression  de  u.  en 
(onction  de  z  ;  .on  obtiendra  aussi  x  en  fonction  de  z  p 
lés  fonctions  f  [F(x)]  et  ç[f(^)]  deviendront  respec- 
tivement 9(tfs^i)>  j^(Vft)i  ®^  <>n  pourra  les  représenter 
par  7'«^i9  J'MjCe  qui  changera  en  une  équation  aux 
différences  de  la  forme 

la  relation  donnée  entre  les  deux  états  par  lesquels  doit 
passer  la  fonction  ^. 
Je  prendrai  pour  exemple  l'équation 

ç>(x)?=rç>(îwr)+a, 

« 

pour  laquelle  x=sii«,  ax=if«^,.  De  là,  on  conclut 
aisément  ii«^,  ssacr«,    équation  dont  l'intégrale  est 

Posant  ensuite  f  (a?)= j-s,  ^(ax)  =^'•4.,  j  l'équation 
proposée  devient 

et  s'intègre  es  y  faisant  d'abord 


»  =  »» 

^.  =  «  +  ^, 

ce  qui  conduit  i 

^.  =  «'  +  ^. 

• 

jr,   ==a4+i, 

^4  =  -'+^. 

* 

^ 

■— *            I 
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T^  dernière  de  ces  valeurs  est  riaiëgrale  complète, 
^  puisqu'elle  renferme  nue  quantité  arbitraire  a  ;  et  l'é- 

x 
quation  C2*  =  j:,  donnant  2*""'=:  -^y  on  aura 
*  2  2jL 

X  X 

résultat  qui  revient  à 

9(x)  ==  6*  +  ft-*, 
I 

SI  1  on  pose  o  =  a      . 

Il  faut  remarquer  que  les  constantes  a  et  Csont 
des  fonctions  qui  ne  changent  pas  quand  z  devient 
«  -f*  I  (SgS) ,  et  par  conséquent  lorsque  x  devient  ax. 

422.  Combinant  toujours  chaque  nouveau  point  de 
vue  sous  lequel  les  grandeurs  peuvent  étr^  envisageas, 
avec  les  précédens,  les  Analystes  considèrent  encore 
des  relations  entre  les  différences  et  les  coefficieds  dif<- 
férentiels  des  fonctions  inconnues;  et  de  là  naît  le 
Calcul  aux  différences  mêlées. 

Les  équations 

Ar  ' 

dans  lesquelles  a,  ft,  c désignent  des  constantes,  et  où 
Ax=si,  sont  les  plus  simples  de  ce  genre.  On  satisfait 
à  toutes  les  deux  en  posant  jr  =  Ce*"*  ;  la  première 
se  change  en 

m  +  «(c*  —1)  +  ^  ==  o> 

et  la  seconde  en 

m{e^ — 1)  +  am  -|-^(e'" — 1)  +  c  =  0, 
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La  âiiciisnon  de  ce»  transformées  et  l'examen  de  la 
nature  et  de  Fétendue  des  intégrales  qin  en  Yésaltent , 
sortent  des  limites  que  j'a|  dû  me  prescrire;  je  n'ai 
Touln  seulement  que  marquer  Ta  place  de  ces  nou« 
Telles  recherébes  (*). 

ÀppUcation  du  Calcul  intégral  à  la  théorie 

des  suites. 

423.  L'intégration  des.  dîiFérentielles  à'  une  seule 
variable  ayant  conduit  à  des  séries,  on  en  a  conclu 
qu'on  pouvait  représenter  une  série  par  une  int^iale; 
et  comme  on  a  des  méthodes  pour  calculer,  aq  moins 
par  approximation,  la  valeur  d'une  intégrale  entré  des 
limites  données  (*^) ,  on  a  cherché  à  remonter  d'une 
série  k  l'intégrale  dont  elle  est  un  des  développemens. 
Cest  par  ces  considérations  qu^Buler  a  créé ,  pour  la 
sommation  des  séries  et  la  recherche  de  leur  terme 
général,  des  méthodes  très  ingénieuses  dont  voici 
quelques  exemples. 

Soit  d'abord 

^^*+ ^^^^*'..-  +  ^^^^a- +  etc. 


(*^  On  trouTera  plus  de  deuila  daof  lo  Traita  io-4*»  tome  III, 
diap.  8.  J^obserrerai  leiilcmeDt  qne  le  Colcal  anx  différences  md^- 
ket»  indique  d*abord  pat  Coodorcet ,  tnil^  ensatte  par  MM.  La- 
place,  Paoli  et  Poisioo,  r^ond  à  dca  qoestions  de  Géomctiîe 
rësoloes  antérîenreaaent  par  EnJer,  qu'ensuite  M.  Bahbage  s^est  oc- 
cupé de  ces  questions  et  de  celles  qui  sont  comprises  dans  Ténoncé 
dn  vP  ptëcëdenty  en  les  présentant  comme  une  nouTelle  branche 
d'unalyse  qn*il  nomme  Calcul  des  fonctions  (voyes  les  2Va/i>- 
uiet.  philnp  années  i8i5— 16  —17,  et  nn  article  fort  étendu,  in- 
séré par  Angostns  Morgan  dans  V Eneyclopœdia  Metrttpoiîtana.) 

(**)  Poyea  la  note  de  la  page  639. 

Cale,  intégr  ,  5*  i'dition«  4^ 
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la  série. proposée;  on  multipliera  par  pâf  les  deux 
membiea  de  Téqualion 

^  +  à      ^  2a+  0  ,  '  na'^b     * 

et  passant  ensuite  aux  différentielles,  on  aura 

pd(sxn=^ —-g 

,  p(n4.r)(ii«  +  /g)x»+'-»dx 

"T^"'    " ;  i * 

m 

|ie  faetenr  na^b  disparaitra  du  dénominateur  du 
terme  général  ^  et  par  conséquent  de  tous  les  autres ,  si , 
quelle  que  soit  n,  Ton  a  p{n  -f-  r)  zs  tut'^  b  :  on  fera 
donc  RpasiMiy  rp  ssb^  d'6ù 


para,     rî=s-, 
ce  qui  donnera  l'équation 


JI— 1+  - 

dont  le  second  nrembre  ne  renferme  plus  de  déno- 
minateurs. De  nouvelles  opérations^  semblables  â  la 
précédente  y  feraient  disparaître  les  facteurs  qui  reste- 
raient, si  le  dénominateur  en  contenait  plus  d'un. 

En  multipliant  la  même  équation  parpx'dar,  et  pre- 
nant ensuite  l'intégrale  de  chaque  terme»  il  viendra 


\ 
/ 


U  fthcleur  M  4-  /l  du  namératcttr  digptfnltia  ai  Foa 
iidt 

d'où  il  ëuit 

I  fi       b 

^       u^  ma 

fi*  h         if  &  fi  fi 

-/jiJ        d(*a:)r=ar        +«         +  x 

-+« 

=x*       [i  +  x  +  x*. +  a:»-'}, 

et  par  conséquent 


On  tire  de  là 


b-^fi  fi^* 


ax 


6 

a 


4a4-  J^9M$  la  sMe  que  J^ai  considffrée  ci-dessus, 
le  nombre  des  laeteurs,  soit  du  numérateur^  soit  du 
dénominateur  y  était  le  même  pour  chaque  terme; 
mais  il  est  une  classe  de  séries  qu'Eulier  désigne  sous 
le  nom  Xhypergéométriques ,  dans  laquelle  ce  nombre 
augmente  d'un  terme  à  l'autre  :  la  série 

{é  +  (S) {nm^fPj 

^(a+*; ...{na^b) 

4>. . 


I 

est  de  etitt  cl*«8e.  On  va  yoh  qna  leiw  «ommation  m 
nmène  à  l'intégration  d'une  ëquaUon  diffiérentieUe. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  l'équation  a- 
deMUS  par  piC,  et  prenant  leurs  différentidks ,  on  ob- 
tiendra 

pi{tar)      f  (  ' + ^)  (*  +  ^)  r' 


pfit  +  r)  (>  ^  |8) . .  •  .^«<»  +  ^)  ^+r-». 
*♦""  (a+ 6)...  •(««  +  *) 

Oniera  disparaître  le  facteur  «a +  6  du  dénomina- 
teur, en  posant 

V  +  ip  =  "«  +  *» 

d'où  . 

np  s=  na,       rp  xe  », 

■    ^  b 

*  i  .6 


(*+tf) (>u.+^L"'^+â 

En  multipliant  ce  résultat  f^rp3f,  et  plwant  llnté- 
grile  de  chacun  des  membres,  on  trouTcra  l'é<piation 


!+«  +  '• 


,r^''-*-^^ (»*+y^v^'^' 

«t  le  facteur  nm+fi  disparatlra  du  numérateur,  si 
npatL  -j^pafi.^  na  +  ft  +  ra, 
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Ott  st.  • 

^      •'  ma 


Hef^tanl  ensuite  à  part  «  dans  le  second  membre ,  lé 
fiicieur  commua  x       i  il  ▼iendrm 

iS_A         h  fi 


(«-t-i3)....[(n— i)«  +  ^]a*-'i 
"**(a+A)....[(n— i)a-»-6]        J" 

La  «ërie  comprise  entre  les  accolades  du  second 
meaubre  de  ce  résolut,  n'est  autre  <çhose  que  la  pro» 
posée  dont  on  a  Até  le  dernier  terme >. et  àîaquelle  6n 
*  ajouté  Tnaité  :  on  coâdun-dono  de  M  qui  précède» 

?/*•    >«?)-«•     '{,+  , 

(«  +  *) (««+6)     /' 

Eh  diffârentiant  cette  ëqnatfon,  on  la  délivrera  dé 
rînt4gration  indiquée  daaa  le  premier  membre ,  et 
Von  obtiendra  Véqnation  d'où  dépend  la  somme  cber- 
chée« 

Cet  exemple  montre  comment  on  opérerait  sur 
d'autres  cas  plus  compliqués ,  de  la  classe  des  séries 
dont  il  fait  partie,  en  obsenrant  que  chaque  diffères* 
tiation  offre  le  moyen  de  faire  dispàrattre  un  facteur 
du  dénominateur^  et  chaque  intégration  un  facteur  da. 
numérateur. 

4^5.  Si  Ton  faisait  abstraction  du  dernier  terme  ^  onu 
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aurait,  au  lieu  de  la  somme  particulière ,  la  limite  àc 
la  série  considérée  à  l'infini ,  ou  la  fonction  généra^ 
trice  de  cette  série;  cav  il  est  viûble  que  les  procédés 
ci- dessus  sont  inverses  de  ceux  par  lesquels  on  déter- 
mine les  séries  qui  satisfont  à  dèd  équations  diileren— 
tieiles  do9nées. 

S'il  s'agissait ,  par  eaeemple ,  de  trouter  la  liante  de 
la  série 

*  =  ia;-*r.2;r»+  i.a.dx^*— etc., 

on  pourrait  «^pliquer  à  cette  détermination  la  pre- 
mière transformation  du  û®  précédent,  en  faisant 

«=1^      iS=:0,      A=.0|      6ac=I; 

mais  on  y  parviendra  immédiatement  en  midtipttaiit 
par  x\u  deux  membres  de  l'équation  posée  plus  haut, 
et  en  les  dîfférentiant  ettsuiHe.  On  obtiendra  de  cette 
manière 

*j:  =  ia:*  —  i.a4c^+  i,a,3âr^«— etc., 

àlsx) 

-V-  =ï.2X^ — i.a.Sjf'  4-.  |«a.3.4*'  —  etc.; 


4x 

et  multipliaQt  la  detfdère  équation  par  x\,  elle  de- 
viendra 

'    A(9X) 

«  -gj  =  I  .aap«  —  I  .a. 3x3  +  i  .a.3.4xi  —  etc., 

dont  le  #eçond  membre  est  évidemment  ^;al  à  x  «—  #; 
aiusi  l'on  aura 

ou  d/-4---^— !— idx  =  — . 
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L'intégrale  de  cette  dernière  est 

il 
*  =  î./c       dx    (a85). 

Pour  que  Texpression  ci-dessus  réponde  à  la  série 
propoii(^yii  faut  qne  rintëgfalea^évaiiaiiiBse  lorsque 
ar==o;  et  si  on  la  prend  jusqu'à  xssi,  on  aura  la. 
quantité  ç^rrespondîmte  à  la  fiérie  divergente 

4^6.  Les  intégrales  définies  fournissent  aussi  le 
moyen  de  rejirésenter  des  portions  de  la  jérie 

,  dwA  ,  d*ii    A»  , 

"  +  dî7  +  dPT:ï^^"'"- 

en  partant  d'un  terme  quelconque.  Void  comment 
d'Alembert  y  paryient ,  et  démontre  en  même  temps  le 
théorème  de  T^ylor  (  Recherches  sur  dijffërens  points 
importons  du  système  du  motkde,  tome  I,  page  5o)  : 

Soit  u'  ce  que  dcTient  la  fonction  u,  lorsqu'on  y 
cbange  «  en  x  -f*  ^y  en  pofant 

u'  =  U^P, 

ctdififérentiant  par  rapport  à  h,  qui  n'entre  pa»  dam», 
û  Tient 


d"i*'       d'il'  • 
Ensuite,  comme  "TîT^^Si*    (^)»  ^*  V^^ 
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d»ii'      d"tt 

dx»  *^3x"  +  ^»  ^  désignant  une  quantité  qui  s'é- 
vanouît avec  A,  on  peut  faire 

dÂ"-di  "•"  ^' 
en  diflerentiant  de  nouveau  par  tapport  à  A,  on  n 

dV      dÇ  ,     n^/^*«'Aa 

jpp  =  ^,     dou     Q^J^àk, 

da'      di»     /»dV._      /Vil*',,     dii*^  rrà^u'^ 

"="+diT+//-dF^^'- 


Posant  encore 


d»tt'        d*i* 


• 


dA'        da: 
OQ  tronTe . 

dV      dfl  ■         .     _       rdV.  ■ 
aF^^dÀ»    ^*"    "=y  IF''*' 

dp  -  a?  +j  ip  **♦ 

En  continuant  ainsi ,  on  anriverait  à 


dtt^       d*M   h^ 

dxi         dï*1.2 

d"-'K 


,  d*~'w  A—'  r*à*u'     ' 

)es  intégrales  étant  prises  de  nunière  à  s^ëvanouir 
lorsque  A  =  o  y  parce  que  ù  redevient  u. 
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d'il' 
417 «  Soit»  pour  abréger,  -^^  =  H;  on  aura  (242) , 

î- :  (  A-'/ffdi  -  ^2i—!)t^rHhdh 

et  il  est  facile  de  yoir  qu'on  peat  anbttltiier  à  la  série 
ci-dessus,  TexprassioD 

\ r  /iT(i  —  A)»-«dA, 

1.2...(ll 1)''       V  V  » 

prise  depuis  A  =  o ,  pourvu  qu'on  change  apiès  inté- 
gration I  en  &;  car  si  Ton  développe  cette  expresûon, 
qu'on  passe  hors  du  signe  /  les  puissances  de  t  qui 
multiplient  les  différens  termes ,  et  qu'on  fosse  ensuite 
/as  A  y  oA  retombera  sur  la  série  proposée. 
11  suit  de  là  que 

,         ,  diiA  .  d*tt   A* 
uz=iU'4^'s —  +  1 f 


pourvu  qtPon  prenne  l'intégrale  de  manière  qu'elle 
s'évanouisse  lorsque  A  =  o ,  et  qu'on  change  ensuite 

d'tt' 
On  peut  y  dans  cette  formule ,  remplacer  -j^  par 

d"ii' 

-j^-y  etsi  l'on  fait,  sons  le  signe  int^ral,  i  —  Assai, 

ou  Assi(t-~x),  on  aura 
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Les  limites  de  Tintégrale  seront  alors  z  =  i ,  z  =  o  ; 
on  la  rendra  positive,  en  renversant  Tordre  de' ces 
limites  9  c'est-à-dire  en  la  prenant  depuis  js  =  o 
jusqu'à  X  =:  M  enfin ,  sortant  1"  du  signe  /,  et  écri- 
vant h  an  lieu  de  / ,~  le  dernier  terme  de  la  formula 
ci-dessus  deviendra 

C'est  Lagrange  qui  a  donné  ce  dernier  théorème , 
mais  d'une  autre  manière  y  dans  la  Théorie  desfonc^ 
tiens  analytiques,  a*édit. ,  n**  35  et  suivans. 

Il  s'en  sert  pour  prouver  qu'on  peut  toujours  rendre 

la  sotitme  de  tous  les  termes  de  la  série  de  Taylor,  à 

partir  d'un  terme  donné,  plus  petite  que  le  précédent. 

S^ent  iV  et  m  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  va- 

A*tf 
leurs  que  prend  -p^ ,  dans  l'intervalle  de  «  à  x4- ^  > 

on  aura 


/: 


^""'«»-'d»<iMDr«— 'dx  et  >m/i— dr, 


dx* 

d'u* 
si  le  coefficient  différentiel  -r-;  d^  cbimge  poipt  de  si- 
gne ou  ne  devient  point  infini  dan9  cet  intervalle  (2^34)* 
Entre  les  limites  données ,  les  deux  dernières  inté- 

grales  sont —  et  —  ;  et  en  prenant  h  d'une  petiissse 

convenable,  on  rendra  la  quantité « 

aussi  |>etite  qu'on  voudra,  vis-à-vis  de 

i.a...(n — I)  da:""'' 
418.  C'est  de  «ette  manière  que  les  intégrales  défi- 
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niés  servent  à  évi^Iuer  des  quaulit^  qu'on  ohUendrait 
difficilement  par  d'autres  moyens  ;  elles  prennent  jottv> 
vent  des  valeurs  remarquables. 
On  voit  à  la  simple  inspection  des  cas  particuliers 

/jc*"**dj? 
—ps=s^i  rapportés  dans  le  n^  197, 
K  I— «• 

que  ces  expressions  se  réduisent  à  un  seul  terme  9 

lorsqu'on  les  .prend  «ntra  b»  liiiiile8-4r  a^u»  et  «=3  i  ; 

et  Y^xc  A  devenant  éf/à  au  quart  de  la  GircûiiCéreace> 

on  a  les  deux-suites  , 

/j:*dx     .  1 .  •■  p  x^dx    ^^  a 

/'  g^dar     i.3y  /^  g^dx    a. 4 

J77^!^~â747â'         yi/7m?~3T5' 


/x'dx  i.3>.5r  r*  x'dx         a. 4-6 

^i x'      a.4'6.a  •/  v^i— a:*      3.5.7* 

/'  x'dj:    i.3.5.7ir  r  x^dx    a.Jj.S  8 

^/7IIx*""î»-4*6.8.a*  J  |/7II]?""3.5.7.9 

etc. , 

desquelles  on  conclut,  en  général, 

x*'dx         1.3.5 (ar— i)tr 

|/i— X»      074.6.  •.. ^^î^ 


^i..^-P«"*3.5.7.  •..•...  .(ar-|-i)* 

Le  produit  de  ces  résultats  donne  d'abord 
/  /*  x*'dx  \  /  /*x*'^*dx  \  ^      I      tr 


668  DBS   DIFFisiKCBS 

En  divisant ,  au  contraire ,  le  second  par  le  premier, 
on  tioave 


/i 


V^i — X*      !»a.9.4-4*  - ^r.^r 


/'  x^'dx        r  1  .S.d.S.S.  ••(ar— i)(ar— i)(ar-|-i)* 

Pour  larar  ce  que- devient  le  premier  membre  de 
cette  é^[iiation,'loiB€[tt'b|i  poosse  le  nombre  des  fac- 
tears  du  second  jusqu'à  l'infini ,  on  lorsqu'on  fait  r 
infinie,  je  prends  x*'4b2  ;  les  limites  de  x  sont  lea 
mêmes  ^pie  ceUes  de  «*$  mais  on  a 

X  =  x**",     dar  =  —  «*'"      dz, 

»  ar  * 

J  VT^^    -^    I       y         ,' 

f 

/«^da:  I      /^  «^''dr 


ir 


Le  rapport  des  différentielles  ^tant  z  ,  approche 
d'autant  plus  de  ;E^  ou  de  i ,  que  le  nombre  r  ai^^ 
mente;  et  en  passant  à  la  limite,  on  peut  regarder 
ce  rapport  comme  égal  à  i;  il  en  sera  alors  de  même 
de  celui  des  intégrales,  puisqu'elles  commencent  et 
finissent  en  même  temps  t  on  conclura  donc  de  lA 

a  a.i.4.4*6.6«8.8.io.io.etc. 
it   1.3. 3. 5. 5. 7. 7.9.  9.ii^etc. 
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et|iar  conséquent 

a       I.3.3.5.5.7.7.9.  9*  11  «n. etc.' 

Ceite  expresûon  reouirqnable  du  f«ari  de  la 
rence  du  cercle  est.  due  i  WaUîs. 

4lf9«  Une  tffaaesfemtation  de  Tëquâtioii 


sr 


|/ 1  — x*/  \^   j/ 1 — W      3/-+«  a 


conduite  la  valeur  de  Tm  Ivraie /ê'^^d/,  prise  entre 
lesltoûtes  <=tto,  «ssuifiBi»  qui  se  présente  dansplu- 
sicuars  redbenshes  très  curieuses. 

Si  l'on  fi&it  x=aB  e"^*',   réquation  précédente  se 
change  ea 


^tf'^^-l  i/'^ 


/dlir-^*.e-^^(«'+0'' 


I 


ar4-i  a  ' 

posant  ensuite  ^Car-f-i)  =s  i ,  «t  mettant  dans  le  se- 
cond membre  la  Taleur  de  ar-f-i^   tous  les  deux 
deviennent  divisibles  par  ^;  puis  divisant  sous  les 
•  radicaux  par  aj,  on  obtient 


5  /Tj^^^fZîL  (  ;  /^iËi:f!l!!^ 


et  comme  la  limite  de »   lorsqu'on  y  fait 
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^  =  o  9  est  I*  I  Téquation  précédente  se  réduit  alors  à 


1  _  y- 


aî/e-'*d/}»=^,     d'où    /e--f'd/«ifc  ^î/; 

-  Mus  i  esC  infini  qvatid  xsa,  et  nul  quand  j:=s  i  : 
les  limites  de  cette  devnière  întégrale  sont  donc  Tinfim 

eto;  etcommelafonttion^^''  <st  towjonri  poMlî^e, 
il  s'ensuit  que  le  signe  supérieur  répond  aux  linûtes  o 
et  rinfini  positif,  et  que  l'intégrale  se  double  quand 
on  la  prend  depuis  tas  — -  infini  jusqu'à  f  :|p  +  infini  : 

sa  valeur  est  donc  alors  l/«. 
.  43o.  Laplaoe,  coosidéraAt  encore. reapreetion... 
/e-*"'*^>A,  la  mei.soiifl  la  forrae  /i*-^e'-***'i^ , 
pour  rint^grer  par  parties,  ce  qui  donne 


/e-'"^>dte-  -i-{2-'^'<--'-(n-^)^-^"^V---"d/}. 

Tant  que  l'exposant  n«»-m  est  positif,  la  partie 
délivrée  du  signe /s'évanouit  entre  les  limites  Isso 
et  r;=ç  infini  (99) ,  et  il  reste 

la  seconde  intégrale  étant  prise  entre  les  mêmes  ii-  . 
mites  que  la  première. 
Si  Ton  fait  mssu  ,  on  aura  ^ 

et  en  répétant  cette  réduction ,  on  obtiendra 


8T  DBS  liKlU.  671 

résultat  qui  s'tfTanouit  par  son  coeffieieiit  quand.  •  • 
n=s2r<»iy  et  qui,  lorsque  n  =  2ry  donne 

Il  est  d'ailleurs  à  propos  d'observer  aussi  qu'en- po- 
sant s-""****'  =  j:,  on  a 

les  limites  de  x  sont  alors  i  et  o,  et  ai  Ton  en  change 
l'ordre ,  U  faudra  supprimer  le  signe  — . 
Enposantm  =  i)  12=09  on  aura 


43 1.  Je  vais  encore  rapporter  l'évaluation  de  quel* 
ques  autres  intégrales  qui  présentent  des  conséquences 

curieuses  ;  je  commencerai  par  celle  de  jfe'^^'^'djr  cos  rx^ 
entre  les  limites  x==o  et  j:  =  infini,  due  à  Laplace  et 
remarquable  par  le  procédé  employé  pour  l'obtenif  • 
En  posant 

yê'^^'^'dr  coarx  =  j^, 
et  différentiatit  par  rapport  à  r  (a8i) ,  on  en  tire 

-r^  = — yè^  '^  xdx  sm  rxi 

ar  ''  '         . 

puis  en  intégrant  par  partie»,  relativement  au  facteur 
e""*'**xdr,  on  trouve 


-f-  =s —  8in  rx  —  -— -  fs^  '  cU  cos  rXp 


Tr- 


âa'  '2a 
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ce  qui  révisât  à  ,   . 

dr  r  àr  ,    r 


lorsqu'on  iuppofe  x  infini  dans  la  partie  déllTrée  du 
signe/. 

L'équation  ci-dessus,  entre  las  yariables  ^eir,  a 
pour  intégrale 

y^Ce     4«*  (285), 

C  étant  une  constante  afbîtrtire  qu'on  détermine  par 
la  valeur  que  prend  jr  lorsque  rsso,  savoir  : 

/e-«*"d»s=^   (4^9). 


Par  ce  moyen,  on  trouve 


fé~^*'*àx  cos  rx 


4a.  ^; 


aa 


Ici  se  montt«  un  nouvel  artifice  d'analyse,  qid  con- 
siste à  former,  entre  les  intégiales  et  quelques-unes  des 
constantes  qu'elles  contiennent ,  des  équations  diffé- 
rentielles que  l'on  puisse  intégrer.  Ce  procédé,  et  des 
transformations  très  variées  et  très  ingénieuAîS,  ont 
considérablement  multiplié ,  dans  les  r^bercbes  de 
MM.  Laplace,  Legendre,  Poisson,  Georges  Bidone  et 
Caucby,  les  déterminations  des  intégrales  définies, 
dont  Euler  avait  déjà  montré  de  beaux  et  nombreux 
exemples  ;  mais  il  reste  encore  à  désirer  une  méthode 
uniforme  qui  réunisse  en  un  seul  corps  toutes  ces  re- 
cherches, au  progrès  desquelles  parait  attaché  main- 
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tenant  celui  de  plusieurs  branches  importantes  de  la 
Physique  mathématique. 

432.  Si  l'on  fait  a  =  o,  dans  /îr""^*''dj:cos/*jr  et 
dans  sa  valeur,  en  observant  que 

« 

et  que  la  limite  de  e^^'aa  (99)  est  alors  l'infini,  on 
obtient 

fdx  cos  rr  =  o , 

entre  les  limites  x=o  et  x=r infini,  résultat  qu'il 
aurait  été  difficile  de  prévoir.  En  effet,  on  a,  en 
l^énéral , 

fdxcosrx  =.  -sinrx  -|-  consi,  (217)  j 

à  la  première  limite,  où  x:;sso,  la  fonction  sin  rar^o  ; 
mais  que  devient-elle  lorsqu'on  suppose  l'arc  x  in- 
fini ,  doit- on  alors  le  regarder  comme  exactement  égal 
à  un  nombre  entier  de  ckconfércnces?  C'est  ce  qu'on 
ne  voit  pas.  Tout  ce  qu'il  est  permis  d'affirmer,  c'est 
qu'aucun  arc  assignable,  quelque  grand  qu'il  soit,  ne 
peut  tenir  la  place  dex  :  sin  rxest  donc,  dans  ce  cas, 
une  quantité  indéterminée.  Il  nVn  est  pas  de  même 

de  la  valeur  jde  fe~^*'*àx  cos  rr,  à  cause  du  facteur 
^— ii«ac*  ^  q^*  diminue  toujours  à  mesure  que  x  aug* 
mente  ;  et  puisque  cette  intégrale  »  en  vertu  de  la  loi 
de  continuité ,  a  pour  limite  fax  cos  rx^  la  valeur  de 
celle-ci  sera  la  limite  de  celle  de  la  première. 

On  connaît  encore  d'autres  moyens  de  confirmer  ce 

Cale»  intégr.f  5*  cdition.  4' 


•I 


■"**  cosnr. 
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tësttliat^  suqiael  Ëtikir  est  parîTCAtr  en  considérani 
rintégralc  /c"**darco9rr,  *  désignant  une  constante 
quelconque.  Sî  Ton  intègre  par  parties ,  eA  eommen- 
çant  par  le  lacteur  àx  co3rXf  on  aura 

I  k  '      . 

fe^^ix  cos  rx  =  -  c"**  sin  rx  -f»  -  fc^àx  sin  rx , 

puis,  en  opérant  sur  àx  sin  rxj        • 

/tf-**da:  sinrar  s=s  —  -  e"'**  cos  /x /c""**  da:  cos  rr, 

ce  qui  donne 

et  par  conséquent 

e""**  (r  sin  rar  —  i  cos  rx) 
/e-**  da?  cos  rjr  =  — ' PT+jF * 

Efftrc  \tÉ  Bmiles  ir  ±i:  o  et  dr  =  inôni ,  l'expression 

A- 
^*ou  vient  d'obtenir  se  i^duk  à  ^  >^"^; ,   quantité 

qui  devient  fiUUe  lorsque  i  s^'évanouissant,  Tintégrale 
proposée  se  tliange  en  /da?  cos  rx. 
En  reprenant  iVqualion 

ttr^Ax  sin  nt  = e"**  cos  rx  —  - /c-'^dx  cos  rx , 

j  r  y^       . 

eittiettWt  pow  Fititégwle  du  secowJ  membre  sa  va- 
l«ur  déjè  trouvée ,  ©n'arrive  à 

■ 

tr-^*{rcoêrx  -4-  k  wmrx) 
fe-^ix  sin  r*  = : i^r+HF ~  * 


Valeur  qui  an  réduit  à  ~^^,   quand  ou  la  pr«iid 

entre  les  limites  xs=  o  et  x  :=  infini. 
La  supposition  de  it  =  o  donne 

•     /3xslnrrss-' 

autre  résultat  remarquable,  qui  ne  paraît  pas  suivre 
immédiatement  de  Texpressuya 

fax  t^  r»  ::it  ^  ^  eoii  rx  4^  cofisi. 

r  * 

4*3'-  I*  ttaruformation  des  quaintit^  rèeUes  en 
ittid^ginaires  tal  an  artifice  d'analyse  qui  a  (kit  dé- 
couvrir plusieurs  intégrales  définies  remarquables. 
noasflmprtDteriMisick  an  «seraple  i  Foiirie»  f). 

Lorsque  dans  riniégiiale/fe-*'t!r=i:  V^*  (449),  on 


on  en  tire 

«t  totnftie 

^■"''*^^""'=cos(x*)  —  |/II7sio(a:*)  (187), 
on  obtient  ensuite 

— -7=—  {/dxcos(xO— l/— i/dxsiA<jr«))  2s:  |/;;. 


g  ^  t    ■*- 


(*)  Théorie  de  la  Çhaltar,  p.  53a. 

43.. 
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En  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  imagi- 
naires de  cette  équation,  on  en  déduit  deux  autres, 
savoir  : 

-i=  {fdx  cos(x»)  4.  fdx  sin  (x*)}  =  l/;, 
l/a 

fdxcos(xf^) — fdxsinÇx'')  =z  o, 

d'où 

fax  cos  (jf)  =  fdx  sin  {x^  =  1  »/5i = y^^^ , 

les  limites  de  x  étant  o  et  Vinfini  comme  celles  de  f. 

Il  faut  observer  que  cet  artifice  a  été  employé  sur- 
tout comme  moyen  de  recherche ,  et  qu'on  s'est  at- 
taché à  en  vérifier  les  résultats  :  ceux  que  je  viens  de 
rapporter  sont  connus  d'ailleurs. 

434*   ^  continuité  qui  existe  entre  les  diverses 

valeurs  que  prend  une  intégrale ,  en  raison  de  celles 

qu'on  assigne  aux  quantités  dont  elle  dépend ,  a  donné 

lieu  d'appliquer  les  intégrales  délies  à  l'interpolation 

^  des  suites  (388). 

Lorsqu'on  fait  m^o,  dans  le  développement  de 
fx'^àx{\xy  (208)  y  et  qu'on  prend  cette  intégrale  entre 
les  limites  xsso  et  x=si,  pour  lesquelles  la  partie 
ddivr^e  du  signe /,  composée  de  termes  de  la  forme 
x(}xY,  s'anéantit,  parce  que  r  est  positif  comme  a 
(99),  il  ne  reste  que  le  dernier  terme,  et  l'on  a 

fdx(\x)*  =  dri.3.3 n, 

4-  quand  n  est  pair  et  -—  dans  le  cas  contraire.  On 
*  évite  cette  distinction  en  donnant  le  signe  —  à  Ixy 
ce  qui  change  l'équation  ci-dessus  en 

fdx{ — \x)*  ss  fdx  fl -j   =i.2.3...ny 
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résultat  qui  s'obtient  tout  de  suite ,  en  observant  que 
/d.(li)"=.(li)-  +  n/dx(ll)':', 

m 

et  qu'entre  les  limites  xso,  x=siy  on  a  seulement 

On  pourra  donc  regarder  l'intégrale  fdx  (l-j     cpmnie 
exprimant  le  terme  général  de  la  série  des  produits 

correspondans  aux  indices 
o,    I,         2,  3, n,  etc.; 

et  en  effet  elle  eu  a  toutes  les  proppétés  connues  ppuv 
les  valeurs  entières  de  n  {*),  En  donnant  donc  à  cet 
exposant  des  valeurs  fractionnaires  ou  même  irra- 
tionnelles ,  ou  introduirait  dans  la  série ,  des  termes 
intermédiaires  assujettis  à  la  même  loi  qtte  les  autres. 
Le  cas  où  nss\  est  des  plus  remarquables  ;  car 

i.  —1 

/d*(liy  =  i/dx(|i)    *«iv^;    (430). 

Vandermonde  et  Kramp  avaient  proposé,  il  y  a 
long-temps,  d'introduire  dans  l'analyse  la  fonction 

(*)  Pour  f'oir  comment  le  premier  tenne  de  la  raîte  sapiérienre 
correspond  &  zéro  dans  la  suite  infiérienve,    il  faot  laire  n  =  o 

dans  fax  T  I  -  )    >'  qnî  devient  alors  fdxssxss  1 ,  dans  les  limite» 

prescrites. 


I 
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qui  représente  le  terme  (jénéral  de  la  se'rie  ci*.dç$sii$, 
comme  exprimant  un  nouveau  genre  de  quantités 
transcendantes ,  douée)  ih  pvopriétés  remarquables 
par  leur  analogie  avec  celles  des  puisscmces  ;  et  depuis, 
Legendre,  s^attachant  à  leur  expression  t^n  îatfér 
grales  définies ,  .  en  a  déduit  beaucoup  de  relations 
très  utiles ,  en  a  cakulé  des  tatilea  numériques  fort 
étendues,  et  les  %  désignées  par  la  caractéristique  r, 
en  posant  pour  définition 

en  sorte  que  r(n)  =  /   darM-j     (*). 

4^^*   L'expression 'de  -   trouvée  dans  le  n*  4^^* 

eotve  dans  une  formule  donnée  par  Stirling,   pour 
calculer  la  somme  d'une  suite  de  logarithmes  appar^ 
tenant  â  des  nombres  en  progression  par  différence , 
"  et  A  laquelle  on  peut  parvenir  comme  il  suit. 
Parle  n*4ï"  »  on  a 

A        ïy..«.i      .&d«        i?  d'u   .     ^     , 
y  2         i2d:r      720  da:* 

et  si  l'on  fait  u  —  Ij:  et    A  =  1 ,  en  observant  que 
/djplj:s=xlx— X  (208),  on  obtiendra 

S\x  =  x\x  —  X  +  vlx 

On  ne  saurait  déterminer  la  constante  en  faisant 
X  =  I ,  p^rce  que  la  suite  des  coefficiens  numériques 
finit  par  étve  divei|[ente  :  on  a  recours  à  Texpression 

(*)  Voyez  le  Traite  in-4»,t.  III,  p.  4i»,  48i. 


de.TT  du  n*  4a8.  En  passant  ùuk  logani*Miies ,  et 
s'arrétant  au  utwhr^  pair  ajp  dans  le  ti^mératettr,  on 
ol>Uent 

et  en  prenant  les  limites  dans  la  supposition  fJU  a: 
infini,  on  trouve,  par  le  nioy en  dp  l'expression  pré- 
cédente de  S\xy 

I  i44»443-f*4 . ....  4-  h:x*eonsL^(  ar+  i)lar— ar , 
h  +Ia+13+I4 -H^xssconsL  +  (2X+i)l2x-.2.T, 

Retranchant  ]a  trpisièipc  série  de  la  seconde,  il  vient 

li  +  13+l«+l7...4.1(ajr--0=:;riar4.(x4-iBa— », 
d'où  Ton  eendut 

ala+.»144.al6. .  .4-2l(2:t— «)^(-h;c  | 

• 
et  comme  le  premier  membre  de  cette  équation  /Ç3i 
égala  l«-~l2,   on  obtient,   après  la  réduction  du 
second , 

!«•  —  I2  =;:  2  consL  •»—  ala , 

d'où      conn.  s=  i  (ï'  +  b)  =  ï  >»  =  H/^, 
résultat  bien  remarquable,  et  d'après  lequel  on  a 

51a:=-;i2»  +  a:lx  — a:+il^4.-i-  — — L-  +etc.. 
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On  rendra  cette  équation  propre  à  un  système  quet-- 
conqne  de  logarithmaa,  en  multipUant  par  le  modale 
les  termes  dans  lesquels  il  n'entre  point  de  loga«> 
rithmes  C**). 

Pour  en  donner  une  application ,  je  rapporterai  le 
calcul  qu'Euler  a  £iit  de  ia  somme  des  logarithmes  dès- 
looo  premiers  nombres  des  tables,  c'est-à-dire  de  la 
▼akur  de 

h  +  la  +  13 +  liooo. 

La  caractéristique  1  désignant  des  logarithmes  oi^- 
dinairesi  le  module  sera,  pour  abréger,  représenté 
par  ilf  ;  et  si  l'on  fait  x^iooo,  on  trouvera. 

xhc    =        3ooo ,  ooooooooooooo 

+      llx       »  1,5000000000000 

4-^1»    =  0,3990899341790 

*—    Ma:    =  —     4349^944819032618 

-f-    —     =  +        0,00003619.12068 

M 

^  •—  0,00000000000 [2 


36oj? 


résultat. 2567 ,604644^^21 328  ^ 


{^)  Lorsqu'on  passe  d^t  Ipgarithmet  aoi  nombreij  cette  ^aation 
()t>nne  • 

i.a.3.  ...x's  |/ar.a:        **-•.«■, 
en  reprëaentant ,  ponr  ahre'ger,  par  x  la  t^rte 

■  '  . 

-  etc.  ; 


iM-       jOojt* 
et  comme 


I        9        i*3«  j 
»i   Ton  dc'veloppe   les  ptiiasances  de  s  suivant  celles   de  x  ,  00^ 
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mais,  suivant  la  notation  du  n®4'4f 

li+Ia+13. . .  .-1-11000=11 .2.3. .  ..fOOo  =  l[iooo]  t 

on  aura  donc 

1  [  I  ooo]  =  2567 ,604644^22 1 328. 

1  1000 

On  apprend  par  là  que  le  nombre  [1000],  dont  le 
calcul  est  presque  impraticable,  doit  avoir  2568 
chiffres,  et  que  les  sept  pfemiers  chiffres  sur  la  gauche 
sont  4023872,  en  sorte  qu'il  est  compris  entre  les 
nombres  qui  résultent  de  4023872  et  de  4023873, 
suivis  chacun  de  256i  zéros.  Cette  connaissance  suffit 
dans  beaucoup  de  recherches  où  l'on  ne  demande 
que  les  rapports  des  produits  de  grands  nombres  ;  et 
dans  ce  cas,  la  valeur  approchée  de  ces  rapports  de- 
vient précieuse  par  Timpossibilité  où  l'on  est  d'effec- 
tuer les  calculs  nécessaires  pour  arriver  à  la  valeur 
exacte.  La  longueur  de  ces  calculs  présente  alors  un 
obstacle  aussi  insurmontable  que  la  difficulté  d'ex- 
primer rigoureusement  une  fonction  transcendante. 
Laplace  a  beaucoup  étendit  cette  rechercl^e ,  dont 
les  applications  sont  très  fréquentes  dans  le  Calcul  des 
probabilités. 

436.  Les  int^rales  définies,  donnant,  comme  on 
vient  de  le  voir,  des  sommes  de  séries,  ont  été  em* 
ployées  avec  succès  pas  BiM.  Laplace ,  Parceval ,  Fou- 
rier,  Poisson  et  Cauchy,  pour  exprimer  les  intégrales 


tronvera 


'  '       _      '^9 


0«  =  I  -4.  —  a.  -s- —_-«-—  -#-  etc., 

rémltat  qni  s'accorde  avec  la  fonnnie  de  la  page  119  de  la  Théorie 
anafyîiqu0  de*  prùhahiUtés  y  par  Lnpiace. 
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des  équations 'ciifFi^r^entiriles'fMBrtîeUes  y  teUsesquc  ceHe 
du  n®  35a  y  qui  ne  peut  pas  s'intégrer  en  termes  finis. 
Laplace  a  roconnn  que  la  série 

*  =  ^  (X)  +  f'Çx)-^  +  ♦"(x)  ^  +  elc. , 

I  1.2 

obtenue  dans  le  n**  353,  n'était  que  le  dé^eloppeinent 
f|erÎ9tq];cale 

Pl>^  i^gr  ir^pport  à  t ,  entr^  Jbi  limitas  l  ss  r*-  nfini 
ejt /9V7-4-  infini ,  la  ft;»DCtion  ^  étoat  arbitraire.  C/att  oe 
dont  il  es^  facile  de  s'insmoer  comme  U  siiii. 

E»  déveLappant  ^(x  +  ±i^jr) ,  par  le  théorème ée 
Taylor,  mt  a  premièrement 

a 
I 


+      -^^   . ^'^(x)/c**' .  i6/^d£  +  etc. 
I .a^o.^ 

SeoMidemenl^  les  intégrales  qui  reMen^  ^ns  le  dé^ 
Visloppement ,  s'évaspuÎMent  poar  tana  ies  exposaiH  «m- 
paita,  et  dans  la  cas  contraire ,  «ont  igaleaà 

1 .3.5. . .  .(ar  — ï) . /—     .,^  v 
— i iy^    (43o), 

à  cause  ^'elles  s^at  prises  entre  ks  limites  —  infini 
et  -fjnfiiïi,  £n  $i4)9tiM»aiQtt  ces  val^nr9»  çltrcnfewwapt 
dans  la  fonction  arbitraire  4p  (x)  le  facteur  constant 


V/î? ,  on  trouve  précisément  la  série  {>ropo$^e  ;  Tpf  n^^-^ 
.  tion  * 

a  donc  pour  intégrale 

•  ■ 

Cette  intégrale  se  vérifie  aliment.  On  oblient  par  la 
différentiation  sous  le  signe  (281), 

^=/e-'-d/^V+^^V^j) 

en  intégrant  par  parties,  relativement  au  facteur.  • . .  . 
c""^'£d£  ;  et  si  Ton  suppose  la  fonction   ^'(x  -f-  2/  V/f  ) 
telle  que  son  produit  par  c^**  demeure  nul  lorsque 

f  =  infini ,  —  prendra  la  même  valeur  que  j— ;, 

437.  Lorsqu'on  a  intégré  Téquation  différentielle 

,  oartielle  d'un  problème,  il  reate  encore  à  déterminer 

^les  fonctions  arbitraires  introduites  par  cette  opération, 

ce  qui  présente  sauvent  de  grandes  difficnltés.  Fourier 

^  les  a  d'abord  évitées,  dans  ses  recherches  sur  la  chaletur, 

'  en  employant ,  au  lieu  des  intégrales  avec  des  fonctions 

arbitraires,  des  développemens  comme  ceux  quej'gi 

indiqués  dans  le  n*  352 ,  qui  sont  formés  d'nn  nombre 

indcfmi  de  termes  contenant  des  coofficiens  et  des  ex- 
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posans  arbitraires  (*).  La  détermiiiation  de  ces  quan- 
tités ,  d'après  des  conditions  données ,  l'a  conduit  ^  des 
transformations  qui  paraissent  acquérir  beaucoup  d'im- 
portancepour  la  solution  des  q[ttestions  physîco* mathé- 
matiques, et  dont,  par  cette  raison  y  je  vais  donner 
une  idée. 
Je  prendrai  pour  exemple  l'équation 

d*s      As 

.  déjà  traitée  (35^  et  436).  Enposant  s:=^emj'  sin  nx, 
on  la  réduit  aisément  à  -»  n'  =  m ,  ce  qui  donne  l'ex* 
pression  indéfinie 

z  =  AfT^^y  sin  njr  +  A^e''^^*^  sin  n^x  +  etc.  (♦*) . 

{^)   L'f^Qation   dont  Fonrier  «'oocape   en  preuicr  iiflo,    re- 

,  d'»  d"«  i     •  •»  ^ 

▼icnt  fe  -5—^  +  T— j-  =  o,  on  r+  «  î=  o,  «  par  le  n*  35i,  on  trouTe 

pour  ton  intégrale  complète 

.  =  ^Cr-xl/~)  +  40r +  ,1/117). 

(  Théorie  de  la  Chaieur,  p.  i6)  et  207.  ) 

(**)  Ce  dëfeloppement  est  impliciiemeot  compris  dans  cdai  qne 
j*ai  donné  n*  359.  Ponr  Ten  faire  sortir,  il  suffit  de  dianger,  k 

Tendroit  cité,  n  en  — n*,  00  |/n  en  :;kii  l/ — i,     pois  ^  en. . . 

^  '    y f  ce  qai  donne  ponr  s  les  deux  expretaions 

al/— I 

dont  la  somme 

Il  en  est  de  même  ponr  tons  les  antres  termes. 
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Gela  pose ,  si  la  valeur  de  z  devait  en  outre ,  lorsque 
y=zOy  se  réduire  à  une  fonction  donnée  f  (x) ,  cette 
condition  exigerait  une  détermination  des  coefficiens 
ntiA,  telle  que 

f  (a:)  =  ^sin  iiM?+  A^  sin  n^x  +  A^  8inR,ar  +  etc. , 

ce  qui  revient  à  transformer  la  fonction  f  (:r)  dans  une 
série  ordonnée  suivant  les  sinas  des  multiples  de  Tare  x. 
On  trouvera  sans  peine  que  l'équation  différentielle 
proposée  admet  encore  le  développement  indéfini 

z  =r  Ae^'^^y  cos  nx  +  Ai&^'^i^  cos  n,x  +  etc. 
et  la  condition  à  remplir,  serait  dans  ce  cas , 

f  (a?)  =  -^  cos  nx-^A,  cos  n^x  -f-  A^  cos  n^x  +  etc. , 

c'est-à-dire  la  transformation  de  f  (x)  en  série  ordon- 
née suivant  les  cosinus  des  multiples  de  l'arc  x. 

On  connaissait  déjà  plusieurs  développemens  de  cette 
espèce  :  Euler  avait  remarqué  que 

^  j:=sinx— ~siu2jr  +  ^sin3«  —  etc.  (*), 
(Novi  comment.  Acad,  Peirop. ,  t.  Y,  p.  2o4)  formule 


{*)  Cette  sëne  esc  rapportée  dans  !<  Traita  in-4*y  t.  I*',  p.  g4f 
et  Toi  ci  le  moyen  employé  pour  y  parvenir.  La  formnle 

Il  U*  II'  li^ 

l(H-u)  =  --— 4-y- j-f-eic-    (29), 
lorsqn^on  y  change  u  en  u"*,  donne 

H.+  u-)=- — +--.--J-  4..tc.i. 
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qui  té^oijtt  It  ptoVlètnt ,  lorsque  ((x)±£x,  ptiisqu-on 
cti  déduit 

X  =  2  siu  X  —  -  sin  2x  +  ^  sîoSx-M-otc. 

d'où  il  rdsttUe 

^^fci,    njt=i2,        na±i3,     etc., 


1       .  à      .       1 

T-  ^'^-î 


«  =  2(e~^'  sin  a:  ^  -  c^-^*  sin  aa:  +  ^e"^^*sin3j:— (etc.). 


Cl  par  la  •oostracUon,  oo  en  déduit 


!(»+») -1(1+1»-)  ==ij^^=Jt*= 


faisaDt  aloxs  m  =  c«*^-' ,     d'où  il  *uii    \u  =  x  V^—  i , 

on  aura,  par  la  sul^litation  dé  ces  valeurs, 

('sînx        sin  IX    ,    sinâx  ^     "X 

_ j-  + -j-  -  etc.  j. 


«t  par  conséquent 


>  jt  =3  sRMc  -~  -  sm  9JV  -f*  -s  MA  Jjr  — •  e<ci 

De  pins,  comme  x*  =  -  /xd*,    x*  aàè  -  /Jfc»dx,  elc,    on  re- 

monierail  sans  neiire  anx  pniasarKcs  supiérieurcs  de  x,  ainsi  que 
Daniel  Blrnoulii  Fa  fait,  mais  pvni*  un  bai  ftiflPérehc,  dans  les 
i^ûW  Comment'  Acad.  Petropolitanœy  ann.  1771 ,  p.  9. 


r 
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438.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  aux  autres  cas 
particuliers  ;  nous  passerons  au  problème  plus  gé«- 
ueVal  :  exprimer  une  fonction  quelconque,  par  une 
série  formée  de  sinus  ou  de  cosinus  des  multiples  dun 
arc.  Les  recbercbes  sur  lef  système  du  monde  avaient 
conduit  Euler,  dès  1 748 ,  à  s'occuper  de  ce  problème  ; 
puis  Glairaut  Ténfonça  d'une  manière  fori  étendue 
{Mém,  de  tAcad,  des  Sciences,  année  17 54 y  p.  5/^5) ^ 
et  en  dolma  une  solution  très  fngëAiettee  (*).  Fotniei'  y 
fut  eonduii  aussîdahM  sa  Théorie  de  lu  Chaleur;  mais  le 
procédé  qu'il  emploie  pomr  opérer  ces  déTeloppemeâs^ 
et  que  bous  arllon»  suivre ,  se  troorait  d^^  à  la  p.  11 5 , 
du  t.  XI,  des  Kova  aeéa  Acad^  Peftep.  (imprimé 
en  1798),  cotemel'a  reiaorquéM.  Jacobi.  Euler  n'ap^ 
plique  ce  procédé  que  sous  la  condition  qu'on  s^est 
assuré  à  priori  que  la  fùtiction  est  developpable  dans 
la  forme  assignée ,  et  nous  ferons  la  même  hypothèse. 
Soit  premièrement 

l{x)  =  a,  sin  X  -f-  A»  sin  ax  +  ^3  sin  3x  +  etc. , 

où  les  multiplicateurs  de  l'arc  x  sont  la  suite  des 
nombres  naturels. 

En  changeante  en  t  dans  cette  équation,  multi- 
pliant ensuite  les  deux  membres  par  àt  sin  n/,  et  pre- 
nant les  intégrales  depuis  f  =  o  jusqu'à  £=«•)«•  dési-* 
gnant  la  demi-circonférence,  ou  aura 

fî{t)itAtintis:iaJ&tAn  f  siHn^-f-  tfa/d/sîda/.sin  n/. . . . 
, •^amfàitànmtûûnt  +  ete. 


(*)  Vofisz  auMÎ  le  Traité  l»-4S  t.  H,  f.  m. 
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Or 

fit  siû  m/  sin  nt  ■=.  -fit  cos  (m  —  n)t 

—  -fdt  cos  (m  -|-  n)/ 

sin  (m  —  n)<      sin  (m  +  «)'    ^     p. 
2(m  —  n)  2 (m 4-/1)      ^**  ^* 

expression  que  les  limites  o  et  ir  rendent  nulle ,  tant 
que  n,  supposée  toujours  un  nombre  entier,  difiëre 
de  m.  Ainsi,  pour  chaque  valeur  assignée  à  n,  tous  les 
termes  de  la  série  précédente  disparaîtront ,  excepté 
celui  dont  Tindice  est  égal  à  cette  valeur.  Sa  seconde 
partie  disparait  encore,  mais  la  première,    qui  se 

présente  alors  sous  la  forme  - ,  a  pour  vraie  valeur  - 

mm 

et  devient  -,  entre  les  limites  de  Tint^ration  :  on 
aura  donc 

f^  f(/)dt  sin mt^sia^-^ 

et  par  conséquent 

2    ' 
am'=^-f   t(t)dtsinmt. 
»    o 

De  cette  manière,  chacun  des  coefficiensoi,  a,,  etc. 
est  exprimé  par  une  intégrale  définie  prise  entre  les 
limites  o  et  9- ,  et  l'on  a,  pour  le  développement 
cherché , 

f(j?)=  -  {sinx/f(Ocl^  sint  +  sin  *ix  fl{t)Al  unit 

+  sin  mx/l{t)dt sin  mt  +  etc. }     (A). 


£T    DES   siRlBS.  689 

Quand  t{x)  =x,  il  vient 

f((t)dt  sin  mt  =  ftdi  sin  ml 

= 1-  —  jdt  cos  ml 

m  n> 

/  coBrni    .    aïnnu     , 

m        'm* 

et  entre  les  limites  o  et  «*,  cela  se  rëdait  k 


jrcosmff* 


r «-(-0' 


l?t«  )7t 


Donnant  ensuite  à  m  les  valeurs  i,  a,  3^  etc.»  et 
supprimant  ir^  qui  est  facteur  commun  des  deux 
membres,  on  trouve  le  développement  particulier 

«  =s  a  (sin yr  —  ~  sin  aj:  -)-  ^  sin  Zx  —  etc.) , 

rapporté  dans  le  n®  précédent. 
439.  Soit  encore 

i{x)  ss:  a,  cos  oo:  -4-  a^  cos  j:  +  a,  cos  âj:  -)-  etc.  ; 

remplaçons  x  pajr  l\  multiplions  par  d^cosnt,  et 
prenons  les  intégrales,  depuis  i=:o  jusqu'à  <  =  ir; 
iHHM^  aurons. 

fI(l)dicosni  =  âfl/U/coso/cosn/  +  a^/dt  cos t coan/,  »  • 
-|-ân/9icosm<cosii/  -f*  ^tc.y 

puîe 

/a<co8m<cosnrr=  |/dlcos(m— ii)f  +  î/d/cos  (f«+ii)« 

^^sin(m— n)t        sin  (m  +  n)t 
"^   a(m  — 71)    ^    ii{m  +  n)   ' 

expression  que  les  limites  o  et  9r  font  évanouir,  à 

CWc.  mtcf^r.,  $•  édition.  44 


690  DES    t>tFpiaENClS 

moins  quenasm.  Pour  ce  cas,  la  Traie  valénr  di; 
sou  premier  terme  étant  ^«-^  il  s'ensuit 

«„  =  -/   f(i)cli  cosmi. 

tl  faut  cependant  excepter  de  ce  re'aalCat  le  pre^ 
mier  terme  de  la  série  ci-dessus,  pour  lequel  nsso 
donne  seulement 

o  o, 

d'où 

fl,  =  l/f(Odt, 

«*     o 


Il  résulte  de  là  que 


f(:r)=-/f(/)dl  + 


2 

-  {  cos.T/f(/)d/cosf  +  C08  2:r/T(i)d/eM3Lf 


4-co8mx/f(l)dlcosni/+etG.}  (5), 


les  intégrations  étant  effectuées^  entre  les  limites  o 
et  «■. 

440'  Ces  expressions  sont  iHsceptibles  dedimnasinB 
très  délicates ,  relativement  à  leur  étendue.  Ce  n'est 
pas  ië  le  Kèti  dé  s'aMtet*  sbr  fceè  détails,  Maià  je 
les  ferai  au  mdins  j^resséntîr,  en  indlqUâiit  la  Mioche 
des  valeurs  des  deux  membres  de  l'équation 

^  ^  =::  sin  or  —  ^  ^in  2X  -f*  J  siu  Zx  •*—  etc. 
Ils  s'anéaniUsènt  4|uahd  ^r  s=  o  ;  et  si  l'on  fait  x=  - , 

on  en  tire 

>=i  — ;+5-^  +  etc., 
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Tmleur  bkn  Qoanue  (38).  Mais  lorsqu'on  éttfppoie  x't=,  9-, 
ce  qui  donne  7  V  poai  )e  premier  membre ,  lé  second 
s'évanouit  :  il  en  est  de  asêiH  ^iit  lé  tàlettt-±r^  —  it , 
en  sorte  que  le  dëveloppemeBt  n'est  éxitt  qu'entré 
les  limites  xsszt:  tir  exclusivemei^y  c*est^à-clire  que 

les  valeui's  de  ~  et  de n'y  sont  pas  comprises. 

Si  l'on  fait  ensuite  x  ssiw  +  jr^ 

le  développement,  devenant 

I  •  •  ' 

—  sin  j^  —  4  sia  V*  •^  f  "**  ^T. —  ^^'  > 

ne  repond  plusau  premier  membre, qui  est  ~  {w+^j-)  ; 
mais  si  Ton  change  x  en  ir  —  j-,  il  viendra 

i  («■  —  jr)  =  sin  Jr  +  î  sln  3>^  +  I  sin  3j-  +  etc.^ 

ce  qui  montre  que  le  premier  développement  eta  ^ 
donne  la  valeur  de  l'arc  négatif  J  (j*— «•),  en  ezeep- 
tànt  toutefois  lé  cas  où  X  =  o. 

Il  faut  encore  observer  que  le  développement  de  |  jr 
ddnoe  immédiatement  celui  de  la  fonction  ov-f-è^ 
qui  exprime  l'ordonnée  d'une  droite  quelconque  ;  mais 
tandis  que  la  fonction  représente  la  droite  dâi»  tduté 
son  étendue,  le  développement  eo  simià  ne.répèlid 
qu*à  la  portion  comprise  entre  ks  abstissei  «f-  «*  et 
—  wy  exclusivement.  On  peut,  en  chan)g[eanl  dei^a^ 
riable,  comme  on  le  verra,  plus  loi)»  (44^)  <  passer 
À  d'autres  limites,  mais  on  n'obtiendra  jamais  qu'une 
portion  de  ligue  droite. 

44^^'  Leadévoloppemens  (i^)  et  (B)  pai^issent  de- 
voit  reprétfentec  respectivement  deux  espèces  de  fonc- 
liou4.  Le  .premier,  dont  tous  )e«  termes  chSrD^ëdt  de 
signe  avec  l'arc  Xy  répond  aut  cas  dans  lesquels  t(T) 

44.. 
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est  iii|e  fonc^tiou  qui  jouit  de  la  même  propriétë,  tX 
que  l'on  noiiioie  fàndùm  impaire,  à  cause  que  si  elle 
était  développée  ftuivanji  les  pniasaucesde^rv  «lie  n'en 
coutieQdrait  que  d'impaires. 

Le. second  dével<^pement,  ayanit  la  propriété  cod-* 
traire  \  celle  de  conserver  le  même  signe  quoique  celui 
de  X  change,  serait  particulièrement  applicable  aUx 
fonctions  paires  $  mais  l'uu  et  l'autre  ne  sont  encore 
que  des  séries  qu'on  peut  remplacer,  comme  on  va  le 
voir,  par  une  nouvelle  intégration  définie. 

Pour  cela ,  commençons  par  les  réunir,  en  observant 
qu'une  fonction  quelconque  ¥{x)  peut  être  décomposée 
en  deux  parties,  l'une  paire,  c'est-à-dire  telle  que  si 
ou  lax^résejDj^te  par  ^{x)y  on  ajt  ^{x) = ^( —  x) ,  l'autre 
impaire ,  ou  telle  qu'en  la  désigiiant  par  4(^)  »  il  vienne 
^{x)  = —  -^f^-^x)*  En  exprimant  la  première  par  la 
sérié  {B) ,  la  seconde  par  la  série  {A) ,  et  prenai^  leur 
spif)me,09  f^ura 

♦(^)  +  4(*)  =  F(x)  =  l/f  (l)d£+ 

%.  i    c^aif^t)ittùÈ  t  -f-'cos  i^f(p{t)it  cos  ^t  +  etc.  i 
w  l+st»Jp/4(/)*M'ï  <  -f  «n  2â:/4/(0dt  sin  2t  +  etc.  j  ' 

les  limitas  de  ces  i&tégtales  étant  etrcore  o  et  w. 

On  peut  les  étendre  de  ««-^^r  à  -|-^,  pourvu  que 
l'on  double  le  premier  membre,  piirce  que  la  fonc- 
tion 0(i)  étant  paire,  passera  de  o  à  -^«r,  par  les 
mêmes  valeurs  que  de  o  à  s-,  ainsi  que  les  cosinus.  A 
la  vârité,  la  fonctidh  4(0  &tira ,  dans  ces  intervalles, 
des  signeà  difFérens;  mais  comme  elle  est  toujours 
multipliée  par  un  sinus  qui  change  de  signe  en  même 
temps,  le  produit  conservera  le  même  :  le  nésultat 
total  sera  donc  doublé;  ainsi,  en  prenant  les  inté- 
grales de  -^r  à  -(-  r,   on  écrira 
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2F{x)=iM0d/  + 

1  j  nos  xff(t)dt  C06 1  +  cos  ^xfp(i)it<os  21  +  etc.  >  ■ 
ir  1 4»  «in  x/4(<)dl  sio  l  +  tin  2xf^{i)âtsïn  2/  -f-  etc.  /' 

11  faut  maintenant  introduire  la  fonction  proposée 
¥(x)  à  la  place  des  fonctions  ^  et  4 ,  ce  qui  se  fait  aisé- 
ment, quand  on  obsenre  que 

/      4^(041  cos  mt^     f      9(i^i  siu  m«y  - 

I 

sont  toujours  nulles,  parce  que  la  di£Eérentieli»  à  in«« 
t^er  est  le  produit  de  deux  factettrtii  dOAt  un  seul 
change  de  signe  avec  /,.  savoir  :,4^(/)  dans  la  première , 
et  sin  mi  dans  la  seconde.  Par  là  on  geut ,  sans  trou- 
bler le  dernier  développement,  y  ajouter  les  termes 
que  fournissent  les  expressions 

iLOi&mxf'\{J)dxcx^%fHi^     sini9ur/^(f}d<8inm/: 

•      » 

dors  9  en  multipliant  les  deux  membres  de  Téquation 
par  ir^  et  les  divisant  par  2,  on  obtiendra 

,rF(x)  =  i/[^(/)  +  4^W]d* 
+'cosx/[^(0  +>KO]d<cos/+etc.  1 
+  sin  a:/[^(0  +  ^(0]df  sin  /  +  etc.  1  \ 

et  par  conséquent 

rf(^)=^/F(/)dx 
+  CQ8  X  f¥{t)di  cos  t  +  cos  2a:/F(0d/cos  2/  -(-  etc.  \ 

+  sin  x/F(l)d<sin  /'4^sin2a:/f(/)d/sin2l4'€tG.  j* 

Le-'signe  /  ne  se  rapportant  qu'à  ht  vanaUe  t^  on 
peut  faire  passer  dessous  les  facteurs  en  j:  ;  et  comme 

cos  X  cos  /      4-  sin  X  sin  i      =  co?  (x — /) , 

cos  axcos  2Z  -J-  sin  20:  sin  2<  =  cos  2(x  —  /) ,  . 
etc. , 


l'équation  précédente  peut  être  réduite  à 


rFW  =  /'    F(>)dl{^+ci»(j:— 44-coft»(;i:^i)+etc. } . 


On  l'abrège  encpr^  en  écrivant 

la  sofnoitf  S  él^kit  pme  d^pfits  m  zs  i  ju&qu'a 

m  =  infini ,    et   comprenant    les   deux    valeurs  ex- 
trèmeaC^. 

44^*  ^^  peut  donner  à  Tintegrale,  d^s  limites  quel- 
conques ,  au  lieu  de  tr  ;  i]  suffit  pour  cela  de  changer 

îrar'     ^  9rt^    '    .  -       ri'  ri 

x«A  A^n  -i-  ^t  —  ;  ftusant  alors *^  = — ir, — as-f  «-, 
a         a  a  a 

les  limites  de  /'  seront  —  a  tx.  -{^  a^  ^i  deviendra 
—  ;  on  aura 

Pois  en. supprimant  le  facteur  commun  ir,  ainsi  que 
l'accent  affecté  aux  lettres  :r  et  < ,  qui  n'est  plus  nëces- 

sair^y  et  en  écrivant  f(x),f(0,pour  FT — j>Ff — ]y 
il  viendra 


(*)  Cest  coniormcment  h  la  distinction  ifiablie  dans  le  n*  4<^* 
d'après  Eulcr  (//ixt.  Calci  différ.,  P.  I*,  cap.  II,  J  Sg),  qne  je 
mets  ici  Ig  signe  S  an  lieo  du  1  qa*on  tipuTe  aillenn. 
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443*  Dani  ceM  derAi«r«  formiik ,  te  qA^lé  a 
Q^^i^^t  fianinUe  a  auciioo  vf stf kiioa  »  au  poni  U  sup* 
poser  infinie ,  et  Ton  obtient  pour  F(ar)  mie  Mpret- 
sion  où  la  somme  S  est  remplacée  par  une  intégrale 
aux  différeAtielles.  -On  p^se  d^Abovd 

'^—^       (^+')»^ 

—  =  ^,      j a?^,, 

d'où  il  suit 

Maintenant,  plus'a  augmente ,  plus  ^q  diminue ,  plus 
la  somme  S  approdie  d'une  intégYale  aux  dîfféren-- 
tieUes  (282)  ;  et  pour  passer  à  cette  limite  ,  il  ne  faut 
qua  changer  uq  en  àq^  en  «dweryaot  que  U  variaU^  q 
pieiidra  tou^  les  valeurs  possibles  ,  deppis  o  jusqu'à 
Viufini  :  on  aMsa  dim^ 

K*)  =Vf(l)d</d^  COS^X-r^/)), 

i^muk  due  à  Fouri^r  ^  d?ns  laquelle  rintf^ation 
relatite  à  q  s'étend  de  o  iVinfiai*  et  rint^égvation  re- 
lative à  1,  de  —  infini  4  +  infini. 
^  Ce  dernier  résultat  a^  dikompose  en  deux  autres , 
quand  on  sépare  les  fonctions  paires  des  fonctions 
iinpaire$.  Oa  substitue  alof«  à  cos^(x—i)  sa  valeur 
cosgx  cosgx  +  B>°  9^  s^n  qt^  et  changeant  l'ordre  des 
mtegratioBSy  il  vieiH 

f(x)  =  -fàq  cos  qx  f(U)il  cos  qt 
4-  -  J'dq  sin  qx  f(it)dt  sin  gr<  ; 
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ftmpIftçaBt  ensuite  la  fooction  quèkooqiie  f(x}  par 
une  fonction  paire  f{x) ,  pois  partme  impaire  ^x)  ^ 
en  obflervant  qne 


0  a 


d'après  la  remarque  faite  dans  le  n^  44'  y  on  obtiendra, 
les  deux  expressions. 

9(j^=s  -  /d^xoB  qxfy  (1)  ai  cos  qt^ 

4(x)s=:~.  f^q  sin  ^x  /4(0  dl  sîd  ^f , 

les  int^ales  étant  prises  entre  les  limites  o  et  infin» 
pour  la  variable  7,  —  infini  et  -f-  infini  pour  la  va- 
riable/.  >  , 

444*  ^MM.  Poisson ,  Gaueby  et  LiouTille  ont  étenda 
lesformnles  prece'dentes  aux  fonctionade  plnsienrs  va- 
riables y  et  y  sont  parvenus  par  divers  nM^ens.  Je  ren«* 
verrai  à  leurs  écrits ,  le  lecteur  qui  voudra  connaître 
les  points  de  vue  sous  lesquels  ils  ont  envisagé  cette 
théorie  (*). 

Je  rapporterai  seulement  une  des  manières  dont 
M.  Poisson  a  vérifié  àposîerieri  là' formule  principale 

f  (a:)  =  ^ /f(l)d^dç  cosf  (X  ~  <)  T 
in£L 

en  traitant  /       Aq  cos^  (x  —  /)  comme  la  limite  vers 
o 


laquelle  tend  l'intégrale  /c"^  ^*  àq  cos  q{x  —  i) ,  àme» 
sure  que  la  qtkantité  a  décroît. 


(*)  yoye^  la  Théorie  de  la  Chaleur,  les  Exercices  d'analyse 
et  le  Journal  des  Mathématiques  parcs  et  appliquées. 


r 
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Cette  dernièt«  formiile  rentre  dans  celle  du  jo?  i^ii^ 
où  il  suffira  de  cfaangerren  j?— fetxen^,  pour  obtenir 


'»V«J^...  .„       .v_^^  ^''*     )/'^ 


fe      '  dy  eos  (jr— /)y  = 


2a 


et  par  conséquent 


« 


f(.)=i/ 


Cela  posé,  le  facteur  e  4^*  décroît  en  même 
temps  que  a  et  tend  à  devenir  nul  >  à.  m(^ns  que  le 
numérateur  (x  —  ty  de  son  exposant  ne  soit  d'une  pe- 
titesse comparable  à  celle  de  â ,  ce  qui  aura  lieu  lors- 
que la  yaleur  de  la  variable  t  différera  peu  de  celle 
de  X  î  c'est  donc  seulement  dans  ce  cas  que  l'intégrale 
indiquée  pourra  prendre  une  valeur  assignable.  Pour 
la  découvrir,  il  faut  fitire  f  =:x  +  «,  et  supposer  que  la 
valeur  de  s  demeure  dans  des  limites  si  resserrées  que 
Ton  puisse  la  regarder  toujours  comme  infiniment  pe* 
tité,  et  qu'il^oit  permis,  en  conséquence,  de  ré- 
duire f(ar+  z)  à  {(x)  ;  il  vient  alors 


«•  «» 


f(a:)  =  _V./e    ^' {(x)dz  =  ^^fe     ^dz. 

Or,  puisque  l'intégrale  comprise  dans  le  dernier  mem- 
bre s'anéantit  aussitôt  que  z  a  une  valeur  assignable , 
on  ne  change  pas  celle  de  celte  intégrale  en  éten- 


^ 
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dant  2  jiisqu'à  riaQnl  même;  mais  entre  c^  limiUs, 

fa  <«•  d«=2«v/;, 

• 

ce  qui  fait  disparaître  a  dans  rexpretsion  de  f  (x)  y  et 
rend  identiques  les  deax  membres  de  l'e'quation.  ' 

On  ne  saurait  distonveuir  qu'appuyé  seulement  sur 
la  valeur  d'une  intégrale  définie  à  laquelle  on  n'atlh- 
bue ,  à  proprement  parler ,  qu'un  seul  élément ,  le  pro- 
cédé que  je  Tiens  d  exposer  ne  doive  paraître  au  moins 
très  délicat;  mais  ce  qui  le  fortifie  ,  c'est,  qu'en  l'applir 
quant  encore  à  d'autres  intégrales,  en  particulier  à 
l'une  de  celles  du  n®  43^  9  00  en  tire  toujours  le  même 
résultat,  obtenu  d'ailleurs  à /^rzon,  par  des  considé- 
rations^rës  différentes. 

Pour  se  faire  une  idée  bien  nette  de  ce  passage  d'une 
limite  finie  à  une  limite  infinie,  il  n^est  peut-être  pas 
inutile  d'examiner  la  marche  des  valeurs  d^me  inté- 
grale analogue  à  la  précédente.  Telle  est/^*''*dt,  dont 
on  trouve  une  table  à  la  fin  de  V Analyse  des  réfrac^ 
lions  astronomiques ,  par  Kramp.  On  voit  que  cette  in- 
tégrale, dont  V^sr  =  0,88622(392  est. la  valeur  entre 
les  limitas  zéro  et  l'infini,  n^  difi^e  de  t^ite  valeur, 
quand  /  est  seulepient  égal  à  3,  que  de  0,00001968. 
L'apprpximfition  doit  être  encore  bien  plus  rapide, 
quand  l'exposant  —  i*  fisi  divisé  par  le  qiiarré  d'un 
nombre  très  petit,  ainsi  que  dans  la  formule  traitée 
ci-dessus  ;  et  lorsqu'on  suppose  infiniment  petit  cet 
exposant,  c'est  une  limite  rigpureuse  que  l'on  cherche 
et  que  l'on  obtiep^. 
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NOTES. 

NOTE  A,  indiquée  sur  les  pages   i  H  88. 

I.  CoDsidéré  dans  les  procédés  qui  le  consUtaent,  le  Calcul 
diCTérenti^  est  plus  simple  que  les  parties  supérieures  de  TAl^^èbre. 
8ft  dtfiottlié  06  tient  guère  qu'à  o«lle  «Tapeffoefoit  d^abord'  quel 
est  son  but,  et  de  conceroir  le  sens  de  quelques  nouveaux  terqieft 
dont  il  a  nécessité  Tintroduction. 

(Teat  un  problème  de  Géométrie  (cclufde  Pappus)  résolu  seule- 
laent  d#|i8  ^{uelques  cas  parti«lilîfira,  par  iaa  anciens ,  qui  a  conduit 
Descartes  à  iuTenter  Tappiication  de  TAlgèbre  h  Texpression  des 
lignea courbes;  c*est  aussi  un  problème  (ceivi  des  tang^tes)  qui  a 
fait  découvrir  le  Calcul  dilTérentiel. 

Qès  le  temps  d'EuoUde ,  on  a  pu  refi^rquer  q«e  iat  tanfuentes 
jouissaient  des  propriétés  des  sécantes ,  en  modifiant  ces  propriétés 
comme  IMsIge  la  téuRÛon  des  deux  pointa  d^ntemeetion  en  uvaeul, 
qui  est  alors  le  point  de  contact.  (  Yoyes  le  n^  138  des  Èlénwns  de 
Géométrie.)  Cest  aussi  sur  ce  principe  que  reposent^  soit  expli- 
citement ,  soit  implicitement ,  toutes  les  méthodes  q,u^on  a  fon- 
dées sur  le  Calcul  ^  pour  mener  les  tangentes  aux  courbes.  Parmi 
ces  méthodes,  je  choisis  celle  d^Barroiv,  qui  n^est  pas  encore  le 
Calcul  différentiel ,  mais  qui  s'en  rapproche  le  plus. 

Soit,  par  exemple ,  la  parabole  ordinaire ,  donnée  par  Téquation 
jrtsss^Mf;  en  prenant  sur  cette  courbe  deux  {joints  Jf  et  3f', 
fig.  t ,  pour  mener  une  sécante,  posant  ^ 

4P  c=  X,     PP'    ^^,     AP"    =  X  +  A, 
çQmpfu«^  1«B  triangles  semblables  M'QM  et  JtfPS,  on  aura 

et  puisque  le  point  M'  appartient  à  la  courbe,  on  a  aussi 

{jr  +  ky  =zp{a:^h); 

développant  cette  équation  ,  pour  en  retrancher  membre  à  membre, 
r*  =  ^5^,  il  restera 

t    .    >  .  .     V  -4-  ^      ^ 

T^Yk  H-  A»  =s  ph^     qui  roTient  a  ■  =s  f  : 


PIC.    I 
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donc  PSs=r  .  Mais  si  Ton  fait  eofnci<ter  le  point  M'  SToe 

P 
le  point  If,  &  et  A:  s'éranouissent ,  PS  derient  PT^  et  la  valeur 

de  la  première  de  ces  lignes  se  réduit  à  — —  =  -^—  =  ax. 

Une  première  remarque  s^offre  ici,  C'est  que,  malgré  révanouis- 
sèment  des  quantités  &  et  A; ,  la  fraction  qui  exprimait  leur  rapport 
continue  dVxister,  ou  d^avoîr  une  valeur  appréciable ,  puisqu'elle 

se  réduit  à — ,  valeur  dont  la  quantité  ■   approche  à  mesute^ 

P  P 

que  ^diminue,  et  dont  elle  peut  diflerer  d^aussi  peu  qu'ion  voudra,, 

en  prenant  k  asses  petit. 

Cette  fraetion  —  est  donc  la  limite  de ,   on    eelle  du 

P  P 

rapport  ♦j^ ,  comme  j^  Test  de  p-g- 

PS 
Pour  s^assnrer  que  ^g^  peut  approcher  âusai  près  qu'on  voudra , 

PT 
de  9-A,  il  suffit  de  considérer  que  si  le  point  Jf  '  passait  ao-des- 

r  I  G.  6q  '^^  ^^  point  M,  en  M^ ,  Jig.  69,  le  point  S  tomberait  en  S,f  de  Pautre 
côté  du  point  T  ;  en  sorte  que  ce  dernier  sépare  les  sous-sécanut 
qui  correspondent  aux  points  supérieurs  à  M  y  de  celles  qui  corres- 
pondent aux  points  inférieurs,  lignes  dont  la  différence  peut  être 
conçue  aussi  petite  qu'on  vouttra,  par  Je  rapprochement  des 
points  M'  et  M^. 

II.  A  cet  exemple ,  tiré  de  la  Géométrie ,  joignons-en  un  aetre 
tiré  de  la  Mécanique. 

Le^corps  tombent  vers  la  surface  de  la  terre,  en  vertu  d'une 
forcé  qui  agit  constamment ,  et  en  conséquence  de  laquelle  leurs 
mouvemens  s'accélèrent,  c'est-à-dire  que  ces  corps  paroourenl  des 
espaces  de  plus  en  plus  grands  dans  des  intervaUea  de  temps  égaux, 
lorsqu'on  prend  tes  intervalles  de  plus  en  plus  loin  de  l'origine 
du  mouvement. 

Quand  on  représente  par  i  l'espace  parcouru  dans  la  1'*  seconde, 
dans  la  a*  on  a  3,  dans  la  troisième  5,  et  ainsi  de  suite  :  ce  sont 
là  des  données  d'expérience  qui  ont  fait  découvrir  à  Galilée  que 
la  force  dont  il  s'agit,  ou  la  pesanteur,  est  constante,  c'est-à-dire 
qu'elle  engendre  toujours  la  même  vitesse  dans  le  même  temps. 
Par  vitesse ,  il  faut  entendre  l'espace  ffue  le  corps  parcourrait  daa^ 
l'unité  de  temps ,  si  la  force  avait  cessé  d'agir  sur  lui  au  cofimÊence^ 
ment  de  ce  tu  unité.  Cela  posé ,  voyons  commeni  on  peut  calculer  les 
effets  d'une  pareille  force. 


HOTES.  ^Ot 

Au  Heu  de  supposer  qu'acné  agit  constamment,  concevons  que 
ses  actions  y  toujours  égales ,  soient  instantanées  comme  celle  de 
rimpuUion ,  et  qu'elles  se  répètent  à  dee  interralles  marqués  par 

une  fraction  —  de  la  seconde  prise  pour  unité  de  temps.  Un  corps 
m 

reoevra  donc  pendant  Panlté  de  temps  un  nombre  m  de  ces  ac- 
tions dont  les  effets  y  s'<goutant  les  uns  aux  autres ,  lui  imprime- 
ront, an  boni  de  ce  temps ,  une  vitesse  totale  que  je  représenterai 

par/».  La  vitesse  qui  résulterait  d^nne  seule  action, serait  done  ^  , 

toujours  pour  Tunité  de  temps  ;  ainsi ,   pendant  la  fraetîim  — , 

•  ffi 

le  corps  ne  parcourrait  que  l'espace  •^.  En  eonsidérant  les  inter- 
valles conséotttifs  indiqués  ci-dessous, 

ï       a       3  n  —  r      n 

iM       iM       iM  ni  ni  ^ 

on  aura ,  \^.  pour  les  vitesses  résultantes  des  actions  exereéés  par 
la  force,  an  commencement  de  ebnean  de  ces  intervalles , 

S,    V.    ^    k,        î2.  . 

m'     m\    m'      m* m' 

s 

a®,  pour  les  espaces  parcourus  à  la  fin  des  mêmes  intervalles 

p       ^       Ip       fy  np  ^ 

m*'    ^'    IS^'    ^' 1^' 

la  somme  de  tous  ces  espaces  dont  le  nombre  est  n,  sera  par  Ufior* 
mule  relative  aux  progressions  par  diiTérence  {Élém,  d'Alg,  909), 

Biaintenant^  si  Ton  observe  qu'un  nombre  quelconque  de  secondes, 

1* 

désigné  par  f ,  contient  un  nombre  me  dUntervalIes  égaux  à  -* ,  et 

n« 
qu'on  fasse  nz=mty  l'expression  précédente  devienflra 

Or,  on  voifqueplns  le  nombre  m  augmente,  plus  les  actions  de  la 
force  se  rapprochent,  moins  la  quantité  T--  -f-  M  (iiff<^r»  de  /, 


f(S*ï?»--'^-^'> 
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et  que  même  elle  subsiste  lunqu^on  annulle  la  fraction  ~,  ce  qui 

anéantit  Tintervalto  aupposé  entre  tea  aetiona  aueceéifteB  de  la 
force.  Cet  état  de  choaea  est  la  limite  Vers  laquelle  tend  sana  cesae 
la  suite  des  mouvemens  considérés  plus  haut;  et  par  consé- 
quent j  dbna  l'action  continue  de  la  force ,  Pespaee  pareouru  est 

égal  à  ^pt*.  ,  * 

En  mettant  Ja  Yàleur  dé  n  dânè  rëkpMssion  -^  de  là  Titeas*  ae- 

m 

qttise  a^iréi  le*  n  ptemlèires  «étions ,  il  tiendra  ^^  =f  pt  f  quantité 

indépendante  de  m ,  et  par  éonaéquent  la  même,  quelque  petit  que 

soit  Pintervalle  -. 

m 

Maintenant,  si  Ton  fait  successiveot^nt  c  =  o,  =i ,  ^3,  etc. , 

on  aura  les  espi^ces 

1 

"'  GO-  *(>'')•  "G'*)'»**' 

dont  les  dilTéredbes  sont 

G'')'  'GO'  ^GO'  '*"' 

c^eat-à-dire,  1  fois,  3  fois,  5  fois,  etc. ,  l'espace  parcùuru  pen- 
dant la  1**  seconde. 

pans  l'exemple  de  pure  Géopiétrie,  on  a  supposé  d^abord  dea 
points  4Hstincts,  deilt  Intersections  au  lieu  d'un  contact  ;  mais  en 
passant  à  la  limite ,  on  a  établi  la  coïncidence  des  points ,  et  les  in- 
tersections se  sont  changées  ea  contact. 

Dans  Vezemple  de  Mécanique,  au  lieu  d'un  moUTcment  accéléré 
d'une  manière  continue,  on  a  considéré  une  suite  de  mouTeraeos 
utt^foraies,  ou  é^ùx,  piëtîdant  im  certain  inferville  de  temps, 
et  dont  la  rapidité  croissait  seulement  dans  le  passage  de  Ton  à 
l'autre  ;  mais  en  prenant  la  limite ,  on  a  anéa»ti  IHntervalle  sup- 
posé entre  les  action»  de  la  force,  on  a  èbangé  une  suite  d'actions 
isolées  en  une  action  continue,  et  Tensemble  des  mouTcmens 
uniformes  supposés  ett  dcTonu  le  motfvem^nt  uniformément  ac- 
céléré» tel  qu'il  a  lieu  dans  la  nature. 

Os  dtfttx  exemples  suffisent  pour  montrer  Kferporanée  de  là 
considération  des  états  successifs  par  lesquels  passent  des  q^n- 
tît<^s  variable^,  comme'  les  ordonnées  des  courbes,  les  espaces 
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pàrcoorui  put  Telfet  d«s  foi^et^ui  cluing«nt ,  el  de  chercher,  ndii 
les  changemens  en  eux-mêmes ,  mais  les  limites  Ters  ledquetles 
tendent  leuH  ra^iports.' 

III.  Cette  considération ,  qui  est  ai;yourd^hui  1«  meilleure  iMse 
que  Ton  |>«liM  donner  an  Càlcol  difliréntiel ,  se  ratrouye  impli- 
citement dans  la  Géométrie  élémontairOy  toutes  les  fois  qii^il  iant 
comparer  les  lignes  courbes  aux  lignes  droites ^  les  aires  circu- 
laires à  celles  des  polygones  ,  les  corps  ronds  aux  polyèdres  ;  car 
on  ne  mesure  immédUtemait  que  des  lignes  droites ,  des  polygones 
et  des  polyèdres. 

En  effet,  si  l'on  désigne  par  m  Pangle  AOH,  fg,  67,  qui  est  la  ,1^    6*7 
moitié  de  Tangle  au  centre  du  polygone  régulier  quelconque  ABC, 
circonscrit  au  cercle  dont  le  rayon  OBs^r^  et  qu^on  prenne  Tunité 
pour  le  rayon  des  tables  trigonométriques ,  on  aura 

1  :  tatig«::r  :41f,     d'où    iliî=rtang«, 

et  j  ■  \ 

ABp=z2r  tang  m,  f 

Mttis  le  cAlé  AB  eàt  contenu  autant  de  fois  dans  le  contour  du  po- 
lygone régulier,  que  l'arc  qui  mesure  l'angle  AOB  est  contenu 
dttttli  îà^ireottftrenée  :  soit  donc  av  celle  qui  est  décrite  areo  le 
l-ayon  i ,  et  à  laquelle  se  rapporte  l'arc  m  3  le  Nombre  des  côtés  du 

polygone  sera  —  ;  ainsi  son  contour  sera 

^.  ar  tang  «  =  ayr.  î^îi?, 

6r>  plus  le  nombre  des  côtés  du  polygone  augmentera ,  plus  l'an- 
gle «diminuera,  et  plus  le  rapport  -^   approchôra  de  l'unité 

qui  est  sa  limite  (page  44).  Si  l'on  passe  à  eette  limite,  le  poly- 
9sn0  se  ehni^giMte  en  cercle,  et  sa  circonférence  détiendra  asrr, 
cAitnme  le  dontlé  U  Géométrie  élémènuire. 
Rlenn'iêst  pins  aisé  maintenant  que  d?obtenir  la  surfiicedu  cercle. 

Géll«  du  polygone  ABC  étant  égale  à  son  contonr  2hrr  H!^     mul- 

tiplié  par  ^  Otf  ou  1  r,  revient  k  «¥••  ÎÎÏSfî;  et  en  passant  à  la  li- 

inite  oik  a  «rr*^  cornue  par  la  Géométrie  élémentaire. 

On  appliquerait  bien  aisément  ces  calculs  aux  corps  ronds  j  mais 
nous  ne  nova  y  arrêterons  point  :  nous  nous  bornerons  seulement 
à  faire  ofasenrer  quiet  la  iiirtfêe  s«»  Montre ,  non  pas  comme  un 
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mode  arbitraire  d'exposition ,  mai»  bien  comme  tenant  an  fond 

des  choaça. 
La  oonsidération  des  limites  n'est  pas'non  plus  étrangère  aux 

Elémens  d'Algèbre.  J'en   ai  donné  un  exemple  sur  la  fraction 
g^gi— .  «j    ^^^  ^^  ^^^  termes  s'éraBonissent  quand  «=&,  et 

dont  la  valeur  est  alors  9«,  et  j'en  ai  fait  usage  pour  expliquer  un 
cas   singulier  du  problème  des  deux  lumières.  (  Élém,  d'ÂJg.^ 

70,  no.) 

En  effet,  c'est  toujours  à  cette  considération  qu'il  faut  aToir  re- 
cours pour  expliquer  les  difficultés  qui  peuvent  naître  des  indi- 
cations de  quantités  infinies  ou  infiniment  petites,  dont  les  ma- 
thématiques n'ont  pas  besoin  db  supposer  l'existence  actuelle,  et 
qui  d'ailleurs  n'offrent  aucune  prise. à  l'esprit.  Il  n'est  donc  pas 
étonnant  que  lorsqu'on  analyse  avec  soin  les  diverses  théories 
proposées  pour  Fétablissement  des  prinelpes  do  Gftlcol  différen- 
tiel ,  on  y  retrouve  toujours  des  idées  de  limites. 

IV .  Quelquefois  on  a  employé  des  locutions  vieienset  :  c'est  ainsi 

qu'on  a  désigné  long-temps  la  nléthode  des  limites,  sons  le  nom 

de  méthode  des  premières  et  dernières  raisons;  mais  ce  langage  n'est 

pas  exact.  Quand,  plus  haut,  nous  avons  considéré  le  rapport 

aT  -♦-  k  Mo 

des  lignes  «t^t  (  page  700),  nova  n'avons  pas  dû  dire  qne  la 

P  Œ  V 

limite^  était  la  dernière  raison  de  ces  lignes ,  car  lorsque 

F  P 

se  change  en  — ,  par  l'anéantissement  de  A:,  les  deux  points  U^ 

et  Jff  coïncident ,  les  lignes  M^Q  et  MQ  n^ezistant  pins ,  n'ont 
plus  de  rapport.  Çest  donc  comme  ezistont  à  part ,  c'est  comme 

quantité  sul  generis,  qu'il  fhot  envisager  -^;  et  ce  qui  lie  cette  frac- 
tion aux  quantités  A  et  A«  ou  MQ  et  Jff' Q,  c'est  seulement  qn'on 
peut  l'en  frire  dériver,  comme  exprimant ,  non  pas. leur  rapport, 
mais  sa  limite.  Cest  ce  que  Newton  lui-même  a  très  bien  exprimé 
dans  ce  passage  de  son  livre  des  Principes  : 

<c  Les  dernières  raisons  qu'ont  entre  elles  les  quantités  qui  a'é- 
»  vanonissent  ne  sont  pas ,  dans  le  vrai ,  les  raisons  des  dernières 
»  quantités ,  mais  les.  limites  dont  les  raisons  des  quantités  qui 
»  décroissent  k  l'infini  approchent  sans  cesse ^  et  de  manière  à  n'en 
»  différer  qu'aussi  peu  qu'on  voudra  (*).  » 

■      ■         ■     ■        p ■         ■  ■  ■■  I  I       ■!■  ■  I 

{*)  Ultimte  rationes  illm  ^nihuscum  quantitates  e^mêescmsu ,  rei^rm. 
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Si  Ton  supposait  que  le  point  M',  d^tbord  réuni  au  point  M  sVn 
éloignât ,  alors  les  lignes  MQ  et  M'Q  naîtraient  au  lieu  de  s^é- 

▼anouir,  et  c^est  dans  ee  sens  qq^on  nommait  —  leur  première 

raison. 


I 


I 


I 


y.  Il  me  semble  que  pour  bien  Toir  la  naissantus  des  limileSy 
dans  le  passage  des  lignes  droites  aux  courbes ,  il  suffit  de  remar^ 
quer  que  la  différence  caractéristique  entre  une  courbe  et  un 
polygone,  consiste  en  ce  que  Ton  peut  toujours  inscrire  dans  '    | 

la  courbe  un  angle  aussi  approchant  de  deux  droits  quMh  roudra,  \ 

ce  qui  ne  peut  se  faire  dans  un  polygone,  où  Tangle  à  la  circon-  .] 

ISftrence  est  le  plus  grand  de  tous  ceux  qui  peuTent  être  placés  entre  ^ 

deux  côtés  consécutift.  ! 

Il  suit  immédiatement  de  cette  condition ,  que  dans  une  eomrhe 
ifuelcon^ue^  la  limite  du  rapport  de  Varc  à  sa  corde,  est  Vuniléf  car 
si  Ton  prend  de  chaque  côté  du  point  i^fg»  68,  des  cordes  de^Q.  08. 
plus  en  plus  petites  AB=zAC,  AB'=:AC\  etc.,  qu^on  tire  les 
ilroiles  ÈCy  B'C'y  etc. ,  qu'ion  abaisse  sur  ces  droites  les  perpendi- 
culaires AD,  Àiy,  etc.,  les  tr{«n^les rectangles  BAD,  D'Aï/ y  etc., 
donneront 

BC         Bb       .    !_.-        BfC         B'V        .    t  _,.-,_. 

mais  les  angles  -BAG,  -^AC.  etc.  tendant  sans  cesse  à  devenir 

droits ,  leurs  sinus  approchent  de  plus  en  plus  d^étre  égaux  à  Pu- 
nité  :  il  en  est  de  même  des  rapports  des  lignes  brisées  aux  droites 
qui  joignent  leurs  extrémités ,  assemblages  de  lignes  qui  s^appro- 
lihent  aussi  de  plus  en  plus  de  Tare  et  de  sa  corde. 

Il  faut  bien  obseryer  que  ce  n^est  pas  simplement  parce  que  Tare 
et  sa  corde  diminuant ,  leur  différence  diminue ,  que  htar  rapport 
tend  Tors  limité.  Les  côtés  d^un  triangle  re^ligne,  par  exemple, 
conservent  toi^urs  leur  rapport,  à  quelque  degré  de  petitesse 
qn^on  les  réduise,  tant  que   les  nooTeaux  triangles  demeurent 


aen  nuit  rationes  quantitatum  ultimarum,  ted  limites  ad  quos  quan- 
titatum  sine  limite  decrescentium  rationes  semper  appropinquani  •  et 
qmas  propiùs  assequi  possunt  quam  pro  data  quavis  dijferehiia,  (Philo- 
sophiœ  natnralis  prinoipia  mathematica ,  Uh.  1 ,  sect.  \ ,  lem,  XI, 
scholiimt.) 

Cale,  intégr.f  5*  cdiiion.  ^5 
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semblables  au  premier,  et  les  difléieRoes  de  cet  càt/bt  décrolsaant 
aussi  dans  lo  même  rapport  ;  nais  il  n^en  est  pM  ainsi  pour  les 
arcs  :  ils  s^aplatissent  parce  que  Tangle  inscrit  s^ouTre  à  mesore 
«la^ila  décroissent,  et  que  les  flèches  AD,  Ajy,  etc.  décroissent 
plus  rapidement  que  les  cordes  BC,  WC*y  etc.  D^ns  le  cercle, 
par  exemple  y  la  flèche  diminue  eomme  le  carré  de  la  corde 
(  Géotm,  i34).  U  résulte  de  là  que  rexcès  des  arcs  sur  leurs  cordes 
déèrott  aussi  plus  rapidement  que  ces  droites.  En  effet,  si  Ton  com- 
pare deux  grandeurs  A  et  a  y  qui  diminuent  indéfiniment,  et  que 

ronposeA=aH"/f  on  vem  que  le  rapport  -ac ssi-f.-ne 

peut  tendre  sans  eesse  vers  Tunité  qn^autant  que  /  décroît  plus 

rapidement  que  «. 

On  peut  encore  rattacher  aux  considérations  précédentes  sur  les 

angles  inscrits  dans  les  segmens  des  courbes,  la  propriété  qn^a  le 

rapport  de  Tordonnée  à  la  soutangente,  d^étre  la  limite  de  celui  des 

aeeroissemens  de  rordoimée  et  de  Tabscisse,  En  effet,  trois  points 

no.  G^.  JÊ^j  M,  M%  fy.  69,  sur  une  courbe  quelconque.,  détermineront 

MO      U*0 
deux  rapports  -r^^  ^s^t  respec^vemeat  égaux  aux  tangentes 

des  angles  MUjQ,,  M'MQ  que  les  cordes  M^  et  MM'  forment 
aree  Taxe  des  abscisses  PJ*'  ^  et  désignant  ces  angles  par  'A  et  B, 
on  aura 

Gala  posé,  on  sait  que 

taBg(il^B)=^r^^-/'^^   (Trv.a;), 
^^  '      i-f-tangAtang£    ^     ^     '" 

•roû 

tang  A  —  tang  B  r=  (i4-  tang  A tang  B)  ung  (il  —  B)  ; 

et  si  l^B  prolonge  M^  «iHlelà  du  point  M,  on  formera  Pangle 

HMM%  qui  aéra  U  différenee  des  angles  MM  fi,  et  M'MQ,   ou 

il — B ,  et  en  même  temps  le  supplément  de  Pangle  M^MM'.  Plus  ce 

dernier  approchera  de  deux  droits ,  plus  le  premier  diminuera ,  et 

MO      M'O 
aTCc  lui  la  différence  tang  A — tang  B  des  rapporte  —^ ,    j~  ; 

PM 

mais  Tun  de  ces  n^vporta  étent  moindre  que  «r  »    tandis   que 

l^autre  est  plus  grand,  ils  se  rapprocheront  d^autanl  plus  de  cet 
intermédiaire,  qu^ilt  différeroiit  moina  Vvm  de  Tautre  :  ce  ser» 
donc  leur  limite  commune. 


ROTE  By  indiquée  sur  tes  pages  169,  284.6/  291. 

\,  I^éqnaaon 

s  ^— I  =  l(co8  s  -f»t/— I  »in  «), 
deTenant 

V~tr=l., 


.1 


lorsque  IVm  pModVsc  liiisr,  fiUI  reconnaître  qae  Punitl  a  une  in- 
finité de  loyarithnoa  diiTérena.  On  ne  troure  léro  qu'en  posant 
m  =  o;  mais  pon^  loote autre  Taleor  entière ^  soit  positÎTe,  soit 
né^tiTe  dé  m,  on  obtient  mm  etpNssion  'teagiiliaire  qui  doit  être 
regardée  comme  un  logaritbme  de  IHinité. 

Cette  proposition ,  qui  sehiMtf  n»  pwfedoBe»*  qaiod  dn  ifassignn 
aux  logarithmes  quHuie  origine  arithmétique,  en  les  déduisant  àe 
la  comparaison  des  progressiod^  (  i^Mn.  d'AJg7  364  ^  9  devient  na*- 
tureUe  quand  on  les  tire  de  réqnatlon  y'=±«'.  £n  effet,  si  Ton  dé- 
signe par  «  Pezposant  numérique  de  fa  puissanoeà  laquelle  il  fiiut 
élever  e,  pour  produire  la  valeur  assignée  à  /*»  et  qu'on  fasse 
«acA^ji:  il  vient 

J^'^'tmXf    quiseiéduità    e^si, 

4  eause  de  e* =r*  Hais  Féquation  e»  ssi,  étant  développée  par  la 
fetmiilè  d«:  n^  a^^-coaduit  4 

•1        i.a       i.a.3  • 

qui  se  décompose  dans  les  facteurs 

sa* 

s  SB  o,        I  4.  -  4.  — ^  4.  etc.  =1  o: 
'  a        a%3  ' 

le  pi«mier  est  Ui  détenmnMùte  «rftllM^hfÉe  dtf 'It^Bfâtftiiitie  d«  Pu- 
nité,  et  le  second  contient  les  d^termituttions  algébriques  :  ceci  est 
Il  la  théorie  des  léJBftritMfeé  ce  qu'est  la  «onMdérÉtiett'derraciuel 
imaginaires  de  l'unité  à  la  théorie  des  puissances.  (  Élém,  d'AIg, 

«Sqw)  

Les  valeurs  s  £saiMr\/-^i  sont  lesneliKs  du  second  fhcteur  de 
l'équation  «•  =1,  et  celles  de  l'équation  j  =s  e*  sont  «H-^inv  V^~^i 
en  sorte  qve  lrss=*+a*r*'|/'-l-i. 

45.. 
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n.  P<mr  dëtemlner  ces  raeiiies,  Euler,  qui  left  •  déeouYwrtes  le 
premier,  a  employé  un  artifice  d^analyse  très  ingénieux  ^  et  qui 
rejMwe  sur  la  proposition  démontrée  dans  le  n^  188,  diaprés  laquelTto 
les  raeines  de  Téquation 

r"  — 1^0    sont  ^  =  cos +  k — i  sm • 

m  n 

Il  faut  d^abord  obsenrer  que 


0*9 


,^.H.;-!^£V—'(v-"'4  +  «.. 

I       1.2  i.a.3 

•  p«ar  limite,  lereque  n  deTient  infinie, 

Cda  posé ,  Téquation  e»  — 1=0  pourra  être  remplacée  par  la  li- 
mite def  i-l — J  — -t=ro;  et  substituant  i-H-  kXf  on  aura,  par 
ce  qui  précède, 

14.-SSCOS 4-K-^ism 2 

Il  n         ^  n 

puis  prenant  les  limites  relatires  à  la  supposition  de  n  infinie,  tui- 
Tant  laquelle  cos et  sin deviennent  respectiYement  1  et 

I»  M 

^a^^  en  concerant  toutefois  que  m  demeure  finie ,  on  aura, 

n 

comme  oi-dessus, 

Afin  de  bien  voir  eette  limite ,  il  but  mettre  pour  cos et 

sin ,  lear  développement  (37);  et  après  les  simplifications. 

Il  Tient 

ce  qui  se  réduit  à  s  =  Miv  |/^,  lorsque  r  est  infinie. 


sa.  U peut a«ni  a^ltr»  pas  invtile de  fetraobterfer  qoe  ta. dé- 
cottpoûliQA  de  j*«-i  eo  fiMstens ,  mr  kcfiieHe  ce  qui  préoède  eet 
foodé,  l'obUent  indépendamment  des  eonaidérati»na  dn  n^  187  : 
Toiei  comment  Laiprange  y  est  pairenn. 

Les  éqnationa 

CM  (»  -f*  i)s  =  CM  s  eos  M  —  ain  s  lin  m  1^ 
coa  [m,  —  i)a  =5  eoa«  eoa iia  +  *in«  *iû aa, 

étant  ijoatéeSy  donnent 

eoa  (n  -h  i)a  -f-  coa  (a  — ^ i)a  ss  acoaa  cos  lu» 

d'oà  Ton  tire     ^ 

90oa(a  +  i)>  3s  aeoea.teoa  M  «-  9eoa(n— ^i)a. 
Poaant  ensuite  • 

acoa  a  s  r  +  j, 

et  mettant  lea  nombrea  I9  a,  3>  etc.,  à  la  place  de  »,  il  Tiendra 
2Coaaa  =  (^+1)  ""  ^'^'^'"^  J»' 

^3.  =  (r+l)  (r.  +  i;)-(r-«.i)  =,.  +  i. 
M0.4»  =  (f+i)  ('•  +f)  -  ('•■*"^)=  '*  +  7i 

etc* , 
d^oà  l'on  eondoim  d'abord,  par  analogie,  qoe 

3eoaRas=;r*  +  7r« 

Ponr  a'en  assurer  tont4à-fait ,  il  anlBt  de  Toir  que  si  la  loi  re- 
marquée a  lieu  pour  les  nombres  a  — 1  et  n ,  elle  aura  pareille^ 
ment  lieu  pour  le  nombre  ■  -^  i.  Or,  si  l'on  fait 

acos(a— i>=r—«-H-;^,    ae«aMaar»  +  — • 
il  en  résultera 

ICO.  ;«+.).  =  (!r  +  1)  Qr-  +  1)  _  (r—  +  -±.) 
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M  4]ai  «■!  «BOOM  Ja  Aoi  âuf^miù,  ei  pmve  iia'oD  portant  àes. 
▼fll6an«c^i€|l»ssOyi^tliteBdmà4oailai  nonbroo «bUoi». 
B  snll  4*  là  qyo  loo  éqootiottt 

aC0ê«=jr-f^»       100iï«=:jr»-f.±, 

qui  ffioriaiuièlit'l 

r»  — VOOBs  +  i  =  o,     r ••  —  aj^ co» H*  4- 1  =  o, 

•ni  Heu  en   même  tempe  ,  qu^elles  ont  por  oonaéqoeiit  une 
racine  commune.  Mais  il  on  la  déifgne   par   a>  qu'on    Ikiee 

ensuite  r  =s  -»  et  ipi^on  réduise  tons  les  termeepde  éliaqfio  équa- 
tion au  mêBde  défcotttnateur,  on  trètfrera  quelles  sent  vérifiées  en 
même  temps  par  eette  nouTelle  taleur;  et  comme  la  premiàra 
équation  n'eA  que  du  deoiième  degré  y  il  en  résulte  qu'elle  est  un 
des  fiicteure  de  la  seconde; 
Maintenant,  si  Ton  pr^ 

fis  =a  aiMT  H-  /, 
il  viendra 

eoi  tiMr  ss  ces  /-       M  ^  -   '  ■ 

.'  ^ 

et  par  iponséquent  Véquattim 

aura  pour  facteur 

quel  que  soit  le  nombn  entier  qu'on  substitue  à  m  :  voilà  don» 
la  for|nu)e  du  n^  191. 

fOur  en  déduire  celles  du  n«  1^,  Il  suffit  de  faire  /s=  o  e\ 
/=£  ir.  Dsds  le  pretnie^  cfs,  on  aura 

cos^ss  I,      ^'••-T  V*-f-ir=(r»  — i)V 
puis 

amc    . 

jr«  ..  I  r:  o ,     ^«  —  ay  cos -^  i  =t  o. 

Dans  le  second  cai', 

009  /=s  —  i,     r"  +  ar*  4- 1  =  (/"  -f  i)*» 


NOTES.  fj  I  I 

puis 

comme  dans  la  n^  eité. 
IV.  Au  moyen  de  Teipresslon 

É  =  lfliir|/-^I, 

ddè  rAéinéfe  Imâ^lnàireB  de  TéquAtidn  e*  — i  =o,  oh  élpliqae 
plnsieaiv  diflicultés  qn^éffré  Vappliéetion  des  logarlOimesaiiz  nom- 
bre» négatifs ,  antre  autfas  calle-ei  :  puisque  (—  a)>  r=  (H-  a)*  r=  a* , 
on  doit  en  conelnre  que 

1(— a)>=]aS     ll^-assal-f**,     d^à    l*aaKl-f.«; 

mais  la  dernière  de  ces  conséquences  ne  s^accorde  point  avec  Téqua- 
tion  j=e*  :  jamais  aaeone  râleur  réelle  de  or  ne  saurait  rendre  j 
négatif;  ainsi  les  nombres  négatif  ne  peureot  avoir  des  loga- 
rithmes i^ts.  d^^ 
Gela  est  confirmé  aussi  par  Téquation  ^^^ 

9}/^  3=  1  (cos  s  +  ^^ sin  s), 

dans  laquelle  il  fiiul  ftire  sas  (im  -f- 1)*  pour  obtenir  cos  #  =  ^  1 , 
d^oft  il  résulte 

1— I  =  (tim -|-i>  W— "*  ; 

ei  en  désignant  par  «  le  logtrithmà  réel  dé  -|^  it,  il  tient 

formule  qui  na donne  aucune  valeur  réelle ,  puisque  m  doit  toujours 
être  un  nonlbre  entier  (188). 

Cependant  il  est  vHi  ^e  les  etpreasIoUs  9t4-«  at  ^  — «  font 
partie  de  aeîles  àt  14*^  mais  sans  potir  aèla  Mre  égales  entre  elles. 
En  effet,  «  étant  le  logarithme  réel  de  «  ,  celui  de  «•  sera  a«,  et 
tous  les  logarithmes  (tant  réels  qu^imagtnaires)  de  a*  y  seront  com- 

prb  dkns  rexpression  w-f-2iftir|/^,  m  pou^ntètro  paire  on 
impaire.  Dans  la  premier  cas ,  am  sera  un  nombre  doublement 
pair,  el  par  conaéqûaul  Taipressidn  cf-dessus  s^accordera  avec 

dans  le  second  cas^  le  nombre  vn  étant  simplement  pair,  Teipres- 
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sion  de  la*  s^acoordera  STec 

al  —  «  =  a«-^  3(am-f  i)v|/»i; 
mats  les  eipmêioni 

ne  Baimient  s^aecocder  entre  elle»,  poieque  lea  nombeee  indi<piév 
•ont  doublement  pain  «IftQs  to  première ,  et  eimpiement  paira  dan* 

la  aeconde. 

NOTE  G,  ifiàiquée  sur  la  page  53 1. 

N^ayant  confSdéré  dans  les  n9^  aig  et  a^,  que  le  cas  o^ 
Pexposaot  «  est  entier  et  positif,  Je  rau  montrer  ici  ee  qui 
arrire  dans  les  autres  cas,  à  réjpvd  desquels  on  a  été  long- 
temps <lH|fl^^  erreur  que  M.  f^olsson  a  relerée  le  premier; 
mais  com^Bl  restait  encore  sur  ce  sujet  quelques  dil&cultéa 
à  éclaircir^qrc«  le  Traité  in-40.  t.  III,  p.  6o5  et  616),  il  donna 
lieu  à  beaucoup  d^écrits,  quMl  serait  trop  fong  maintenant 
de  citer  en  détail.  (  Voyez  les  AiuuJes  des  MaAémaéfmu,  par 
H*  Gergonne;  le  Bulletin  des  Sciences  nuithimatiquçs ,  parll.de 
Férussac;  le  Journal- 4b  M.  Grelle,  etc.)*  Je  ne  mentionnerai 
spécialement  ici  que  les  premières  remarques  faites  en  i8xa,  par 
M.  Poisson  (Carrespondaaee sur  V École Pokrteéhnùine ^  t.  Il» p.  ^a), 
les  Heitherckes  sur  If  Analyse  des  sections  angulaires ,  par  M.  PoinsoC* 
publiées  en  i&>5,  et  les  articles  inséréi  par  M.  Poisaon,  dans  le 
t.  IV  du  Bulletin  des  Sciences  mathématiques ,  p.  140  et  344* 

I.  Si  Ton  cbangeait  Tordre  des  tern^  dans  Texpreasion  et 

eoêSf  d'où  il  résulterait  a*  eoas**  s  (e-»*^^  H-  e»^^)»^  et  qn^n 
développât  suivant  eet  ordre  le  second  membre  de  l^éqnation  cl-i 
dessus  y  on  trouverait 


anoostf** 


-.^..k'rr  .  »^-(.-,).i/rT  4.  ±zi^  ^-4)*i^=; 


t. a 


}i(n— i)(n —2)      ^  _-*  !• —    .    ^ 
-f.  -i il- .'  e-<,i-«)*K-,  4,  etc.  ; 

i.a.3 

et  comme 

e-«**^-^  ^  ces  nu  —  \/— i  sin  ms  , 


NOTES.  ^  1 3 

Il  viendrait 
a»  co«  «•  =  coi  w  +  7  cos  (»  —  a)  »  ^  ^SZ:1)  «»  r»  —  4)  s 

-VCII  |dii  wH-"  âm(»-a)«  +î!{irî}  tin(„_4), 

n'ïi— Dfn— a)    .    ,        ^.  1 

+ 7:^75 — ^8in{»-.6)j^etc.   J, 

ce  qui  ne  diflère  du  déTeloppement  écrit  sur  le  pege  ^àn,  qœ 
par  le  signe  de  ^^,  en  sorte  qu'on  a  ja  double  eipreesion 

a»  coi«*  =  2  :♦:  Z'I/Hï (A), 

dans  laquelle 

2  =  C08IW  -♦-  -coe(ji— a)#  +  î^--— 'coB(n  — 4)«  +  etc., 

Z'ss  sin  lu  4-  "Sinfji— a)*  -#-  ">'*""iJfin(«— 4)j  4.  etc. 

■    I  I  «a 

Quand  le  nomlxre  n  est  entier^  cos  s"  n'a  qu'une  seule  râleur  qui 
est  réelle  :  en  égalant  donc  les  deux  précédentes ,  on  forme  Pé- 
quation 

2  +  2'  l/^  =  2  -  2V^, 

qui  ne  peut  avoir  lieu  que  lorsque  2'  =  o,  circonstance  vérifiée 
en  effet  dans  le  n<»ai9,  et  U  s^nsnit  que    a»  cos  ««s:  2. 

Mais  quand  n  est  un  nombre  fractionnaire,  la  quantité  a"  cos  «» 
a  des  racines  imaginaires ,  comme  tonte  expression  radicale  y  et 
il  n'arriTe  pas  tovyours  que  ses  racines  réelles  coïncident  aTCc  2 , 
si  ce  n'est  dans  quelques  cas  particuliers  où  ,2^=0  :  c'est  ce  que 

M.  Poisson  a  montré  pour  le  cas  où  n  s=  ^  et  sssc^  «  désignant 

la  demi-circonférence.  • 

Alors 

^  =  cosjK+f  cos(i*-acj  4- ^^'oos  gc-i^r) -f-ete. 

=cos^Ui+iiL=i)H.iiizi^ 

3     t       '  '«a  i.a.3  j 

I  '  •         t         ï  "^  — 

t=  cos 5 T (l -f  l) 3  =s  a3  COSxir  =  -t/a, 
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àoûuseqiwco;l.c==l.  Or  ce  résultat  n'est  pa»  extct ,  ear  eos  t 

étant  —I',  OB  a    a^  (tos  r)^  s=--|/5. 
D'un  attira  odté^  si  l'oa  prand  U  détermbuuion  uriOumAùme  de 

a^  (cos  xy  savoir  :  l/-«9>  «<  qu'on  la  multiplie  par  les  trois  ra- 
cines enbiques  de  Tunité 

1, jÏ:^ > jl {Algèhre^iig), 

H  rient 

a^{GOS  ir)3  s  «  |/a,  on  ^ 21 -^•',  ou  ^-XJL LL^  ^ 


a  a 


lA- 


et  Ton  voit  que  le  nombre  -  i/a ,  obtenu  plus  baut,  pour  Z  ,  n'est 

que  la  demi-tomme  des  valeurs  imaginaires. 

Dans  cet  «Kemple»  les  exposions  Z  =!:  Z'^ — i ,   donnent  im- 
médiatement les  deux  raèiiies  imaginaires ,  comme  on  pent  le  vé- 

riâer  en  observant  que  sin  xc  =s  |V^>  ^^^  ^^  P^^>  <^^^^^ 
de  ces  expressions  peut  donner  successivement  les  trois  racines 

X  I 

de  a^(cos  ir)^,  en  y  changeant  r  en  Sir  et  en  5^,  arcs  ayant  même 
cosintiB. 
Enfin  ta  fonction  toute  réelle  Z  devient  elle-iÉtee  la  valenr 

réelle  «^l/â  ^uand  on  y  fiait  ss  3«* 
II.  Passons  à  Iteunen  du  tas  géiiélrftl 

(aeols)»  =2  Z  ±i  Z'  V^^î  * 

observons  d'abord  qu'il  y  a  deu%  manières  d'arriver  aux  diverses 
▼aleurs  soit  réelles ,  soit  imaginaires  que  comporte  le  premier 
membre.  On  peut,  dans  les  séries  Z  et  Z',  changer 

s  en  s  +  3ir,      s  4-  4^9' ...  5  «h  ^(f^  '*'  0*1 

ou  bien  prendre  Tune  quelconque  des  expressions  Z  =b  Z'I/— i» 
et  la  multiplier  successivement  par  chacune  des  valeurs  de  (i)*  : 
les  résultats  seront  les  lÉèmes  ,  mais  l'ordre  pourra  fttre  dif- 
férent. 


7.5 

P«Mr  ^i^ifiMr  te  ^ramier  aMyen,  il  fli«t  «h«NlMr  ee  que 
doTiennent  les  séries  Z  et  Z\  lorsque  y  change  st»  s  «^^  itk. 
On  a  ^  dans  «a  terme  ^gHrionn^e , 

(a  —  2m)  (g  +  onr)  ^  (n  —  am)s  H-  awc  -~  am.arr  ; 

et  eomme  les  nombres  m  et  r  sont  entiers  ^  tm  pent  laisser  de  côté 
la  partie  am.arir^  qnl  exprime  un  nombre  complet  de  circonfé- 
rences :  il  restem  sefllnaent  Utre  («— sii)a-4- 3wv,  dont  le 
cosinus  et  le  sinus  seront  ^  par  les  formules  connues , 

cos  (i»—  sm}f  oos  awff  — •  sin  (n  —  aiii)s  sin  aiinr, 
sin  (a —  am^  oos  Tnrx  -^  cos  (n—  am)s  sin  aar  *• 


La  première  de  ces  Talenrs  donne,  ponr  ehanna  lemt ^  J ,  une 
expression  de  la  forme 

Jf  oos  (s  —>  am^a  cos  anrr  —  U  sin  (a  —  aiii)a  sin  aar*, 
et  la  seconde,  mise  dans  Z\  produit 

lfsin(a— 9m)s  cos aiwff  4*  Jf  eos  (a-— Mi}«sln3iirc. 

Cela  posé  y  les  iiictenrs  oos  aarr  et  sin  anrr,  conservant  ia  même 
valeur  dans  tous  lai  -term^,  on  Term  aans  pehM'  qn»  Z  se 
change  en    , 

Z  cof  ^MTK  —  Z'  sin  aiinr, 
Z'  en 

Z'  eosanr?  -f-  2  sin  anrr. 


et  Z  H-  2' V^^i  ^"^ 

t 

ZetMTm-K  —  Z'-sinaarc  -|-(Z'<eoa«Rric4»ZaÊvaHr;r)V^— i 
=    (Z-hZV--î)  «>•»"•« +  (^V^-^—^')  sin  aiir« 
=  (Z-^Z'V^— i)  (coaaarr  -f-  V^Cîslnaanc), 

à  cause  que  zf^^  —  2'  =i/^  (Z  -#-  Z' yCT). 
SI  IMn  écrit  ^  an  lieu  de  n,  on  aura  Péquation 


dont  le  second  membre  fournira  ?  valeurs  du  premier,  en  prenant 
successiTement  pour  r  les  nombres  o ,  1,3....?  — i . 


7l6  NOTB8. 

Pour  «Yoir  une  idée  |klat  préeise  de  réqiuliien  eE-desenB ,  pmeos 
ssso;  alors 

CM  s  ^  1 ,      sins  =s  Oy  d*oà 

iS=(i+i)»  =  a*,    r  =  Q,         et 


(i)  '  SX  eoe  -A-- -f-V— '  «in— ^  » 
f  » 

comme  il  résulte  des  ftrmules  du  n»  188. 

On  Toit  donc  par-là  que  réquation  {A)  oonduit  immédiatement 
au  résultat  que  Ton  déduirait  de  la  considération  des  radnss  de 

IHmité  élevée  à  la  puissance'^. 


m.  Lorsque  parmi  les  valeurs  de  la  fonction  V  a^  cos  m^^  il  y 
en  a  une  réelle  P ,  dont  on  Teut  déduire  toutes  les  autres ,  on 
pose 

f 

et  comme  ces  yaleurs  se  tirent  aussi  de  TéquaUon  {B)  y  il  fkut 
que  parmi  les  nombres  assignés  pour  r  et  /,  il  s^en  trouTequi  ren- 
dent identiques  en  même  temps  {B)  et  (C).  Dans  ce  cas 

f  f  » 

f  f  » 

Si  Ton  élimine  alternativement  Z  et  2Vde  ces  équations,  et 
qu^on  change  en  sinus  et  cosinus  de  la  ^différence  des  arcs  y  les 
produits  de  leurs  sinus  et  de  leurs  cosinus ,  on  tr|pTen 

d'oA  l'on  déduini 

eo. '<'"-'•>' 
Z.+  Z'.  =  J».,       |=_p^^, 

cm     ^  **     - 


sm 


NOTES*  fi  in 

veUliona  dont  la  dernière  ,  étant  indépendaAte  de  s ,  résont  une 
difficulté  que  j'ai  indiquée  dans  le  Traité  ir^4o,  t.  III ,  p.  6i6. 
''Méanttoins  y  quoiquMl  ne  eontienne  pas  c  ^  ce  rapport  n^est  pas 
eoDstant;  mais  il  varie  par  intervalles ,  comme  on  va  le  voir  en 
asa^puittt  des  Taleni»  particnUères  à  rare  s. 

Soit   i«.   «=o;    alors    Z'  =  o,   Z^sP,    puisque  Z  est  la 
valeur  réelle  de  la  fonction  radicale.  Dans  eê  cas,  la  première 

équation  (D)  donne  i  =  cos  ^ ^^-^ ,  ce  qut  exige  que  t^  ^=r, 

et  vérifi»  la  seconde. 

29.  En  posant  s  s  « ,  et  preaaat  pour  ?  un  nombre  impair,  afin 
que 

f î ^ 

\/j*  (cos  *)^    =    S/J"  (-!)'• 

ne  soit  pet  imaginaire,  la  valeur  de  cette  expression  sera... 
f  f 

•f.  Va'*  ou  —  Va'*,  selon  que/u  sera  pair  on  impair.  Dans  la 
même  hypothèse,  les  arcs 

ayant  les  mêmes  sinus  et  les  mêmes  cosinus ,  les  fonctions  Z  et  Z' 
reviennent  à 

a'  CM^--,       a    sin  — , 

et  en  mettant  ces  valeurs  dans  les  équations  (D),  on  arrive  à  .  ' 

UK  ad^ — r)uic       .  jiic  .    ai''— r)siT 

f  f  f  f        ' 

équations  auxquelles  on  ne  satisfait  quVn  posant 

1  ss  air'^r)    ou    /— r  =-. 


a 


Le  développement  de  sin  s*  donnerait  lieu  à  de  semblables 
observations  ;  mais  il  est  inutile  de  s^y  arrêter,  parce  qu'on  Pob- 

tient  aussi  par  la  substitution  de  -—s  au  lieu  de  5,  dans  celui  de 

a 

cos  s". 


Ce  qui  prcoède  monire  BiiffitHomenl  Tori^ii»  des  dii 
TtAean  <iue  prtnaeBt,  avivant  ht  mitur^dfl  Imut  espMmt,  les 
fonctiww  <oft  s*  et  iÎD  <>  ;  mat*  larfwiélé  dm  fanne»  deanéas  aux 
déTaU>ppflBMPft  dM  feaetioB»  aîMalâifai  et.  dte  Méthadaa  abi- 
ployéei  pour  y  pwranûr^  a»  p«nieitaei  paadHBB  imém  te  déC^I 
dâDftime  ûmpianota:  j^ieavoiapaar  Mlâ^auB  oannn^flB  qoej^ai 
aitéi ,.  ai  Ja  na  bamotai  à  ijndÛqiMr  dnas  déralappWM  q«f 
•ont  ioTersas  de  ceux  des  foaaUaaat  un  s"  et  cos  s». 


IV.  Les  fomalaa  du  n9  187  f  donnaat  auni:  dei 
sinpW  et-éUgiAlat  daa^  lûnii  aA.daa  aeaiotti  daawBaauillipleft. 

Ona 


CMRS  +  l/— I  «a  a*  =  (ttiê  B  +  |/I^ftin  a)», 
— »  |/.^  lin  H<  SI  (008  a  — ^V^'^ala  a)*  j 


CD  prenant  la  lomina  da  om  é<piationa|  on  m  conclut 

(cos  £  -^-i/ — I  tin  «)»  +  (cos  s  —  t^^T  sin  a)* 

et  si  Ton  retrancha  la  dauxlèma  d»]a  piaulera,  H  vianl 

(coe  B  -*•  V^~  ain a)»  «—  (cos  a  —  t^~sina)* 

ez^assîons  qn!,  qnaifae  irffiBotées  dPimayinalree  ^  n'ea  sont  pas 
moins  réelles ,  parce  que  ces  signes  disparaissent  tons  par  le  dé?a- 
loppement  des  pnissancea  indiquées.  En  eflët,  on  a 


(cos«  -h  l/— I  aht  »)*•==  cos  »•  4-  -^^  cos  «■-«  sin  a 

eos  *•-:•  sin  a» — etc. , 


I 


t. a 

(cos  a  —  K—  I  sîn  a)"  =  cos  £■  — .  -  V^^  cos  a"-«  sin  a 

n(n — i) 
s .' eosr^»  Bin  a»  +  etc., 


MOTJBfl.  »j  iq 

et  Bubstituant  eai  séries  dans  l«t  Taltws  oi-deMiy,  otf  ftirîTAà 

COS  115  SS  60S5»  -^  -^i       ^  eOftS»-*  êlUB* 

»(»«.i)(»_a)(ii— 3)  ,  ,     , 

■*^  ',,a.à.4 «o«5-4  8ins«-etc., 

ein  us  s  >  eos  *•-«  sin  «  —  -i ^-ix ^cos  «•->  sin  s^ 

I  1.3.5 


NOTE  D,  indiquée  sur  la  page  338. 

I.  Après  les  dlfl<5reiiiiélles  de  la  forme 

Jdx 

dont  les  intégrales  >  dépendant  des  arcs  de  cercle  ou  des  loga- 
rithmes y  peurent  se  calculer  numériquement  an  moyen  des  table» 
trigonométrfqnes ,  on  a  considéré  les  difTéretitlelles  sniTantes  : 


Jdx 

BE=S 


1/ A  4-  Bx-f-Cx«  +  Dxi  +  JBx4 


»• 


dans  lesquelles  le  radical  n^est  encore  que  du  second  degré,  mais 
contient  Jnsqu'à  la  quatrième  poissance  de  la  Tartable.  Comme 
dans  le  n^  1 83,  ce  radical  peut  être  mis  au  numérateur  ou  au  dé- 
nominatenr,  X  désignant  toujours  une  fooetioa  ratkaiiMUe  de  «. 
En  raison  de  la  variété  des  formes  qu^on  pent  donner  à  IT ,  la 
différentielle  proposée  est  susceptible  d'une  infinité  de  cas  dififé- 
rens;  mais  on  peut  les  ramener  à  un  petit  nombrei  des.  plus 
simples. 

Pour  le  fiiire  plus  CicilemeAty  il  couTient  d'appliquer  au  ra- 
dical y  nne  transformation  qui  felt  disparaître  les  termes  de  degré 
impair,  Bx  et  Gr>.  On  arrlTe  à  ce  point  de  plusieurs  manières. 
(F4tr«s  le  TrMté  in-4*,  t.  n,  p.  i^,)LAjpiiuê  simple  est  d'abord 

de  poser  x  s=  ^      ^  ,  et  d'égaler  à  léro  les  coefficiens  de  ^  et 


der'  •<»•  le  radical,  qui  parce  moyen  prendra  la  formtf 


V'*  +  ^*  4-  >r<  ; 


on  aura  ainsi  deux  équations  pour  déterminer  lee  qnanUlés  p  et  f  * 
Alon  la  différentielle  proposée  sera 


y4r 


l/«-+.i^»4->r* 


Y  désignant  une  fonction  rationnelle  et  paire  de  r  y  ai  Ton  dé- 
montra (dans  rendait  cité)  que ,  si  pour  abréger,  on  représente  le 

PYdy 
radical  par  A,  Tintégrale  f  -^  pourra  ôtra  ramenée  à    . 

II.  La  quantité  a+  ^r*  +  yf*»  soumise  au  radical ,  poiirani 
étra  décomposée,  en  deux  facteun  réels  de  la  forme  e-f:;^  et  g+^*f 
raTient  à 

et  si  Ton  fiiit    -  s:  /»•,    -  ac  y%    on  n*aura  plus  à  traiter  que 
la  différentielle 

rdr 


qui  pourra  6tra  convertie  en  série  conTergente,  lorsque  les  deot. 
constantes  p  et  f  seront  très  inégales,  ou  lorsqu'elles  ditTéreront 
peu. 
On  a  déjà  vn  un  exemple  du  premier  cas,  dans  le  n^  ^ç6,  sur  la 

formule     —77^!==,    qwi  devient  ^         J===z\ 


lorsqu'on  multiplie  ses  deux  termes  par  V^  !—«>«%  et  donne  lien  %) 
une  série  d'autant  plus  convergente  que  e  est  une  plus  petite 
fraction. 


J 


< 
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En  général,  soit   q*y*  =  ^—-'y    U  différâniielle  enr  se  chan- 
gera en 

1  ^du 


A' 


y/(i+«-)^H.îlu.^ 


1 
et  on  déTeloppera  le  facteur  f  >  +  ^(**  )       suirant  les  puiiaftiieei 

•  q 

de  la  fraction  -• 
P 
Quand  lea  valeora  de  p  et  de  9  seront  presque  égales  y  la  dif- 

Cérentiell»  proposée  s'éerim  ainsi  : 

j_    rdr  I  Yày 


Vft+'*)(?^*^)   ^>^"-^'*^-^' 


en  posant 


et  alors'  on  dÔTeloppera  le  radical  suivant  les  puissances  de  ^  ;  le 
résultat  sera  d'autant  plus  oonvergent  que  S  sera  petit  par  rap- 
port à  r*  ^j^.  Il  y  aurait  à  la  vérité  quelques  cas  d'exception; 
par  exemple,  si  Ton  avait  r* -^r*  au  lieu  de  r*+^,  et  si  la 
valeur  der  était  peu  différente  de  colle  de  r;  mais  ces  détails  ne 
sauraient  trouver  place  ici. 

Il  suit  de  ce  qui  précède ,  que  Ton  faeiliterait  beaucoup  Tap- 
prozimation  de  rihtégrale  cherchée  ,  si  on  la  préparait  de  ma- 
nière à  augmenter  Pinégalité  des  coefficiens  p  et  q ,  ou  de  ma-* 
nière  à  diminuer  sans  cesse  leur  différence  :  c'est  ce  qu'a  fiiit 
Lagrange  par  une  méthode,  la  plus  élégante  peut*ôtre  qui  soit 
sortie  de  la  plume  des  analystes.  Ne  pouvant  l'exposer  ici  (Fctres  le 
Traité  in-4^>  t.  Il,   p.  77),  nous  dirons  seulement  qu'en  po- 

sant    u  =  -  1/ =7-~  ,     Lagrange  obtient  une  transformée 

Mdu 
Làu  -h 


\/(lttp*u*){i^q*u*)' 


dans  laquelle  L  et  M  sont  des  fonctions  rationnelles  de  u*  et 
p^  qy  inégalité  qu'augmentera  la  répétition   des    mêmes  pro- 

Cale,  intégr, ,  5*  édition.  4^ 


^22  HOTE*. 

cédés.  Ainsi ,  dans  ce  qui  précède  il  y  a  stricteuMiii  tort  ee 
qu'il  faut  pour  calculer  les  intégrales  proposées,  lesquelles,  com- 
prenant comme  cas  particuUer  l'arc  de  P^lUpse  (afia) ,  ont  été 
nommées  transcendantes  ellipt^nes  j  Tare  de  Phyperbole  en  fait 
partie  (a64) ,  landU  que  celui  de  la  parabole  ordinai^  ne  d^>eDd 
que  des  logarithmes  (960). 

m.  Quoique  les  transcendantes  elliptiques  n'aient  pu  jusqu'à 
présent  être  exprimées  par  des  fonctions  primitiTes  algébriques, 
Ott  logaHthmiques ,  ou  circulaires ,  on  leur  a  néanmoins  déeoo* 
vert  des  propriétés  remarquables ,  analogues  à  celles  qui  éta- 
blissent la  relation  des  sinus  et  des  cosinus  de  la  somme  ou  de  la 
différence  de  deux  ares  de  cercle,  et  qid  rnène^  à  la  division 
de  ces  arcs  :  tel  est  l'objet  d'uni  hmntké  d'analyse  perlant  sur 
la  comparaison  des  transcendantes;  et  pote  en  marquer  l'origine, 
je  partirai  des  fonctions  logarithmiques. 

Si  l'on  «e  connaissait  pas  la  fonction  q«i  est  l'intéi^e  de  —  » 

on  pourrait  en  découvrir  las  propriétés  conune  il  suit. 
On  poserait  d'abord 


^+_  =  o,    ;^-f(x),     /-- 


^W. 


f  étant  la  caraotéristiqtte  d'une  <Metioii  inconnue  ;  et  en  indi- 
quant l'intégralç  des  termes  de  l'^quatkm  diceârentielle  dont  léa 
variables  sont  séparées,  on  obtiendrait 

f(x)  -h  f(r)  =  «...•  W. 

«  éUllt  ime  consUnte  arbitraire.  Mais  quand  en  fiût  dispamUre 
les  dénomin&teurs  de  cette  mémo  équatipn  différentielle,  il  rient 
yâtc'^  xày  rx  o;   don(  l'intégrale  est 

-rr  =  /8 (B). 

Si,  pour  déterminer  les  constantes  «  et  jg,  on  fiUsait  j^^  1, 
l'équation  (B)  donnerait  «=/g  et  l'équation  {A}  devieodwit 
«(^ -f.  ^i)  =ss  *,  d'où  f(x)  +  f(r)=  V)  +  ^i),  Âenfin 

en  remettant  pour  ^8  sa  valeur  xy. 
Pour  savoir  ce  que  c'est  que  i(i),  il  suffit  de  possr  x^i4-«« 

d'où 


le  déreloppemeiit  de  cette  intégrale  ft^ABéaniisaaat  qufuid  hso, 
montre  qne  Ton  peut  supposer  l(i)  :=  o,  et  qu^alors 

équation  qui  ôomprend  toute  la  théorie  des  logaritlimes. 
Passons  aux  fonetions  circulaires;  sait  Téquation  différentielle 

dx  '  dj' 

=  o; 


i^résentons  par  f(x)  et  %r)  les  infég? «led  /  i  ■ ■  «t  f     ■    ^  •  'j 

J  Vi— x«    J  Kl— r* 
il  tiendra  d'abord 

((x)-f-t(r)  =  «....  (A). 

Or,  de  même  que  ci-dessus^  il  existe,  entre  les  Tariables  x  et  r» 
une  équation  algébrique  qii'£u)er  %  lionvée  le  premi»  pour  un  cas 
plus  général  9  et  qui  se  réduit  à 

rVT^^  +  *i^i-r«  =  ie,....  (B) 

pour  celui  qui  nous  occupe.  Ne  pouvant  entrer  ici  dans  le  détail 
du  calcul  qui  se  rapporte  à  cet^  équation ,  je  donnerai  seule- 
ment la  manière  de  la  vérifier  par  la  diflSérentiatlon.  On  aura  en 
vnffAfx  lien 

ce  qui  revient  à 


(dx 


djr 


Vl=^-^ 


•'^(W^l^**  •  t/l— r«— «r)a=0, 


et  donne  par  conséquent  Inéquation  proposée ,  quand  on  supprime 
le  second  iketeur  qui  ne  contient  point  de  différentielles* 

Gela  posé,  quand  on  iait  /=so,  on  a,  par  réqvitîiMi  (B), 
<]t=/8,  et  parVéquation  (^), 

mais  par  ledéveloppementde  1      '        ,  on  reconnaît  lont  <M  suite 

)  Kl— r« 


^ 


JT^  NOTES. 

la  possibilité  d«  supposer  f(o)  =  o.  11  suit  de  là  f{0)  =  a,  et  par 
•  conséquent 

Si  Ton  fait  f(x)=f ,  f(jr)  =  u,  et  qu^on  désigne  par  f,  la  fonc- 
tion inTerse  de  celle  que  représente  f,  en  sorte  que  xssf/t), 
r  =  f/W  »  Véguation  précédente  deriendra 

puis 

^«e  qui  est  éridemment  la  même  chose  que 

sin  (<  4-  u)  =  sin  f  cos  u  +  sin  h  cos  t. 
On  aurait  de  même 

&!■((•«-»)  ss  sin leostt  —  sinucosi, 
en  partant  de  Féquation  différentielle 

dr  ày 


f/i— *•       V«— ^' 


=  o. 


Ces  formules,  qui  sont  la  base  de  toute  la  théorie  des  fone"- 
tlons  circulaires  y  conduisent  aux  expressions  des  sinus  et  des 
cosinus  des  srcs  multiples  d'un  arc  donné,  lesquelles,  par  un 
simple  renfsersement  d^inconnues ,  fournissent  Féquation  d'où 
dépend  la  diTÎsion  de  cet  arc  «n  parties  égales.  On  en  peut  Toir  un 
aemple  dans  le  n^  171  de  la  Trigonométrie,  et  11  suffira,  pour 
dire  conocToir  comment  la  résolution  de  certaines  claases  d?é- 
quêtions  se  lie  avec  la  ditision  d'un  arc  en  parties  égales. 

Euler  ayant  trouré  aussi  une  équation  algébrique  qui  totfsfiiît 
à  réquation  difTérentielle 

àx  âjr 

^  y  II'    11'.'  r  ■     I       "      ''        "+•  ,  ^  '.    ^ ■  ■    I  ==  o, 

a  Jeté  les  fondemens  de  la  comparaison  des  transcendantes  ellip- 
tiques ,  à  laquelle  Logendra  s'est  appliqué  aTCc  an  grand  suocèa, 
dans  une  longue  suite  d^  reeherdies. 


NOTBS.  7^5 

D'ubord  il  ip  nimplifia    la    f9nii«,  q«M  Lagrange  aYoit  dijà 
rananée  à 


al  montra  qaa  oaa  difrérentiellea  povvaiant  toiûowaètre^xprifnéaa 
par 

au  moyen  d«  la  transformation  indiquée  dans  lo  no  a63  :  il  prouTft 
ansuita  qu^n  les  prenant  daps  Pétat  le  plus  général ,  on  n^en  tirait 
qna  las  trois  formules 


/i 


,y      ^  .  — >       /d^l/i-c>sin^«, 
y\ — c*sin^* 

d^ 


h 


(i-f-  nsinf*)  l/i— c>sin^« 


-t 


Ivrédiifetibles  entre  elleS',  et  constiteant  tooto  espèeea  distinctes^ 
la  seconde  étant  Tare  d\ine  ellipse  dont  le  gffmd  ax»=  f ,  el-rei- 
centricité=c. 

Dans  ce  cas ,  le  procédé  de  Lagran^e  qui  opère  la  dlmination . 
continuelle  de  c,  Ikit  passer  de  Tellipse  prop<>sée  à  d^autres 
dont  rateentrieité  devient  de  plus  en  plus  petite ,  et  qui  s^ap- 
proeheni  sans  cesse  du  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme 
diamètro.  {Ycr^t  le  Traké  in-4«,  t.  II,  p.  176.} 
'  L^augmentation  suceessive  du  coefficient  e  mènerait ,  au  con^ 
tfake ,  à  dea  ellipses  deaplns  en  plus  aplaties  et  sVipproehant 
sans  eesse  de  la  ligna  droite. 

Pour  la  prefliière  espèae  de  transcendante,  à  Téquatton  diflcr 
rentielle 

d^  à-L 

^|.ff«sin^<       VI— c«sin4* 

< 

répondent  les  équations  prlmlthes 

coa^coa+— sin^»>n+l/i^^^«*'Sn?*  «=3coaii....  («), 

«  et  ;«  étant  les  constantes  arbitraires  j  la  seconde  équation,  qui 
est  algébrique ,  détermine  entre  ^  et  4  des  relations  atialogues  à 
celles  des  tmriables  x  et  y  relatives  au  cercle  (  p.  703). 


Mous  Ibrona  obMrrar  que  la  foaetiott  f  de  l^iiatiott  (A)  ne 
dépend  que  de  deox  quantités  y  saTotr  :  e  qu'on  nomme  le  modmie, 
et  Pare  de  eercle  ^ ,  qui  déai^né  Tétendne  on  VampUtude  de  la 
fonction. 

La  raite  des  Taleun  correspondantet  de  e ,  forme  oe  que  Ton 
•p|)eUe  «ne  étheile  es  modules.  La  première  qn^on  ait  connue  est 
celle  qui  résulte  de  la  transformation  employée  par  Lagnnge 
(p.  721).  Legendre  en  a  trouTé  une  seconde,  et  M.  Jacobi  (de 
KoBnisberg  )  a  montré  qu^U  y  en  avait -une  infinité  d'autres,  dans 
lesquelles  pourtant  li  première  n'était  pas  comprise. 

Sous  oe  point  do  vue,  rintégralef  .  ;,,u.^'Jjgg  <I«t  eiprine  U 

J  Kl— c«8in^* 

transcendante  de  prem|^  espèoe ,  est  désirée  par  F(c ,  p), 

Cest  de  Téquation 

d^       ♦  fdâ^ 


l/i^*«sinf*^       |/t— A»8in4' 

que  part  M.  Jacobi,  dans  ses  reoherchea.  Lorsqu'on  iniftgre  sé- 
parément cluM|«e  memfere  entre  les  mêmes  limites ,  fâ  éctel  vsi 
nombre  constant  y  «ne 


ce  qui  établit  le  rapport  ^  e^lre  4ew  fomsticms  eWpIftquas  de 
premièfre  espèoe  ,  mais  difTéreales  par  le  inediile  et  Tami^itAde. 
On  peut  remplir  cette  condition,  en  prenant  po«r  le  siaes  d» 
l'une  des  amplitudes  une  fonction  rationnelle  de  l'antre  9  et  <tes 
les  coefficient  de  laquelle  est  introduit  un  nombre  qui,  par  les 
diverses  râleurs  qu'on  peut  lui  assigner,  donne  les  dîiftrentee 
échelles  de  modules  :  tel  est  le  théorème  prineiliiai  décou^Mt  per 
M.  Jacobi. 

Pendant  qu'il  enrichissait  de  formules  nouvelles  la  compa- 
raison des  transcendantes  elUpttqueK ,  un  géomètre  suédois ,  Abel 
(de  Cairî^tiania) ,  quHine  mort  prématurée  a  enlevé  au  mlliCH  dee 
plus  grands  succès,  s'oceopant  aussi  du  m^me  sHÎSt,  trouvait 
de  son  côté  les  résultau  énoncés  plus  haut,  et  d'autres  qui  lui  ap- 
partenaient ezcloslvement. 

Il  change  l'ordre  des  quantités,  en  regardant  l'amplitude 
comme  fonction  de  l'intégrale^  s'est-è-dire  ^e  dédignani  par  ^» 
l'intégrale 

d^ 


/> 


1 


au  lieu  de 

a  =s  F(c  y  aln ^),     il  pose    ^xsifta, 

A  étant  la  caractéristique  de  la  fonction  inverse  de  celle  qi^  ve- 
pfëeeuf 6  F ,  «t  1\»n  a    sfn^ssinAu. 

Pott^  bteA  eoitaceToir  en  quoi  consiste  cç  changement,  il  auffii 
de»  se  rappeler  Técliange  fiiît  plus  haut  (p.  724)  entre  Tarà  de 
dircitf  et  ton  sinus.  D^abord,  les  arcs  sont  exprimés  parleurs 
sinus  I  et  ensuite  c*est  le  sinus  qu^on  indique  car  son  arc. 

Lee  Mémoires  d'Abel  ont  été  insérés  dans  le  Journal  de  Mt^, 
titénati^ûeê  de  M.  Crelle;  M.  Jacobi  a  tiré  des  siens  un  ouvngtt 
pablKS  à  part,  en  1829,  intitulé  :  Fundamenta  nova  Theorim  fumfi^ 
Uonum  ellrptiearunC,  sur  lequel  M.  Poisson  a  foit ,  à  l'Académie 
des  Seienoet ,  un  rapport  enrichi  de  notes  s^Tantee ,  et  dont  elle  a 
ordonné  Pimpression.  (  VciyeM  le  t.  X  de  ses  Nouveaux  Mémoires, 

IV.  Otatre  les  transeendantes  elliptiques ,  il  y  en  a  encore  deux 
genres  auxquels  Euler  a  donné  «ne  attention  pavtietilièr0 ,'  et 
qui  sont  entrés  dane  lea  recherchée  de  Legendre  :  ce  sont  le»  for- 
mules 

yi«-.dx(i-x.)"     et  /d*i(^y, 

qn^il  a  Qomttées  luîigrales  HuUrieimes  (  vqreM  le  Traité  in-4^, 
t.  m,  p.  4^1;  473)*  Où  a  indiqué,  dans  le  no  4^4,  la  propriété 

fondamentale  de  ^intégrale     f^\    1    entre  les  limites  léro  et 

rinflni ,  et  le  cas  singulier  où  p  7=  — 

Ajontoni  ici  qne  le  Traité  desjôgtctiotès  eiiiptùfués,  par  Legendre, 
contient  dea  tables  très  complètes  pour  calculer  les  valeurs  numé- 
riques de  ces  fbnctions. 

Le  rapprochement  de  tout  ce  qui  précède  doit  faire  connaître  les 
points  principaux  des  recherches  auxquelles  donnent  Tieu  le  classe- 
ment des  dlreries  transcendantes,  et  commeiit  dés  intégrales  dont 
Texpression  Indéfinie  ne  saurait  être  obtenue  dans  Pétat  actuel  de 
IVknalyse ,  prennent  des.  valeurs  assignables  entre  certaines  li- 
tnites ,  et  manifestent  des  relations  plus  ou  moins  simples  lors- 
qu'on assujettit  à  des  progressions  particullën^s  les  valeurs  succes- 
sives de  leur  variable. 
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NOTE  E,  indiquée  sur  les  pages  Sgr  ei  410. 

I.  On  a  TU  y  dans  le  no  271,  que  le  rôsultat  des  intégratîpiis  sue- 
cessiYes,  par  rapport  à  deai  variables ,  ne  dépendait  pas,  en  gé- 
néral 9  àe  Tordre  dans  lequel  ces  deux  intégrations  étaient  effee- 
tnées  :  on  peut  aussi  se  rendre  compte  de  cette  circonstance ,  en 
considérant  les  intégrales  comme  des  sommes  d^élémens,  an 
moyen  de  Pezpression  donnée  dans  la  note  de  la  page  346.  En 
effet,  soit  rintégrale  double ^drdlr  où  «ss£(jr,  /),  et  ajaot 
pour  limites  a  et  a'  par  rapport  k  x,  b  et  &'  par  rapport  à  ^  ; 
commençons  par  Tintégration  relative  à  x,  .et  posons  0^==  «+ ■«,; 
mais,  pour  abréger,  écrivons  {(m,jr)  au  lieu  de  ^CA-f-iH*»  J')  « 
nous  aurons,  diaprés  la  note  citée, 


.a' 


/^sd*=:*{f(o,r)-hf(i,r)....4-f(i.-i,r)}. 

.1       •    ■ 

BlultipKAnt  onsiiite  pardr  Iw  dena  menriires  de  ootte  équation, 
e^  intégrant  depuis  r  =  ^  joaqu'à  xz=z  V,  en  ftiisant  &' = A  -f-  ;»« , 
un  terme  quiconque  mféiyUm,  y)  du  second  membre  donnera 

*»  {f(in.  o)  +  f(/n,  1)  +  ffin,  a). . . .  +  f  (m,  ;>— i)}  , 

et  il  en  naîtra ,  pour  le  développement  complet , 

f(o,  o)      -f-  f(i,  o)      H-  f(a,  o) •+•  f(ii— I,  0) 

-h  fl[o,  I)      +  «(i ,   1)   *  -f-  f(3,  0 4-  ffii— I .  i) 

*» ^4-  f(o,  a)     +  i(i,  a)     4-  ((a,  a) +  f(«-i,  a) 

.+  «[o,  A»— 1)+  f(i,  P— iH-  ^a,  ;^T-i)..:.  -+.  f(«— I,  fM^iX 

où  chaque  ligne  représente  une  intégrale  relative  à  x ,  el  chaque 
colonne^  nnejntégrale  relatiare  à.  j'.  Si  Ton  renversait  Tordre 
des  intégrations,  les  colonnes  prendraient  la  plaça  des  lignes,  et 
réciproquement  :  il  n^y  aurait  de  changé  que  Tordre  des  substi- 
tutions ;  car  dfins  le  premier  cas,  on  commence  par  substituer  à  9 
ses  diverses  valeun ,  et  Ton  ne  met  qu^ensuite  celles  de  j,  tandis 
qu]*on  fait  évidemment  le  contraire  dans  le  second  cas.  Or,  cela 
ae  change  rien  en  général  à  la  valeur  des  termes  du  dernier  dé- 
veloppement ,  puisque  f{x,  y)  doit  toujours  rester  la  même,  lota- 
qu^on  y  met  poinr  jt  et  ^  les  mômes  valeura ,  dans  quelque  ordre 
que  s^efCectuent  les  substitutions. 
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II.  Il  7  a  pourtant  à  cela  «ne  exception ,  lorsque  ces  valeurs 

rendent  f(x,r}  indéterminée,  en  la  faisant  passer  par  Pinini. 

^              ri  — ar* 
Cest  sur  la  fonction  r r-    que  M.  Cauchy  a  d^abord   fiiit 

eette  remarque.  Quand  on  y  suppose  simultanément  x=o,  j'szo, 
elle  devient  entièrement  indéterminée  ^  comme  celle  qu'on  a  oon- 
sidérée  dans  le  n^  i54  (Vores  aussi  le  Traité  ln-4o,  1. 1,  p.  357--36o 
et  607}  ;  mais  si  Ton  n'opère  les  substitutions  que  Tune  .après 

Tautre,  en  commençant  par  x  =0 ,  on  troore  ^  =  — ,  ce  qui  de- 

vient  -f-  infini,  lorsqu'on  y  fait  j"  =  o ;  et  dans  Tordre  contraire, 


il  vient  d'aboid  — r-  =  —  -^,  que  la  supposition  de  x=o  change 

en  —  infini  ;  mais  la  différence  des  deux  résultats  cesse  ^ù  que 

l'on  ne  considère  plus  x  et  j^  comme  rigoureusement  nuls  :  il  n'y 

a  donc  qu'un  seul  élément  qui  prenne  deux  valeurs  y  celui  ■  qui 

répond  àxsso,r  =  o;etce  qu'il  faut  bien  remaïquer,  c'est  que 

r»— X* 
la  fonction  .  ,  devenant  alors  infinie ,  fait  prendre  à  eet 

élément  une  valeur  finie  qui  influe  sur  celle  de  l'intégrale  pro- 
posée;  aussi  arrive-t-on  à  deux  résultats  différens,  suivant  l'ordre 
dans  lequel  on  effëetue.lea  intégralions. 
Pour  s'en  assurer,  il  Caut  remarquer  que  si  l'on  fait 


=  erc(tang  =  Q, 


il  vient 

il  —  «-       ^  '  ^  —       * 

dx  ~"       x«+^»'       ^  *~jc*H-r** 

d«M X'^'-rx'^  f      V 

U  suit  de  là  qu'en  commençant  par  l'ialéffation  relative  à  jt  ,  on 
a,  en  général ,  .  , 


tt  depuis  M=^0  Jusqu'à  xssi^,  on  obUeaC 

af         _         a 

Passant  ensuite  à 
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=  arc  ^tang  =^)  --  «••  ^Ung  «^^  ; 

et   IdflT  limites  de  cette  notiTetle   Intégration  étant  h  et  6%   on 
tfouTe  pour  dernière  expression 

arc  (tang  =  ^^  —arc  (tang  =  J J  / 
—  arc  (ung  =  j  J  +aro  (ung  =  -  J 

Quand  on  procède  dans  Tordre  inrersQ,  on  a  svceesaivèimeiii 

X»  -j-  6'»        X*  +  ^* 

s  —  arcftang  ==  p)  +  arc  ^Ung=:^), 

et  enfin 

-  arc  (tang  ^  ^^  -H  arc  ^tang  =  |,)  ) 

(ui«g  =  |')^a«.-(tang=,^j) 


bdx 


arc 


11  ne  serait  ptts  diiViellede  montrer  que,  dans  leur  état  général, 
le»  deux  expretitons  précédeutes  sont  identiques  ;  mais  si  Ton  fait 

limites  entre  lesquelles  %9mMntmzst^rjr  =s  o«  et  d'o4  ii  féeuHe 

arc  ;tang  =  i)  ^zj;    arc  (iang  =  —  i  /  =  —  -, 
on  trouvera  les  valeurs 


•  « 
ic         «         *         «■ 

qui  ne  sont  pai  égales,  mais  dont  la  différence  est  ac 

Si  Ton  Tonlait  prendre  x=o,  ^=0,  pour  les  premières  li- 
mites des  intégrales  eherohées ,  U  Coudrait  Caire  d'abord  «'ss  y  =1 , 
et  la  première  eipression  deviendrait 

j^«re(lfMig9=fr)^«M(taagnsî^  «^  are^tati0r=.^, 

oubi^ 

-^>^arc(«Migs=:»)4-«M<lBnf  ==  A) -f  «rc  ^taog  =:  j) , 
à  canse  que 

ace  ^tang  «  f^  »  j  —  are  (tang  «  «). 

CboéldénAt  allMs  «  et  è  eomme  des  qnabtliés  très  petites ,  et 

négligeant  en  conséquence  les  termes 

■• 
arc  (tang  ==  a),      arc  (tang  =  &) , 

il  resterait  *?  -f-  are  Ttangss.  J,  èii>r^ion  qui  doTtent  in- 
déterminée qfuind  a  et  i  sont  nids.  Si  FoQ  pesait  ft  =  ma,  on 
aurait 

—  ^^arc(lang=:«), 

la  quantité  m  pooTAM  tkAèr  de  o  à  Piuflnl  :  dins  le  premier 

cas,  le  résultat  est  —  -7,  et  dafis  le  second^  +  7,4  cause   que 

4  4 

arc  (tang  =s  infini)  =  -  ;  la  diCférenoe  entre  pes  deux  raleuBsevt  v*- 

.    On  a  trouvé  d'abord  sr ,   parce  que  les  rariables  je  et  j"  étant 
I  des  puissances  paires,  dans  la  fonction  proposée ,  chiîque  inté- 

•     gration  dé  -^  t  &  4- 1   donne  an  résultat  double  de  celui  qn^on 
obtient  de  o  à  4- 1. 
L'ambigiiité  qu'on  Tient  de  montrer  n'aurait  pas  lieu  pour  les 
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latégralet 


fl 


pritef  dans  les  mâmei  limites^  quoique  Icfonetion 

se  présente  sons  la  forme  -,  quand  on  y  iaxX  k  la  fois ,  x  =  o> 

y^r^Of  et  prenne  deux  valeurs  diflÉpentes,  suivital  Tordre  des 
sobtitutions ,  parée  que ,  ces  ¥aleurs  étant  finies  j  elle  n^a,  daoe 
cette  circonstance  ^  qu'un  élément  infiniment  petit. . 

SI.  La  dilTérence  des  valeurs  obtenues  en  variant  Poidre  des 
intégrations,  ne  venant  que  dn  seul  «lément  plaoià  roriglné  des 
variables  x  et  jr,  M.  Gauchy  Tévalue  à  part,  ce  que  Ton  peut  faire 
comme  il  suit. 


Soit  ^(x.r)  Texpression  générale  de  /sdx,  s  devenant  ii 
par  des  valeurs  de  «  et  de  r  i  comprises  entre  les  limites  «  et  ai'  , 
h  et  h'\  en  désignant  par  «  la  valeur  de  Xy  et  par  k  une  quan- 
tité très  peUte,  Tintégrale  /sdx ,  prise  dans  le  peUt  ittlervaUede 

«  — ik  à  «-^A,  sera 

et  dans  Pintégration  suivante, ,  effectuée  depuis  r  =  &  Jusqu'à 
jr  ss,  Vf  donnera  la  p<rrtion 

*      /J'd/(<^(iH.*,r)-<^(-t-.*,r)}. 

qui  approchera  d'autant  plus  d'être  celle  qui  correspond  à  un  seul 
élément,  que  la  valeur  assignée  à  A  sera  plus  petite. 
Dans  l'exemple  de  l'artide  II,  pour  lequel 

■♦('.^)=î;^.     -  =  ». 

rexprtssien  trouvée  ei-dessus  devient 

=  3  arc  (tang  =  i  J  —  a  arc  Tung  =  — ^J- 
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&  faitant  k  =0,  pour  passer  à  la  limite,  on  a   . 

a  arc  (tang  =:  \nfini)  —  Q  arc  (Ung  =  —  infini) 
= ^  —   ses  Qjr , 

préeisémenfc  la  dlfférenoe  tronvée  dans  Pa/ticle  cité. 

Les  intégralet  oà  Ton  ne  considère'  qu'un  élément ,  ainsi  qu'on 
Ta  m  plus  haut  pour  /sdr,  ont  été  nommées,  par  M.  Cauchy, 
intégrales  singulières;  les  lecteurs  qui  voudront' plus  de  détails 
sur  ce  sujet,  les  trouveront  dans  le  tomel*''  des  ffotu^emix  Jfe- 
moires  présentés  à  t Académie  des  Sciences  ,  par  divers  Savon» , 
page  679. 

■  l'y.  La  différenUation  sous  le  signe  intégral,  n'a  ét^xonsi» 
dérée ,  dans  la  note  de  la  page  409  >  que  par  rapport  aux  intégrales 
indéfinies ,  et  n'est  complète  pour  les  intégrales  définies ,  que 
lorsque  leurs  limites  ne  varient  p^s.  Quand  le  contraire  a  lieu,  U 
se  présente  deux  cas ,  selon  qu^  les  valeurs  extrêmes  de  la  variable 
indépendante  ne  se  trouvent  pas  comprises  sous  le  signe  y,  ou 
4iu^elles  entrent  dans  la  fonction  soumise  k  ce  signe  1  voie!  pour  le 
premier. 

Une  intégrale  étant  équivalente  à  unejfeme  d'élémens  que  Ton 
peut  supposer  aussi  petits  qu'on  voudra  (uSa),  on  voit  sans  peine 
que  si  les  valeurs  extrêmes  représentées  par  a  et  &,  deviennent 

a-f-da  et  &+d&,  l'intégrale  /    Xdx   augmentera   de  l'élément 

Àmàb  ,  et  diminuera  de  Ada ,  ou ,  ce  qui  est  la  même  chose , 
deviendra 


/. 


Xdc«f>Bd6  ^Aâa,  B  étant  mis  pour  A«, 


ou  bien  encore 


r*  t(x)dx  +  f(6)d*  —  f  («)dtf , 

en  repréeenunt  X  par  f(x),  comme  dans  la  note  de  la  page  346. 

Supposons  maintenant  que  X  comprenne  en  même  temps  les 
quantités  a  et  6  ;  alors  le  èbangement  de  a  en  a  -h  d^ ,  et  de  6  en 

dJ  dJC, 

i-f»d& ,  donnera  an  lieu  de  X,  X  "^aT^  +  d&     '  ^^  '^  ^^  <iuan- 
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tités  a  et  &  tout  def  foDçtfQtii  d^une  tt«iliièau,  y^  on  a«r«. 


4r    '"irj  ada'^'*'4rj  M 


*dï.   _^„dA        .d« 


FIN. 


CORRECTIOISS  ET  ADDITIONS. 


Page 

ligne 

49> 

6. 

V^* 

16, 

47«» 

dx«'  0*» 

en  noté,  après  le  n<>  317,  ajoutes  :  M.  Libri,  dani  le 

.  reoneil  de  ses  Mémoires  (imprimés  à  Berlin  çn  i835)y 

'  a  repris  d^nne  manière  très  élégante  et  très  féconde, 

la  théorie    des  équations  différentielles  linéaires 

(on  du  I*'  degré).  (  Vctret  aussi  le  pnsmier  cahier 

du  Journal  de  Mathématiques,  de  M.  Liourille.) 

584,  '^f  ^^^'  ^^^^  ^  (i+^u)*  le  déTeloppement  qtie  cette 
expression  représente,  il  faut  considérer  que,  dans 
Tordre  des  puissances,  ir? ùn9j  et  en  passant  Pex- 
posant  o  à  la  caractéristique  â,  on  aura  A>^u  =  a. 

6o3,        6,    f§.&,li*ezJig.^ 

619,        89     en  remontant ,  ajoutez  :  -|-  const. 

6ao,       la,    en  remontant,  ajoutes  :  -f-  const. 

633,       10,  ajoutes:  '-^ const. 

639,       ]3,    en  remontant,  Sudx,  Uses  fuâx 

ihid,  y  Â  la  fin  de  la  note,  ajoutes  que  M.  Gauss,  dans  le 

t.  in  des  Commentati&nes  Socletatis  GottUtgensis 
reeentiores,  ann.  18 14' 181 5,  a  traité  aTCc  beaucoup 
d^étendue  le  môme  sijjet,  sur  lequel  M.  Poisson 
est  rerenu  dans  le  t.  VI,  des  Nouveaux  Mémoires  de 
I^ Académie  des  Sciences, 

65o,  4>  en  remontant,  ajoutes  que  M.  Libri  a  &it  aussi  aux 
équations  linéaires  aux  différences,  Papplication  de 
là  méthode  indiquée  plus  haut  pour  les  difléren- 
tiélles. 

657,  Après  la  note ,  ajoutes  :  Cet  écrit  de  M.  Âugustn^  de 

Morgan,  renferme  de    nombreux  rapprochemens 
entre  le  calcul  des  fonctions  et  les  hautes  branches 
de  Talalyse. 
676,        8,    les  limites  de  x  étant  léro  et  Tinfini ,  lUes  les  limites 
de  X  éUni  —  lUnAni  et  -f-  Pinfini 


^^       II,     an  Heu  de   T'dxlQY,  tiseg  T'cLtI^IY 
686,        4»    enremoDUnt,  -  fxdx,.liteg  a/xdr 


— • 


2 
I 


5  /x'*dxf  lises  3  fx^àx 
7i9«        8,    en  cemontnnt,  Z*  cot*  nnr,  /iftf5  Z'  cos  awir 
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POUR  LES  MATHÉMATIQUES,    LA  MARINE, 
LES  SCIENCES  ET  LES  ARTS  EN  GÉNÉRAL. 

EXTRAIT  DU  CATALOGUE 

Des  Livres  qui  se  trouvent  chez  BACHELIER,  imprimeur-libraire 
de  V École  Polytechnique,  du  Bureau  des  Ixmgiludes,  de  l'École 
des  Arts  et  Manufactures,  etc.,  quai  des  Augustins,  n'SS. 
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OUVRAGES  ADOPTÉS  PAR  L'UNIVERSITÉ  DE  FRANCE , 

POUn  l'emSEIONBMENT  dans  les  COLlAoES  y  etc.  ,  et   DSSTINis  AUX  CAN- 
DIDATS POUR  LES  ACOLES  POLYTECHNIQUE^  UlLITATRB|  DE  MARINE ,  elc. 

TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE»  par  S.  D.  POISSON;  deuxième  éditioh  cow- 
fiiOBRABt.BiiE5T  AUGMEMTÉB.  î  forts  volumcs  in-8.,  ttvcc  pUnchcs,  j833  ,  rS  fr. 
Cette  édition  c«l  enlièrcnicnt  crilïërcntc  de  la  première,  et  pour  la  rédaction,  ei 
pour  Tordre  que  Paateur  a  suivî  dans  Teiipositiori  des  matières;  cet  ordre  est  celui 
que  l'on  a  adopte',  dans  ces  derniers  temps,  &  rÊccle  Polytechnique ,  et  qui  paratr 
lé  mieux  convenir  ^  renseignement.  Quoique  cet  ouvrage  soit  un  traitd  de  Me^a- 
nique  rationnelle,  Tautenr  n'a  cependant  pas  néglige  d^indiquer  les  principales  ap- 
•plications  de  cette  science  &  la  Mécanique  pratique.  Les  autres  exemples  nécessaires 


.  iccaniqac  que  nous 

annonçons  est  une  introduction  h  d^antres  ouvrages  où  l'auteur  se  propose  de  rdn- 
nir  et  «le  développer  Irs  théories  physiques  aaïquelles  on  a  appliqué  jusqa^à  présent, 
avec  quelque  SMCcès,  l'analyse  matiiéma tique.  ,     ^ 

PRECIS  DU  GOUHS  DE  GEOUCTRIE  ELEMENTAIRE,  i  l'usage 
des  Élèves  qui  se  destinent  h  PE«:ole  Polytechnique,  aupnienlé  delà  Trigo^ 
nométtie  de  M.  Botiaoojf.  OtuTttge  adopté  par  l'Université  pour  rcnscicnc- 
ment  de  la  Géométrie  ;  par  Visceht,  Professeur  de  Matlicmatiques  au  Collège 
Saint-Louis;  i  vol  in  8.,  i4p*'«  ^^^T»  ^»  Ir. 

TARLES  DE  LOGARITflJUES,  do  LALANDE,  étendues  à  SEPT  BÉCI- 
HALES»  par  Marie,  précédées  d*nne  Insnruciion ,  dans  laqncllc  on  fait  con- 
natirvles  limites  dt's  erreurs  qui  penvenlVésulter  de  Temploi  des  Logarithmes  des 
nomhrcs  et  des  lignes  irigonométriques;  par  le  Baron  Retkavd,  examinateur  i\eM 
candidats  pour  PÉcole  Polytechnique,  etc.;  in-i2,  sTÉRéoTYPE  (tirage  de  i835, 
corrigé),  3  fr.  5o  c. 

Ouvrages  Je  M.  LACROIX,  Membre  tle  l'institut  et  de  la  Lr^ion-d'Hnnneur, 
Doyen  de^  Sciences  h  l'Univenité,  Professeur  au  Collège  do  France,  etc, 

COURS  DE  MATHÉMATIQUES  h  Pusagc  de  rÉcole  ceusralc.des  Quaire- 
Nations,  Ouvrage  adopté  par  le  Gouvernement  pour  les  Lycées,  Ecoles  secon- 
daires, Collcgej,  etc.;  par  M.  Lacroix  de  Tlnstitut,  lo  vol.  in-S.,  5o  lr« 

Chaque  volume  du  Cours  se  vend  séparément  y  savoir  : 

Traité  élémentaire  d'Arithmétique,  iQ»  édition,  i836,  9  fi. 

Klémens  d'Algèbre,  1 6» édition,  1 836,  4  ir, 

Elémcns de  Géométrie,  i5«édition,  i837,  4  fr. 

'I^uilé  élémentaire  de  Trigonométrie  rcctiligne  et  sphériqnc  et  ti^Applicaiiou  de 


•  (  o 

FAIttèhreàlaGcométric,  9*ctVitioii,  i837,  4  Tr. 

ConpK'mentdes£k-menscrAlgèl>re,CF>é<ïUion,  iS35y  4  fr. 

Coaipiement  des  Elcniens  de  Gcomviricy  on  Elcmens  de  Gcomeine  dcscnptivcy 

G*  ëditiony  i8ag,  '  3  fr. 

Traité  clëmeutaire  de  Calcal  diflFérenticl  et  de  Calcnl  ini<<ffral,  5*  «fdU.,  iS37»  9  fr. 
Emois  sur  rEnseignemciK  en  penêrat,  ctsar  celai  des  Mathcmatiques  en  pariiculier, 

on  Manière  d^éiudicr  et  dWseigner  les  Mat liéina tiennes,  i  Tolnnic  in-8> ;  quat^^1ue 

édition,  ruvne  et  angrnentce,  i838y  5  fr. 

'rtaitécle'mentaiFeda  Calcal  desProb.ibi!ités,  in-8.,  3«  ëdil.,  r833y»vcc  nncpt  5  fr. 
IntroductioB  il  la  Géographie  mathématiqoe  et  physique.  ^*  édit.,  in-8^  avec  cartes, 

f8lî,  ^      '      -  10  fr. 

Inirocïnction  ^  îa  con«iaîssancc  de  b  sphfre ,  în-18. ,  1  fr.  -aS. 

ITlArrÉ  COMPLET  DECALCULDIFIERENTIELET  IN'IEGRAL,  îrok 

în-4 1  65  fr. 

Le  Traité  élémentaire  d'AriÛimétique;  les  Elémens  (TAigèhre ,  qui. ne 
contiennent  que  les  principes  et  les  méilio<k'ft  d*uno  application  usuelle  ;  les  Êlc- 
metu  de  Géométrie ,  où  l'Autenr  a  tâché  de  concilier  les  rigacurs  des  démonsts»' 


Vaité  élémentaire   d^AriÛimétique;   les  Elémens  d* Algèbre ,    qui. 
aent  que  les  principes  et  les  méilio<k'ft  d*uno  application  usuelle  ;  les  Ê 
e  Géométrie,  où  l'Auienr  a  tâché  de  concilier  les  rigacurs  Acs  démonst 
lions  avec  Tordce  natarel  des  propositions^  et  k  Traité  élémentaire  de  Trignn*^ 
métrie  et  d' /application  de  t'Jf/gèhre  a  la  Géométrie,  composent  un  Coud 


matiqi 

elde  veiller  h  lenr  correction. 

BOURDQN,  Inspecteur  général  de  C  ,Unjt*ersitc  de  Paris,  Erùminaicur  des 
Aspirans  h  VÉcote  Polytechnique.  ELEMEKS  D'ARITWMÈTIQLE,  i  roL 
\vti.y  i5«  édition,  revue ,  corrigée  et  ancnienice ,  18^7,  5  fr. 

ELEMENS  D»ALGËBKK ,  8*  étïiiion ,  i  forr  vol.  in-8.,  iRlr,  8  f». 

—  APPLICATION  DE  L'ALGÈBRE  A  LA  GÉOMÉTRIE,  contenant  le^ 
deux  Trigonoméirics  et  la  Géométrie  à  trois  dimensiona;  4*  édition,  i  fcirt  voL 
în*8. ,  avec  iSplnnrlies,  1837,  7  fr,  .^o  c. 

BJtQT,  Membre  de  rimtitut,  professeur  an  Collège  de  France,  etc.  TRAITÉ 
ELEMENTAIRE  D'ASTRONOMIE  PHYSIQUE,  destiné  à  re^^eipne•tle..^ 
dans  les  Collèges,  etc.  ^  3*  édition ,  entièrement  refondue  , et  conaidcKibleaieni 
augmentée:  3  forts  vol.  in-S.,  {sous presse). 

—  PHYSIQUE  MECANIQUE,  iradniie  de  T-dlema»!  de  Fi.-olier,  avec  noica; 
4*  édition,  consirjéiablf ment  ansménice,   in-8,  i83o.  7  fr.  5o  c 

F.SSAI  DE  GEOMETRIE  ANALY'i'ÏQUE  appliquée  aux  couihc»  ci  ;.nx  sur- 
faces du  second  ordre;  in-8.,  avec  to  planches,  i83j,  8«  édition  ,  revue,  corrigée  ri 
augmentée,      .  ^  _  7  fr.  5o  «. 

—  NOTIONS  ÉLÉMENTAIRES  DE  STATIQUE  destinées  aux  j,Min.^.?riis 

Suf  se  préparent  po<ir  l'École  Polytechnique  et  qui  siûveut  les  Coui«  de  rÉrole 
e  Saim-Cyr;  1  vol  in-8.,  i8a8 ,  4  fr. 

LEFEBURE  DE  FOURCY,  Examinateur  des  Aspinms  h  rËr<ik'ro?alrPoUtech- 


1  \  ol.  in-î<. .  ^  *  fr.  5o  c. 

!  -*  Géométrit:  descriptive,  a  vol.  iiv-8.  dimt  un  de  pU ,  if>  fr. 

[  —  Leçons  d' Algèbre,   t8.'^3,  7fr.  5or 

MAYER,  Chcnrunc  Ifislinuinn    roKlcchniqno,  ri  CHOOUET.  Proh-saeiir  de 

Mathcmatiques     TRAITE  ÉLEMMT AIRE    DALGÉBRE  ,   i*vol     in^., 

a»«  édition,  18  i6,  -  7  fr.  5o  e. 

BËZOU  r.  TRAITE  D'ARrrHMÉTIQUE  b  rnsaçe  de  la  Manne  cl  de  r\rtil. 


L'*  texte  pur  se  vend  séparémont,  3  fr. 
—  Le  mime ,  suivi  des  tables  des  poirU  et  mesurca  ce  de  tables  de  iogaritbroes.  de- 
puis I  jusqu'^  10,000;  io-80,  a  fr.  5o  e. 
£^Notes  se  vendent  aussi  séparément,  sfr.  50  c. 


BEZOUT.  ALGËBlih  et  Aimlicaûon  de  celte  siricncc  à  U  Gcomcirte  ;  nouvelle 
édition»  revue  et  aagmcntcc  dç  N<>tcs  fort  étendues  par  A.-A.*L.  Rethaod  , 
Examinateur  dos  Candidats  h  l 'École  Potyiecliaiqae ,  etc. ,  in-8. ,  1 829 , 7  fr.  5o  c. 

Le  texte  pur  se  vend  se'parc'mcnt ,  4  ^v* 

Le»  Not^s  Sîî  vendent  a'issi  scparcinenc,  4  ^^^  5o  c . 

—  GÉOMÉTRIE  concciiant  la  'l'rigononietiic  rectiligne  el  la  Trigonométrie 
stïlicrique;  suivie  des  tbc'orcmcs»  et  problèmes  sur  la  GcorncCrie;  des  élëmens  de 
Gêoméirifl  descriptive,  etc.,  p^ir  Hetxaub,8«  cdit.  avec 38  idanclics,  i836, 7  fr.  5oc« 

Lrc  texte  pur  se  venil  sépa rament ,  4  f*** 

Les  Notes  se  .vendcMit  aiiflki  se'pnrcment,  5  fr. 

TRAITE  DE  NAVIGAITON,  lu^n  elle  édition,  revue  et  angm.  dcNmes,et 

d'une  Section  suprk'oientaire  où  l'on  doune  la  manière  de  faire  les  Calculs  des 
Obsvrv<it>ons  avec  de  nonvcilcs  Taf)les  (fui  les  facilitent;  par  M.  de  Rossel, 
Membre  de  riRstitut  et  du  ^Bureau  des  Longitudes,  Contre-Amiral,  etc., 
I  vol.  iu-8. ,  avec  m  phincbes,  6  fr. 

COURS   De  physique  profi>s«é    à   TEcole  Polytechuîque  par   M.    Lamû  ; 


a  tomes  en. trois  parties,  in-8*,  ^816  et  1837.  ,  18  fr. 

DIDIEZ.  PEHT  COURS  ÉLÉMENTAIRE  D'ARITHMÉTIQUE  Uiéoriqne 

Cl  praiir|ue  à  l'usogedes.couimencanu;  in-18,  i833,  i  fi. 


MOKGE, 

augmentée  d'une  tUcorie  di*s  Ombres  et  deja  Perspective,  extraite  des  papiers 

lie  l'Auteur:  par  M.  BRISSON,  ancien  Elève  de  PEcole  Pol}'tcclmîque,lRgéûicnr 

en  chef  des  Ponts  et  Clianssécsj  1  vol.  in-4.»  avec  38  planclies.,  1837,  13  fr, 

Qnel  que  soit  le  mérite  des  nnvrages  qui  ont  été  publiés  sur  la  Géométrie,  aucun 

ne  porte  cette  Inraicre  que  cet  illustre  savant  répandait  si  habilement  dans  ses  leçons. 

On  aime  k  y  retrouver  1rs  éclairs  de  génie  que  rinvcnicur  distribuait  avec  tant  d'art 

dans  ses  discours,  et  qriii  élt*ctrisaient  son  auditoire.  «  En  remontant  dans  le  passe,  je 

»  crois  entendre,  dit  iVf .  Franeœur^  la  voix  de  Monge,  lorsqu'il  me  fit  comprendra 

»  les  |>rcmières  notions  des   arts  qu^il  avait  assuiéiis  h  sa  nnuvellc  doctnne.  Je 

»  voyais  les  voûtes  de  pierre  8^é«li(ier  sous  ses  mains,  les  charpentes  se  dresser  oi 

1»  s^assembicr  h  sou  ordre  dans  lenrs  justes  proportions,  les  omnres  se  distribuer  2i 

»  sa  voix  sur  les  corps  mis  en  pers|>ccrivo et  ces  sublimes  leçons,  je  les  re- 

u  trouve  dans  le  Tkaitb  de  GéoMiTaiB  descriftivb,  Pun  des  p*lus  beaux  titres 
»  que  ce  savant,  aussi  estimable  que  modeste,  ait  h  la  reconnaissance  des  hommes 
»  industrieux.  »  , 

APPLICATION  DE  L'ANALYSE  A  LA  GÉOMÉTRIE,  è  Pusage  de 

l'Ecole  Polytechnique ,  in-4  >  5*  édition,  revue;  corrigée  et  annotée  par  M*  Liotr? 
▼  ILI.K  (sous  prefse). 
— ^^IRAIl  Ê  ELEMENTAIRE  DE  STATIQUE,  7"  éd..  i83i.  vol.  in^.,  4  fr. 
*  LEROY  (Professenr  à  PÉcolc  Polytechnique).  COURS  DE  L'ECOLE  POLY- 
TECHNIQUE. ANALYSE  APPLIQUEE  A  LA  GEOMETRIE  DES  TROIS 
DIMENSIONS,  contenant  les  surfaces  du  i<  or  Ire,  avec  la  théorie  générale  des 
surfaces  courbes  et  des  lignes  il  double  courbure;  V  èdit ,  revue,  corrigée  el  aug- 
mentée, iu-8.,  i835.  .  5  nr. 


avec  pi.,  1837, 


Outrages  de  M.  le  baron  REYNAUD,  Examinateur  des  CaïuUdttts  de  V École 
Polytechnique ,  de  V Ecole  spéciale  militaire^  de  Marine» 


m 

—ARITHMÉTIQUE,  à  l'usage  des  Élèves  qui  se  destinent  h  PÉcole  Polprieth* 
nique  et  il  l'Ecole  miliuire  ;  9o«  édition,  augmentée  d'nne  Table  des  Logarithmes 
dea nombres  entiers,  depuis  un  insqu'à  dis  mille,  1  vol.  in-8.,  1837 «  ,  5  fr. 

— ÉLEMENS  D'ALGÈBRE,  ii  Tnsage  des  Élèves  qui  se  destinent  h  l'École  royale 
Polytechnique  et  h  PEcole  spéciale   militaire;  1  vol.  in-8. ,  0*  é<Iit. ,  1837,  5  f. 
^TRIGONOMÉTBIE  RECTILIGNE  ET  SPUÉRIQUE;  3«  édiùOfi^  suivie 
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«îe*   i'ABLKS  DKS  LOGAIUIUMES  des  norubrcf  ot  des  lignes  tngpiwnH?. 

niques  de  LALANDE,  iu-i8,  avec  figures,  1818,  3  fr. 

Lus  Tables  de  Logarii^mes  de   LA  LAPIDE  seules  ,  sans  la  TrigononicCiie  ,  se 

vendent  sénarénienl ,  3  fr. 

-  TR  All-É  D'APPLICATION  DE  L'ALGÈBRE  A  LA  GÉOMÉ'raiE  ET 
DE  TRIGONOMÉTRIE,  à  l'usage  des  Elèves  qui  se  dcsûaeiic  k  l'Ecole  Po- 
lyCechojqQC,  ,ctc,  :  9«Àlition,  i  vol.  în-8.,  avec  planclies  {sous  presse)- 

COURS  ELEMENTAIRE  DE  MATHÉMATIQUES,  BE   PHYSIQUE 

E'r  DE  CHIMIE,  5u<Vi  de  qnclqacs  notions  d'Aktrunomie,  à Tcsage  des clète» 

.  cjuisc  destinent  II  subir  les  examens  po«ir  le  Baccalauréat  ès-lettreSy  3»  «dition, 

ronside'Fablement  augmentée,  a  vol.  in-8.  avec  ai  pi.,  i83aei  i83f>,      m  fr.  5o  g. 

Ce  Cours  est  CQtièrcmeDt  conforme  an  programme  qui  a  été  publié  par  cmlre  de 

rUoiversité,  dans  le  Manuel  jwur  le  Baccalauréat  &s-leltres. 

Le  tome  i^v,  contenant  TAritli. ,  J*Algèbrt',  la  Géométrie  et  la  Trigonométrie,  se 

vend  séparément  ^  fr. 

-  ET  DUHAMEL.  Problèmes  et  Développemcnsbur  diverses  panies  de» M aibc- 
matiqucs,  in  8..  i8a3,  avec  11  planches,  C  fi. 

— — ARITHMETIOUE  It  Tusage  des  Ingénieurs  du  Cadastre ,  in-8. ,  5  fr. 

— — MANUE(uderingénicurduCadastre:p.irMM.PommièkelReyuaud,in«4->  '^fr. 
lo».  TRiV^TE  DE  UlilGONOMÉTRIEdeLagrive,  arec  le*  Notes  de  Ri^aand, 

i»-8.,  j  §K 

^NOTES  SUR  L'ARITHMÉTIQUE ,  i5«  «lit.  in-8. .  j83a,         a  fr.  5o  c. 

SUR  LA  C;ÉpMETRlE,  in.8.,  lo*  c«lii.,  i838,  4  fr.  5o  c. 

SUR  L'ALGÈBRE  et  Application  de  r  Algèbre  h  la  Gvoractrie,  iR-6., 

7"»«t$rVl.,  l83î,  4fr.5oe. 
THEOREMES  ET  PROBLÈMES  DE  GÉOMÉTRIE,  suivis  de  la  ihéorie 

<lcs  Plans  et  des  préliminaires  de  lu  Géométrie  descriptive,  comprcuant  la  partie 

exigée  pour  Tadmission  hTEcole  Polytechnique  j  io»«  édit.  inr8.  »  i838,  u^tc 

— .  PETIT  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D'ARITHMÉTIQUE ,  suivi  de  no^ 

tiens  lie  Géométrie  et  de  Physique,  3  pan irs. en  un  vol.  in-ri ,  i835.  3  fr  ,5o  c. 

ET  NICOLLlîTr.  COURS  PE  MATHÉMATIQUES,  à  Tusagc  de*  Ecoles 

de  M  il  ri  ne  ei  dse  Aspira  ns  h  ces  Écoles  ;  3  vol.  in-8. 
fcr  vol.  Arithmétique  et  Algèbre,  par  M.  Rcynaod. 

a«  vol.  Gcométiic  c,t  Trigonométrie,  par  M.  Nicollet.  n  fr. 

3«  vol.  Statique  et  Equilibre  des  Machines,  i838.  5  fr. 

CAR 

''*c<JH. ,  in-o. ,  \oii,  revue,  comsceccaucnieiKec,       .  %>  ir. 

SuitedecesElémens,!ie  partie,  ANALYSE  ALGÉBRIQUE,  nouT.  édÎL, 
f!onsi(lérabIt;ment augmentée,  in-8.,  1  Si 4  »  7  fr.  Soc. 

GEOMETRIE  ANALYTIQUE,  ou  Application  de  PAlgèbreÀ  la  Géométrie; 

seconde  édition ,  revue  et  augmentée ,  i  vol.  in-8.,  avec  i4  planches,  iSi3,  7  fr. 

LES  RECIPROQUES  de  la  Géométrie,  suivies  d'un  Recueil  de  Problèmesec 

de  Théorèmes  ,  et  de  la  construction  des  Tables  trigonomciiiques  ^  in*8. ,  a«  cdit., 
con%idcVablcment  ougmentée,.  1810. 

ELEMKlNS  de  GÉOMÉTRIE,  contcnapt  les  deux  Trigonométrics,  les  ÉIc* 

neens  de  la  Polygonométrie  et  du  lové  des  Plans,  et  Plntroductîon  à  la  Géométrie 
descriptive;  r  vol.  in-8.,  avec  planches,  i8ia,  .  5  fr. 

LEÇONS  DE  STATIQUE,  à  TuAage des  Aspirans  à  rÉcoIePoljcedmiqne; 

I  vol.  in-8,  avec  la planches,  181 1,    .  d  fr. 

.  LEÇONS  DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  j  3«  édition,  i  vol.  in^,  wec 

^LEÇÔ^ÎS  DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ETINUIGRAL;  avoLin-8.',' 

avec  4  planches,  181 1  et  i8i3,  li  fr. 

^  TRISECTION  DE  L'ANGLE,  suivie  de  Recherchesanalytiquessnr  le  même 

sujet;  in-8-,  180g,  ,      .  »  f r.  5o  c. 

DISCUSSION  DES  RACINES  des  Eanations  déterminées  du  premier  degré 

Â  ])lusienr8  inconnues,  et  élimination  entre  deux  équations  dedegrésqnelconqaes  à 
deux  inconnues;  a*  édit.,  I  vol.  in-8.,  i  fr.  80  c. 

FR  ANCCEUR,  Professeur  de  la  Facalté  des  Sciences  de  Paris,  ex-Examinatrar  de» 
Candidats  de  rÉcolc  Polytechnique,  etc.  COURS  COMPLET  DE  MATUÊ- 
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MATIOUES  FUHKS,  «IcMicàS.  M.Alcxamlrcl'r,  Eiupcrcnrclc  Rassic;On* 
vrage  (io«tioc  aux  Élèves  des  Ëcolci  IXoimale  et  PuIt technique,  ei  aniCdti* 
didaisqai  se  préparent  h  y  <}(re  admis,  cic.j  4^  c'dition,  revue  ei  angmenuie, 
a  vol.  in-S..  avec  figures,  1837,  i5  fr. 

URAISOGRAPHIË  ou  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D'ASTRONOMIE, 

à  rususc  des  personnes  peu  versées  dans  les  Machcmatiqncs ,  accompagné  de 
planisphères, etc. j 5« cdic. ; consid.  aagm.,  dédiée  h  M.  An AGO,  1  vol.  in-8. 
io3^   avec  i)l  o  fr  5o  c 

TRAITRDEMÊCANIQUEÉLÉMENTAIRE,5«édit.,  i8a5,  7fr'5orI 

TRAII^  DE  STATIOTJE,  in-S,  3  fr. 

ASTRONQMIE  PRATIQiJe;,  i  vol.  in-«. ,  i83o,  :  fr.  5o  c. 

CLAIRADLT.  ELEMENS  DE  GÉOMÉTRIE  à  l'usage  des  écoles  primaires; 
nouyeliti  édition,  i83o,  in-8,  .  4  ^ i"* 

• ELEMENS  D'ALGÈRHE ,   6«  édit..  avec  des  Notes  et  des  Additions  très 

étendues,  par  M.  Garnier;  précédé  d'un  Traité  d'Arithmétique  par  Thévencaa, 
et  une  Instruction  sur  Jes  noureaux  poids  et  mesures;  3  vol.  in*8.,  1801 ,    ^    10  fr. 

SUZANNE,  Docteur  ès-Sciences,  Professeur  de  Maihématiques  au  Lycée . Char* 
lemiçne,  à  Paris.  DE  LA  MANIERE  D'ÉTUDIER  LES  MATHEMA- 
IIQUES;  Ouvraa;e  destiné  h  servir  de  gnidc  aux  jeunes  gens,  à  ceux  surtout 
qui  veulent  npjnrolundir  cette  Science,  on  qui  aspirent  h  être  admis  à  l'Ecole 
Normale  ou  àPEcoIe  Pol  y  technique;  3  ^ros  vol.  în*8.,  avec  figures. 
Chaque  pnrtiesc  vend  séparément ,  savoir  : 

Première  partie,  PRïX:EPTES  GÉNÉRAUX  et  ARITHMÉTIQUE;   se- 

coude  édition  ,  considérahlrrosnt  augmentée ,  in-8.,  6  fr. 

—  Seconde  partie,  ALGEBI\E,c>a«éc. 

'i'rossième partie,  GEOMETRIE .  in-«. ,  6 fr.  5o ç. 

BOUCHARLAT,  Professeur  de  Mathématicnies  transcendantes  aux  Écoles  mili- 
taires. Docteur  fcs-Sciencc«,  etc.  ÉLEMEN5  DE  CALCUL  DIFFERENTIEL 
<-t  de  Calcul  intégral.  5*  édit.,  rcvne  et  angni.,  in-8. ,  avec  pi.,  i838 ,  8  (r. 

;* THEORIE  DES  CO  URBES  et  des  Surfaces  dn  second  ordre,  précédée  des  prin- 
cipes fr;ndamentanx  delà  Géométrie  analytique;  S'édit.,  aug.,  in-8  (sous  presseK 

ELEMENS  DE  MÉCANIQUE,  in-Cl.,  a*  édition,  revue  et  considérablement 

ancmeutée,  avec  planches ,  1S37.  n  fr.Soc. 

SAURI,  INSTITUTIONS  MATHÉMATIQUES,  servant  d'introduction  h  un 
cfinis  de  philosophie  h  l'usagedcs  Universités  de  France ,  6*"  édit. ,  i835,      6  fr. 


AMADIEU.  NOTIONS  ÉLÉMENTAIRFS  DE  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE 
rxif^i-esroiir  l'ndmisbinn  unx  diverses  Eccdrst lu  GourcMicmint;in-S.,  i838,  af.  5<». 

DKKIHOUD.  AR.r  DE  CONDUIRE  ET  RÉGLER  LES  PENDU LF-S  ET 
LKS  MONTRES,  5»  et  iolic  cdii .  ini8,  avoc  5  pi.,  a  fr.  5o  c. 

CARLJKR,  professeur  de  Maihëniatiquos  au  Collège  du  Versailles.  ELEMENS 
D'ARITHMETIQUE,  h  Pusaçc  iUs  Elèves  qui  se  destinent  â  l'Ecole  Polytech- 
nique, Militaire,  etc.  ;  in-S.,  1 837,  .  5  fr. 

CARNOi;.  RÉFLEXION  SUR  LA  METAPHYSIQUE  DU  CALCUL  IN- 
FINITESIMALE, iu^.,  3e  édit.,  i838,  4  'r- 

.— «^  MÉMOIRE  sur  les  li/^nes  du  second  ordre,  1817.  tn'8.,  a  fr. 

CONDORCFr.  MOYENS  D'APPRENDRE  A  COMPTER  avec  facilité:  a*  éd., 

COURS  DE  MATHÉMATIQUES,  avec  des  Notes  et  des  Additions  par  Pey- 

RARD.  GÉOMÉTRIE,  7«  édit.  revue  corrip;c  cl  augnieotée,  iSSa^  in-8  ,  7  fr. 
COUSIN.  TRAITE  DU  CALCUL  DIFFERENTIEL  ET  INTEGRAL,  a  vol. 

in-4.,  6pl.,.  .  ,  ai  fr. 
TRAITE  ELEMENTAIRE  DE  L'ANALYSE  MATHÉMATIQUE  ou 

D'ALGEBRE,  in-8..  ^  4  fr. 

D'ABKEU.  PRINCIPES  M  ATHÉ>UTIQUESae  feu  Joseph-AnastascdaCunha. 

Professeur  h  TUnivcrsitc  de  Coiud)rc  (  comprenant  ceux  de  l'Arithmétique,  de 


(6) 

la  Gc<mictric,  de  l'Algèbre ,  de  son  A|i|iliration  k  la  Géométrie,  et  do  Cslcol  cYtf- 
fcreuiicl  et  inti*gra|,  traite»  d'une  manière  entièrement  nouvelle)  y  tradaii  lîttêo' 
lement  du  Forn^ais;  in-8..  1816,  6 If. 

DANGER.  AHT  DU  SOUFFLKUK  A  LA  LAMPE,  00  Mojcn  facilcde faire 
6oi-nidnjc,  à  très  peu  défraie,  loua  les  initrameos  de  Physique  el  de  Chimie, 
tels  que  thermotuvires,  baromètres,  pèse-liqneiirs,  sij)lions,  etc.,  ua  moyen  d^uo 
appareil  qui  remplace  avec  nrant.igo  la  table  d'ëmadlenr,  et  offre  an  moins  les 
cinq  sixièmes  de  diminution  tic  prix;  in'il,  iSac).  avec  ni.,      *  1  fr.  Soi:. 

DIDIEZ.  COUKii  COMPLET  DE  GÉOMÉTHJE,  diviid  m  quatre  parii«. 
i*"*  partie.  Géométrie  plane,  section  l'icmeniatri*,  în-8..  ♦>  fr« 

OUnôURGUET.  TRAITES  E|-EMENTA1HES  DE  CALCUL  DIFFEREN- 
TIEL ET  DKCALCULINTEGHAL,  a  Tol.in^S,  1810  et  i8n  ,  i6fr. 

DU  PIN  (baron  Ch;.r(cs).  GÉOMÉTRIE  ET  MECANIQUE  DES  ARTS  ET 
METIERS  ET  DES  BEAUX-ARTS,  Coûts  normal  i^  lus^fie  des  oanîen 
et  des  arti^te!l ,  t\eB  sous  cbefs  et  des  chefi  d'aieliets  et  de  nwnufaciui>es;  3  vol. 
in -8.,  1826.  iS  fr. 

£,es  volumes  se  venrfent  séparément  : 

icr  volume,  GEOMÉ'TRIE ,  ou  des  Formes  nécessaires  \  PIndn«tiie,  6  fr. 

an*  volume  M  ACHINES  ÉLÉMENTAIRES  nëcesssaires  &  rindastric,    6  fr. 
3Mt  volume,  FORCES  MOTRICES  nëcessaire»  il  Plndustric ,  6  fr. 

JOURNAL  DE  L'ECOLE  POLYTKCHNIQUE,  i>ar  MM.  Lagranpe,  Upbce, 
Mon^e,  Prony,  Fourcroy,  Bcrtboilct,  Vaunudin,  Lacroix  ,  Hacbci te.  Poisson, 
Sgnnzîn,  Guyton-Morveuti,  Barnicl,  Legcnnre,  Hauy,  Malus,  Ampère,  Bioec ^ 
34  cabicrs  in>4.  »  avec  des  plancbes  ,  *  ]36  fr.  5o  c. 

Chaque  cahier  se  Tend  scparc'uicn^,  ' 

«avoir  :  cahier  1  h  t> 5  fr.  » 

7  et  8, , .*>  fr.  • 

9  {Théorie  îles  i* onctions,  2™*  e.lit.,  par  Laçjianpe),  i5  Ir.  m 

10  à  16, 5  fr.  m 

:7  , ^fr.  Soc 

18, bfr.  5«>r. 

19, k 7  fr.  5o%. 

30  i83i , 5  Ir.   » 

3 1  l833 ,  . .  < • f)  fr.  5o  c. 

33  i833, ^ 4  fr-  5o  c, 

33  1834, 7  Ir. 

34  i835, 7fr. 

351837, 7  fr, 

EXPOSITION  TRÈS  ABRÉGÉE  DE  L'ART  DE  LA  GUERRE,  ou  Coon 

<clcmen4aired^application  h  plusieurs  pnrtir&dc  l'art  de  la  guerre,  Acs  connaissances 

.  cnseisnces anx  élèves  del'Kcol«  Polviirbniqiic,  in-i3,  avoc  cpiircs  m  fol-,  q  fr. 

«PURES  A  L'USAGE  DE  L'ÉCOLE  ROYALE  POLYTECHNIQUE,  co«- 


1» 


>f 


COLLl 

<;OLLECTiqN  D'éPURES  DE  TOPOGMPHIE  A  LUMIÈRE  OBLIQUE, 

(aneion  système),  in-fol.,sans  text<?..  0'  fr.  Soc. 

■  DE  TOPOGRAPHIE  A  LUMIERE  DIRECTE  (noureau  système), 

in-fol.,  sans  texte,  6  ir.  5o  c 
I^tuuvs  de  machines,  4  fr. 
EPURE   DE  LA    MACHFNE  A  VAPEUR ,    3  feuillet  avec   le- 

gçnde ,  I  fr.  55  c. 


ÉPURES  DE  FORTIFICATION  avec  le  texte,  0  fr. 

— —  — —  Les  Epures  seules  se  vendent  séparément  «  &  fr.  Soc. 

EULER.  ÉLÉMENS  D'ALGEBRE,  nouvelle  editron ,  1807, 3  toI.  in  8.,     13  fr. 

La  première  partie  contient  l'Analyse  déterminée,  rerna  et  augmentée  de  Ifotes 

par  Garnier.  La  deuxième  partie  contient  l'Analyse  indéterminée,  revue  et  mg- 

mcniée  de  Notes  par  M.  Lagrange,  Sénateur,  Membre  de  l'Institut,  etc. 

GASCHEAU.  Géoméirie  descriptive.  Traité  des  Surfaces  régléea,  in-8.,3  fr.  5o  c. 

GIAMBONl.  ELEMENS  D'ALGÈBRE,  D'ARITHMETIQUE  ET  D£  GÉO- 


METRIE, 

(le 

HACHE 

COURS  DE  PHYSIQUE,  on  Prccis  dc5l(^cons  sur  les  princij»aax  plicnomèncs 
de  la  nature.  Cl  tor  quelques  applications  des  Xiathcmatiqncs  h  la  Physique,  in-S., 
1U09,  ,  *     5fr.  5oc. 

JUVIGWY.  MOYENDESUPPLÉERPARL'AlUTHlVlETiyUEA  L'EMPLOI 
DEL^ALGEBRE  dons  les  questions  d*inieréts  couiposcs,  d'unnuitcs,  d^auiottisse- 
mens,  etc.,  terminé  p.ir  une  ap|iIication  sp«fciulc  du  même  procède'  Ik  l'extinction 
de  la  dette  publique,  111-8.,  i8a5p  3  fr. 

LAURAISGÉ,  AlemLie  de  llnsiiiat.  LEÇO^'S  SLR  LE  CALCUL  DES 
FONCTIONS ,  nouvrilc édition,  in-S.,       ^  7  fr.  5oc. 

—  TRAITÉ  DE  LA  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  NUMERIQUES  de 
ton»  les  degrés,  avec  des  Notes  stK  pJusieur»  points  de  la  Théorie  des  Equations 
altfc'hiiqui'S.S^  édition,  tn-{.,  1826,  i5  fr. 

—  THÉORIE  DES  JONCTIONS  ANALYTIQUES,  in-^.,  i5  fr. 

—  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE  ANALYTIQUE,  a»  6lii.,  a  yoI.  in-J.,  36  fr. 
LAPLACE  (M.  le  mamuis  de),  Mend>re  de  rinstiint.  EXPOSITION  DU 
.  SYSTEME  DU  MONDE, précédée  de  IVlogede  M.  de  Lai.lacc  par  M.  fouri.r, 

6«  édition,  t835,  in  4><  a^'('*c  portrait,  18  fr. 

■     Le  même,  a  vol.  in-H.,  i835.  ,  i5  fc« 

—ESSAI  PHILOSOPHIQUE  SUR  LES  PRpBARILITÉSj.i-8.,6t  éd.,  i838,4f. 

LAMÉ,  Élève  Ingéuiesrau  Corps  royal  île*  Mines.  EzJimen  dc^KlilTcriiites  méthodes 
employées  pour  résoudre  les  PROBLÈMES  DE  GÉOMÉTRIE  j  1  vol.  in-S  , 
avec  planche,  1818,  ,     3  fr.  Soc. 

L^reVRK,  Gcomiire  en  chef  du  Cadastre.  NOUVEAU  TRAITE  DE  L'AR- 
PENTAGE ,  h  Pusago  des  personnes  qui  se  destinent  h  Tctat  d%ir(>eDteur,  an 
levé  des  plans  etanx  opérations  du  nivellement,  4*  édic,  rniièrenieui  rcfondne  et 
augmentée  d%in  Traité  de  Géodésie  pratique,  ouvrage  contenant  tout  eeqni  est 
relatif  &  Tarpentage,  raménagemcnt  des  Ivis  et  la  diyisiou  des  propiiéiés  ;  c« 
rip'il  fant  connaître  pour  les  g'and'^s  opérations  géod<^iqucs  et  le  nivellement, 
'a  vol.  in-8.  avec  3o  planches  nnnveljement  gravées,  1836 ,  18  fr» 

MANUEL  DU  TRIGONOMETRE,  servant  de  Guide  aux  i<un< s  ingénieui s 

qa\  se  ilcsiment  anz  o^téraiions  céodésinues,  suivis  de  (liverses  solutions  de  Geo- 
luétiic  pratique,  de  quelques  Notes  et  de  plusieurs  Tableaux,  1  vol.  in-8.,  avec 
planches,  1810,  .         ,  3  f r» 

—<*  APPLICATION  DE  LA  GÉOMÉTRIE  h  la  mesure  des  ligms  inaccessibles 
et  di*s  surfaci;s  planes,  etc.,  ou  Lofi8ij)laniniétrio  pratique,  în-8. ,  5  (ig  ,  1827,  5  fr. 

—  GUIDE  PRATIQUE  ET  MEMORATIF  DE  L'ARPEN  lEUR,  particn. 
Uèrement  destiné  aux  fiersonnes  qni  n'oni  point  étudié  la  Gcoractrici  conienant 
toqtcs  li*s  ncthodes  nécessaires  pour  rAip«?ntage,  le  levç  i\c»  plans,  Faroéna* 
gcmencdes  bois,  le  nivellement,  le  tuisé,  etc.,  1  gros  vol.  in-ia  avec  18  planch.,. 
dont  une  coloriée,  ,  ,  G  fr.  5o  c» 

LRHIANÇOLS.  essais  de  géométrie  analytique,  a«  cdUion, 
revue  et  ancroentée  ,  1  vol.  iii-S.,  1804.  a  fr.  5o.  e, 

LETERRIER.  METHOOE  ET  TABLE 

porter  sans  lu  secours  d*antrcs  inttiumrns 

observés  aver  le  craplioniètre  et  drduiis  do  parolJ^Ics:  ttrix,  ?  fr» 


a  ir.  ;>o»  c 

h  Ttisage  des  Géomètres,  poor  rap-» 

que  IVchelle  et  le  compas,  les  angle* 

lervés  aver  le  graidioniètre  et  drduiis  do  paralJ^lcs^  {("X,  ?  fr» 

LUUIJJEK.  ÉLÉMENS  D'ALGEBRE,  j  vol.  in.«  ,  13  (r^ 

ÉLÊMENS  D'ANALYSE  GÉOMÉTRIQUE  et  d'Analyse   algébrique. 

appliquée  h  la  rrchcrclie  des  lieux  gctmicdiiiues,  in-4.,  1809,  i5  fr» 

IBÈS ,  Professein*  de  Pliv^i<|n(!  au  Lvi.'ée  Cnarlei 


LloÊS  ,  Professein-  de  PliV4i<lti(:  au  Lveée  Cnarleni.iune  h  Paris,  etc.  HISTOIRE 
PHILOSOPHIQUE  DTES  PROGRES  DELA  PHYSIQUE-,  \  vul.  in-8.,  181» 

—  TRAITÉ  COMPLET  ET  ÉLÉMENTAIRE  DE  PHYSIQUE,  prc^nté" 
dans  un  ordie  nouveau,  d'aiirès  k-s  découvertes  moderu'-s;  ^«  «dit.,  revue,  corri- 


Tallemand  par  M.  Kartscher,  în-8  ,  i833,       ,  n  fr. 

MASCHERONL  PROBLEMES  DE  GÉOMÉTRIE,  rés  lus  de  dilK-renies  ma- 
'RÎères ,  traduit  de  ritalii-n,  vol.  in-8.,  i838,  î^^éilit.,  S  fr.  5o  c^ 


